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RESUMEN. Se presenta una demostracién sencilla del teorema de los
ceros de Hilbert usando las bases de Grobner para polinomios sobre
dominios de ideales principales.
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1. Introduccién

En la literatura existen varias pruebas del famoso teorema de los ceros de
Hilbert (Nullstellensatz) usando bases de Grobner (véase por ejemplo [2] y [5]).
Sin embargo, la demostracién presentada aqui consiste en considerar el anillo de
polinomios k[z1,...,z,] como k[z1][z2,...,2,] y aplicar la teorfa de las bases
de Grobner no sobre el campo k, sino sobre el dominio de ideales principales
k[l‘l]

La demostracion que se presenta en esta nota no es necesariamente mas
corta o mas simple que la dada en [3]. Sin embargo, tiene la ventaja de que
puede ser estudiada por su sencillez, en los primeros temas de un curso basico
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de geometria algebraica. La prueba dada en [3] utiliza el resultante como he-
rramienta principal, sin embargo, hay una dualidad entre esa demostraciéon y
la dada aqui, misma que explicaremos en la siguiente seccion.

A lo largo de todo el texto k denotara un campo. Un término en las variables
r1,T3,...,T, es un producto de la forma:

ai ,.a2 a
l‘l 1‘2 oo xnn’
donde los exponentes a; son enteros no negativos. Denotaremos x® = z{* - - - z%»
cona=(ay,...,a,).
Un monomio en las variables x1,zs,...,2, es una expresién de la forma
ax?, donde a € k.

Un polinomio en las variables x1,x2, ..., 2z, es una k-combinacién lineal de
términos en las variables x1, s, ..., x,. El conjunto de los polinomios en las
variables 1, xa, ..., %, es denotado por k[x] donde x = (21,22, ...,Zn).

De aqui en adelante vamos a suponer que tenemos un orden de términos fijo
=<

Dado f € k[x] denotaremos por tp(f) al término principal de f y por mp(f)
al monomio principal de f. Es claro que mp(f) = atp(f) para algin « € k. Para
un ideal I C k[x] definimos TP(I) = {tp(f) | f € I} y MP(I) = {mp(f) | f € I}.

Definicién 1.1. T' C I — {0} es una base de Grobner fuerte para I, si para
cada m € MP(I) existe g € I" tal que mp(g) | m.

Para una demostracién del siguiente resultado, se puede consultar [1].

Proposicion 1.2. Sea R un dominio de ideales principales y sea I un ideal de
R[z1,...,2,]. Entonces, I tiene una base de Grébner fuerte finita. Mds atn,
si I es una base de Grébner fuerte para I, entonces I = (I'). En particular, si
R =k entonces I = k[x] si y sélo si T Nk # (.

Supongamos que ¢ : Ry — Ro es un homomorfismo de anillos. El homo-
morfismo ¢ tiene el levantamiento natural (que vamos a denotar por el mismo
simbolo ¢) hasta el homomorfismo ¢ : Ry[x] — Rz[x], que estd definido por
¢(a1xa1 + agva 4+ .. ) — ¢(a1)xal + ¢(O¢2)Xa2 4+

Proposicion 1.3. Sean Ry y Ry anillos, y sea I' una base de Grébner fuerte
para un ideal I C Ri[x]. Si ¢ : R — Ry es un homomorfismo sobreyectivo
tal que ¢(a) no es 0 y tampoco es un divisor de cero para todo a € MP(T),
entonces ¢(I') es una base de Grébner fuerte para ¢(I).

Demostracion. Como ¢ es sobreyectivo, ¢(I) es un ideal de Rs[x]. El resultado
se sigue facilmente de la siguiente afirmacién.

Afirmacién. Para cada h € ¢(I) existe f € I N ¢~1(h) tal que tp(f) = tp(h).
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En efecto, la afirmacién implica que mp(h) es divisible por mp(¢(g)) = ¢(mp(g))
para un g € I' tal que mp(g) | mp(f). Entonces, basta demostrar la afirmacién.
Lo haremos por contradiccién. Sea h € ¢(I) y supongamos que para todo f € I,
con h = ¢(f) tenemos que tp(h) # tp(f). Entre estos f elegimos uno que tie-
ne el menor término principal, digamos f,,,. Tenemos que ¢(mp(fy,)) = 0. Por

fim
otra parte, podemos eliminar mp(f,,) porun g € T': ' = f,, — mp((g))g‘ Pero
mp
mp(fim), o N
o( ® ) = 0 (¢(mp(g)) no es un divisor de cero). Entonces, ¢(f') = h, lo
mplg

que contradice la minimalidad de f,,. O

2. Resultados Principales

El teorema de los ceros de Hilbert relaciona I(V(I)) con I cuando el campo
k es algebraicamente cerrado.

Si I es un ideal de un anillo A, el radical v/I de I se define como:
VI={feklx]|f el para alginr € Z*}
el cual es un ideal de A.

Teorema 2.1 (Teorema de los ceros de Hilbert). Sean k un campo algebrai-
camente cerrado e I C k[x] un ideal. Entonces I(V(I)) = /I.

Este teorema es importante porque muestra una relacién entre la geometria
y el algebra: las soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales son objetos
geométricos y los ideales y radicales son objetos algebraicos.

Nuestro objetivo es demostrar el teorema 2.1. Pero antes vamos a probar
una versién débil del mismo. Un ideal I del anillo A se llama ideal no trivial si

14 A.

Teorema 2.2 (Teorema débil de los ceros de Hilbert). Supongamos que I C
k[x] es un ideal no trivial y k es un campo algebraicamente cerrado. Entonces
existe una solucién de I en k, es decir, 3a € k" Vf € I, f(a)=0.

Para la demostracion usaremos el homomorfismo evaluacion en a € k, ev, :
k[x1,...,Xn] = K[X2,...,xy] definido por f(x1,2a,...,2,) — fla,za,...,2y).

Lema 2.3. Sea k algebraicamente cerrado. Supongamos que I N klx1] = (p)
para un p € klx] \ k. Entonces existe a € k, con p(a) = 0, tal que evy(I) #
k[x2,...,Xn].

Lema 2.4. Supongamos que I Nk[z1] = {0}. Entonces existe un polinomio q €
klx] tal que para todo a € k, con q(a) # 0, tenemos que ev,(I) # k[xa, ..., Xy].

Demostraremos que los lemas 2.3 y 2.4 implican el teorema 2.2. La idea es
la siguiente: Dado I C k[z1,...,x,] un ideal, aplicando los lemas 2.3 y 2.4
existe a1 € k tal que I1 = evy, (I) # Kk[xa,...,xyn]. Luego, existe as € k tal
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que Iy = evy,(I) # k[xs,...,xy]. Continuando de esta forma, obtenemos una
soluciéon aq,as, ..., an,.

La dualidad con la demostracién presentada en [3] es que la induccién va en
la otra direccién. Méas precisamente, en [3] se demuestra lo siguiente: Sea I C
klz1,...,x,] un ideal. Después de un cambio de variables, si (aq, ..., a,) es una
solucién de I Nk[za,...,x,] entonces {f(x,as,...,an) | f € I} # k[z].

Demostracion del Lema 2.3.
Proposicién 2.5. Sean k un campo, fi, fo € klz1] y G = {91,92,.-.,9-} C
k[x]. Si med(fy,f2) = 1, entonces (f1f2,G) = (f1,G) N {f2,G).

Demostracion. Observemos que (f1,G) + (f2,G) = k[x], pues Q1 f1 + Qaf2 €
(f1,G) + (f2,G) y la ecuacién Q1 f1 + Q2f2 = 1 tiene solucién. Por lo tanto:

(f1,G) N (f2, G) = (f1,G)(f2, G) = (f1f2, [1G, f2G) = (f1f2, G).

O
Mediante un argumento inductivo, la Proposicién 2.5 implica que:
k
k Cj Cj
<j[11(x1 - a;)%,G) = ({(z1 — a;)7,G). (1)
= -1

Proposicién 2.6. Sea I un ideal de k[x]. Entonces, I = k[x] si y sélo si

VT = k[x].

Demostracion. Si VI = k[x], entonces 1 € V1. Luego, 1" € I para algin
r € Z*, pero 1" = 1. Por lo tanto, 1 € I y asil = k[x]. El reciproco es ficil. [

Corolario 2.7. Sean k un campo algebraicamente cerrado, f € k[x1], G C
klx1,...,2,]. Supongamos que (f,G) # k[x1,...,x,]. Entonces existe a € k,
con f(a) =0, tal que ((z1 — a),G) # k[z1,...,xx).

Demostracion. Sea (f,G) # k[z1,...,z,]. De acuerdo con la relacién (1) tene-
mos que {(z; — a)?,G) # klx1,...,r,] para algiin a tal que f(a) =0y d € N.

Es claro que {(z1 — a),G) C /{(z1 — a)¢, G). O
El lema 2.3 se sigue ahora del isomorfismo:
k[gjh s 71'71}/«1:1 - a)7 G> ~ k[x% cee ,xn]/eva(<G>)
y de que ((z1 —a), G) # k[z1,...,z,] sl y sélo si
eva(((x1 — a), G)) # kxa, .. a)
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Demostracién del Lema 2.4. La idea es considerar k[x] como
k[xl]['x27 e 7$n] .

Entonces los polinomios tienen zo,...,z, como variables, con coeficientes en
el anillo k[z1]. Sea I" una base de Grobner fuerte y finita para un ideal I C
klz1][za,. .., zn]. Sea g € k[x1] el producto de los coeficientes principales de
todos los g € T'. Si g(a) # 0 entonces ev,(I') es una base de Grdbner fuerte
para ev,(I) segin la Proposicién 1.3. Ahora, T Nklx1] C INklz1]) =0y, en
consecuencia, ev,(I') Nk = (). El lema 2.4 se sigue de la proposicién 1.2.

Demostracién del Teorema 2.1. Demostraremos que el teorema 2.2 implica
el teorema 2.1. La inclusién /T C I(V(I)) es clara. Reciprocamente, sea f €
I(V(I)). Introducimos una nueva variable z y consideramos el ideal J = ((1 —
zf),I) de k[z,x]. El ideal J no tiene soluciones (si J tuviera una solucién, serfa
solucién de I. Si xg es una solucién de I, entonces 1 — zf(x¢) = 1, que es
una contradiccién.) Luego, por el teorema 2.2, 1 € k[z,x] = J. Por lo tanto,
podemos escribir:

1=qo(l—2zf)+ qugj, donde g; € I,q; € k[z,x].
j=1

Sustituimos z = — en la ecuacién anterior, y después la multiplicamos por f*,

donde s es la mayor potencia de z en ¢, ... q., obteniendo:

fi= Zdjgj, donde g; € I, §; € k[x],

Jj=1

lo que implica f* € I y por lo tanto, f € V1.
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