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RESUMEN

En el presente trabajo se desarrolla una aplicacién para el segui-
miento tridimensional de bastones con el fin de demostrar las propie-
dades de operaciones vectoriales utilizando realidad aumentada. En
un trabajo anterior realizado por Enrique Solis se efectuaba la loca-
lizaciéon tridimensional de bastones en cada cuadro, esto sin tomar
en cuenta un modelo de movimiento. Disponer de informacién sobre
el movimiento de los bastones permite realizar el seguimiento aun
cuando no sea posible su localizacién mediante el uso de las caAmaras

estéreo.

Se trabajo bajo el supuesto de que siempre existen solo dos basto-
nes en la escena y son cada uno de diferente color. Para detectar y
localizar los bastones se generé un modelo de color por bastén, luego
para cada imagen capturada se detect6 la presencia de bastones en la
escena utilizando el modelo de color y un vector de rasgos. Con ayu-
da de el sistema estereoscopio se hizo la localizaciéon 3D, esta recta
es utilizada por un del filtro de Kalman para estimar las velocidades
lineal y angular. Cuando no es posible la localizaciéon 3D de la recta

los pardmetros de velocidad nos permiten realizar predicciones.

En este trabajo se realizaron experimentos utilizando dos represen-
taciones de la recta en el espacio 3D, una infinita utilizando coordena-
das de Pliicker y otra mediante el punto medio del segmento de recta
formado por el bastén y la orientacion. Esta ultima representacion
también se empleo para dar seguimiento a un plano formado por los
dos bastones, cambiando el punto medio por el punto de interseccién
de ambas y la orientacién por la normal del plano, asumiendo que

ambos bastones forman parte de un solo cuerpo rigido.

Quedo6 demostrado que utilizar un filtro de Kalman para estimar
los pardametros de movimiento cinemético permite realizar un segui-
miento mas robusto, puesto que se pueden tratar casos de especiales

de aparente colinealidad.
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INTRODUCCION

1.1 INTRODUCCION

La realidad aumentada permite a los usuarios ver el mundo real
con objetos virtuales superpuestos a éste, no reemplaza la realidad
por completo, sino que afiade mas informacién a la misma. Esta drea
estd en un constante desarrollo, se han encontrado multiples aplica-

ciones en areas de la medicina, la ingenieria y el entretenimiento [2].

Una aplicacién que se le puede dar a la realidad aumentada es en
el drea de educacion, particularmente en la ensefianza de las matemé-
ticas. Mediante esta técnica es posible mostrar visualmente conceptos
abstractos como los vectores y sus diferentes operaciones, con el fin
de facilitar la comprensién del estudiante en estos temas. Se han rea-
lizado dos trabajos al respecto en la Facultad de Matematicas de la
Universidad Auténoma de Yucatdn, uno realizado por Chi Pot[4] y el

otro por Enrique Solis[13].

En el trabajo realizado por Chi Pot[4] se utilizé un sensor Kinect
de Microsoft®el cual es capaz de realizar seguimiento el movimiento
del cuerpo humano. En [4] se utilizaron las manos como referentes
fisicos de los vectores y el torso como punto comin, ese sistema es
capaz de representar operaciones de adicién, sustraccién y producto
cruz, una vez calculado el vector resultante este se muestra en una

pantalla superpuesto a la realidad.

El trabajo de Enrique Solis[13], involucra el uso de visién compu-
tacional para llevar acabo el seguimiento de dos referentes fisicos de
los vectores, en este caso fueron usados dos bastones de diferentes
colores como se observa en la Figura 2. El sistema consiste de un

par de cdmaras estéreo que junto con la aplicacién de algoritmos de
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Monitor

Usuario

Figura 1: En este trabajo los referentes fisicos utilizados fueron las manos, y
se empleo un dispositivo Kinect para la localizacién y seguimiento

de dichos referentes.

visiéon computacional permiten la localizacion tridimensional de los
referentes. El sistema presenta ciertas debilidades como la que se ob-
serva en la Figura 3, bajo ciertas condiciones no es posible realizar

una localizacion de los referentes.

En este trabajo se retoma lo realizado por Enrique Solis[13] y se
propone un método para robustecer el seguimiento de los referentes
fisicos, utilizando para ello la informacién de movimiento para poder
predecir la pose final del objeto en los siguientes cuadros, con ello nos
permitird seguir el objeto bajo condiciones de oclusién o aparentes

condiciones de paralelismo debido a la perspectiva de la cdmara.

Se realizaran las fases de segmentacion y etiquetacién similares a
las fases efectuadas en el trabajo previo de Enrique Solis[13]. Las prin-
cipales diferencias son que sera utilizada la distancia normalizada de
Mahalanobis[14], también se utilizard un espacio de color diferente,
con estos dos cambios se pretende evitar los problemas segmentar en
base a color que tenia el trabajo previo los cuales se describirdn mas

adelante.

Para robustecer el seguimiento de los referentes se realizardn esti-
maciones de las velocidades de un cuerpo rigido, lo cual sera llevado

acabo utilizando el filtro de Kalman extendido. La ventaja de utilizar
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Figura 2: Sistema de realidad aumentada utilizando camaras estéreo y refe-

rentes fisicos para manipular los vectores.

[

Figura 3: Capturas de pares de imagenes del sistema funcionando de forma

inestable, en la cdmara de la derecha aparece una condicién de
colinealidad, bajo este caso ya no es posible realizar la localizacién

de la recta.
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este filtro es que toma en cuenta el ruido en las mediciones introdu-
cido por la cdmara y los algoritmos de vision de las fases anteriores,
asi como la incertidumbre ocasionada por no tomar en cuenta todas

las variables fisicas en el modelo.

Un trabajo similar para estimacién de las velocidades lineal y angu-
lar para lineas rectas utilizando filtros de Kalman fue realizado por

Zhengyou Zhang y Olivier D. Faugeras [15, 6].

En ambos trabajos se trata el problema de estimar los movimientos
de un objeto tridimensional mediante de una secuencia de imédgenes
estéreo, se estableci6 una relacion entre el movimiento tridimensional
y el movimiento observado en la imagen. Para realizar esta estima-
cién se utilizan las lineas de los objetos, las mediciones entregadas al
sistema son pares de lineas 3D. En [15] se utiliz6 una representacién
de la linea 3D mediante el punto medio del segmento de recta y un
vector de direccién, por otra parte [6] utiliz6 una representaciéon de
cinco pardmetros, donde tres de ellos son el punto medio y dos re-
presentan la orientacion en dngulos de Euler. Se utiliz6 un modelo de
movimiento cinematica cldsico, que divide el movimiento en dos par-
tes: movimiento de rotacién alrededor de un punto y movimiento de
traslacion del centro de rotacién, en este trabajo para simplificacion

del modelo se asume una velocidad angular constante.

1.2 OBJETIVOS

Se presenta el objetivo de la presente tesis, el cual es la meta del
presente trabajo, y los objetivos particulares a completar durante el

desarrollo de la metodologia.

1.2.1  Objetivo General

Desarrollar un método robusto para la deteccién y seguimiento tri-

dimensional de bastones haciendo uso de modelos probabilisticos.
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1.2.2  Objetivos particulares

Generacion del modelo de bastones.

Localizaciéon y seguimiento de bastones en la imagen.

Desarrollo del modelo probabilistico para el seguimiento de los
bastones en el espacio tridimensional a partir de una secuencia

de imégenes.

Implementacion del método propuesto.

Realizar la evaluacién de la metodologia propuesta.

1.3 ESTRUCTURA DE LA TESIS

El presente trabajo de tesis se encuentra divido en cinco capitulos

los cuales se detallan a continuacion.

» El primer capitulo que es el actual, presenta una breve introduc-
cién al trabajo de tesis y da un panorama general del problema

y los objetivos.

= En el capitulo dos se presenta el marco teérico, conceptos en los

cuales se apoya este trabajo para su desarrollo.

= En el capitulo tres se describe la metodologia utilizada para

cumplir con los objetivos.

= El capitulo cuatro describe el disefio de los experimentos y mues-

tra los resultados.

= Por ultimo el capitulo cinco se presentan las conclusiones de

este trabajo asi como también posible trabajo futuro.






MARCO TEORICO

2.1 INTRODUCCION

En este capitulo se describen los conceptos y fundamentos sobre

los cuales se apoya la metodologia presentada en este trabajo.

En seccién 2.3 presentan los conceptos matematicos utilizados que
nos permitirdn entender la relacion entre los objetos y su proyeccion
en el plano de la imagen. Enseguida se presentan los conceptos utili-
zados para la localizacion de lineas rectas en el espacio tridimensional

asi como su representacién utilizando coordenadas de Pliicker.

En la seccién 2.4 se aborda el tema de la representacion de colores
en las imdgenes, se describe con mayor detalle el espacio de color
CIELab, el cual es utilizado para la segmentacion de los bastones.
Posteriormente en la seccién 2.5 se introduce el tema de las distancias

utilizadas para el proceso de segmentacion.

En la seccién 2.6 se presenta el modelo cinematico que describe el
movimiento de un cuerpo rigido, entender este modelo nos permitira
comprender mejor el planteamiento realizado en la metodologia para
predecir de la pose de los bastones cuando la localizacién no es posi-
ble. Para realizar dicha estimacién se utiliza el filtro de Kalman, sus

fundamentos y su funcionamiento son explicados en la seccién 2.7.

Finalmente se presenta una modificacién al filtro de Kalman para

tratar con sistemas no lineales, llamada filtro de Kalman extendido.
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2.2 COORDENADAS CARTESIANAS

Un punto en el espacio euclidiano de dos dimensiones puede ser
representado mediante un sistema de coordenadas cartesianas, en es-
te sistema se definen dos ejes ortogonales que se interceptan en un

punto llamado origen.

Cada punto en espacio esta representado como un par de numero
reales (x,y) cada numero indica la distancia minima de dicho punto

al origen en cada uno de los ejes.

Figura 4: Coordenadas Cartesianas.

2.3 COORDENADAS HOMOGENEAS

Una manera alterna de representar puntos en el espacio de dos
dimensiones es mediante la tripleta (x,y, w) en donde cada punto es

representado por la razén entre sus componentes.

Una propiedad que posee esta representacion es que el punto pue-
de estar multiplicado por un escalar A # 0 y seguir representando
el mismo punto, es decir es independiente de escala, esta forma de

representacion es conocida como coordenadas homogéneas.



2.3 COORDENADAS HOMOGENEAS

La representacién en coordenadas cartesianas de un punto en coor-
denadas homogéneas se obtiene dividiendo los tres componentes en-

tre el ultimo.

Sea p = (x,y,w) un punto en coordenadas homogéneas, la repre-
sentacion cartesiana esta dada como sigue:

x
/ w

y

w
Las coordenadas homogéneas forman clases de equivalencia en las

cuales un punto p tiene una relacién de equivalencia Ap con A # 0 y

cumple cada una de las propiedades de relacién de equivalencia:

= Reflexividad: pRp
= Simetria: si pRAp entonces kpRp para cualquier escalar A # 0.

» Transitividad: si pRAp A ApRgp” entonces Ap’Rgp para cual-
quier escalar g # 0y A # 0.

El conjunto de clases de equivalencia forman lo que se conoce como

el espacio proyectivo P2.

2.3.1 Lineas

Una linea en un espacio Euclidiano de dos dimensiones puede ser
representada por la ecuacién ax + by +c¢ =0, los valores de a, by ¢
definen a recta, por tanto esta puede ser representada por un vector

l=1[a,b,c]'.

La correspondencia entre lineas y vectores no es uno a uno, puesto
que si multiplicamos 1 por un escalar A # 0, 1 seguird representando

la misma recta.

Los vectores que representan esas rectas 1 y Al son considerados

equivalentes, y son conocidos como vectores homogéneos.
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Los puntos pertenecientes a la linea 1 cumplen con la propiedad
de que ax +by +c = 0, esto puede ser escrito en términos de un

producto punto de vectores como:

a X
b| |yl =pP-l=ax+by+c=0
c 1

Para encontrar la interseccion de dos lineas 17 y 1, debemos encontrar

el punto p que pertenezca a ambas rectas, es decir que satisfaga 1; -

p=0yla-p=0.
El producto triple escalar de las lineas definido como
Ll xb)=1-(§ x13) =0 (1)

podemos ver que si hacemos x = 1; x 1} entonces l1x" = 1,x" =0,
esto quiere decir que x esta en ambas rectas, por tanto la interseccién

de dos lineas esta dada por:

11 X 12.

Para el caso de lineas paralelas si consideramos 1; = (aj, by, ¢1 )T y
L = (az,by,c2)" para las cuales los primeros dos componentes son
iguales, entonces podemos calcular la interseccién como l; x 1, =
(c2 —c1)(by,—ay,0) e ignorando el factor de escala (c; —c1) obte-
nemos el punto (b, —a,0) . Si intentamos obtener la coordenada no
homogénea de este punto obtendrfamos (b/0,—a/0,0)" lo cual nos
indica que el punto de interseccién tiene componentes en el infinito y
no corresponden con R?, estos puntos con el tercer componente igual

a cero, se conocen como puntos en el infinito o puntos ideales.

2.3.2 Puntos

Todos las propiedades que se cumplen para las rectas se cumplen
también para los puntos, de hecho observamos una dualidad entre
rectas y puntos con coordenadas homogéneas, los cuales podemos
intercambiar indistintamente, de hecho la ecuacién de la recta es si-

métrica puesto que 1" x = 0 implica que x "1 = 0.



2.4 ESPACIOS DE COLOR

2.3.3 Coordenadas de Pliicker

Las lineas en un espacio 3D, pueden ser representadas por dos

puntos, sean estos puntos a = (ay, ay, a;) y by = (bx, by, b,),

Las coordenadas de Pliicker de una linea | que pasa por los puntos
ay b se definen como 1 = (n,u), donde u = b — a define la orienta-

cion de la recta, y n = x, X x1 es conocido como el vector momento.

Un punto p esta en la recta, si y solo si se cumple que p x u = n.
Cuando u es un vector unitario ||n|| define la distancia minima del
origen a la linea. En general dicha distancia esta dada por la razén
entre la norma del vector de momento y el vector de direccién, esto
es:

]
a="1-0
1Ll

Las seis coordenadas de Pliicker tienen dos redundancias. Puesto
que la razén entre ||[n|| y ||u|| es lo que determina la distancia de
la recta al origen, las coordenadas de Pliicker (n,u) y (An,Au) con
k # 0 describen la misma recta. Podemos escoger u como un vector
unitario. Las restricciones ||u|| =1y u-n = 0 remueven dos variables

de 1, reflejando los cuatro grados de libertad de 1.

Cuando dividimos u y n entre |Ju|| obtenemos las coordenadas lo
que se conoce como las coordenadas normales de Pliicker en donde

u
= T n= .
Y=Tur ¥ T

2.4 ESPACIOS DE COLOR

Un espacio de color es una forma de describir el color de la luz,
usualmente con tres valores numéricos. Existen diferentes esquemas
bajo los cuales se pueden definir estos tres valores, un esquema im-
portante es el esquema aditivo que trabaja afiadiendo cantidades es-
pecificas de tres tipos de luces con una cromancia especifica. Los es-
pacios de color aditivos pueden ser llamados espacios de color tri-
cromatico, ya que funcionan mediante la definicién tres estimulos

proporcionados a ojo.

11
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2.4.1  Espacio CIELab

El espacio de color tridimensional CIExyz, es la base para varios
sistemas de manejo de colores, este espacio de color contiene todos

los colores percibidos por el ser humano.

El ojo humano tiene tres tipos de conos llamados “L”, “M” y “S”,
cada cono tiene una respuesta espectral diferente, es decir una curva
que nos indica que tanta “salida” tiene un cono ante una luz de po-
tencia fija en una longitud de onda del rango visible, las letras L, M,
S, se refieren a los picos que tienen los tres diferentes conos [8], dicha

respuesta se observa en la Figura 5.

" . .
9.0 /{.\
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NENIZLRNAEY?
LA LALN
L/ NN
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/ ////\\._ \\h_\\
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380 420 460 500 540 580 620 A 660nm700
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Figura 5: Respuesta de los conos segtin la longitud de onda.

Como menciona A. Kerr[8], estas curvas fueron determinadas me-
diante experimentos visuales, en el que se mostraba a una persona un
color de una determinada longitud de onda y se trataba de igualar
con tres diferentes componentes los cuales producian longitudes de

onda de rojo, verde y azul, en ocasiones no se podia igualar el color
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aun suprimiendo el rojo, lo que hicieron fue agregar color rojo al otro
objeto lo que se interpreta como un valor negativo en el componente
rojo, se analizaron los diferentes datos y se obtuvieron unas funcio-
nes que se conocen como “color matching functions”, en la Figura 6

se observa este comportamiento.

0_%:' L] 'l LN BN SN Bn B B B B 'l TR T T oy Ld 'I T reeww l rTrrre awy 'l' ':
] N\ ra) 3
03¢ \ 'l g
[\ —BQ) i
0.2¢ ’;' \ -
0.1GE / \ 3
P ,I'r \ 3
3 / \\. é
0.0¢ ﬂ\\ -
—0A1f',..| ......... \1\-./ N P Liisanaas, |..5

Figura 6: Color matching functions.

Esta forma de representar el color es llamada CIErgb, una desven-
taja de este espacio de color es que la funcién de matching del rojo
presenta valores negativos en una parte del espectro de longitud de
onda, para solucionar esto se hicieron una serie de manipulaciones
matemadticas para determinar unas nuevas funciones de matching y

con ello tres nuevos componentes X, Y, Z.

Respansitivity
5

1\ AN

88§88 82838888 ¢gE8SHB S8
A3 =+ == b3 Ty 0 w w w0 w w w ~
Wavelength

Figura 7: Color matching functions sin valores negativos para el modelo
CIExyz.
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El modelo RGB se basa en colores primarios aditivos rojo, verde y
azul. Por el contrario, el CIExyz se basa en 3 primarios imaginarios
con caracterizacién espectral (X, Y, Z), que son los que representan
el color. Estos se combinan para formar todos los colores visibles. En
el modelo CIExyz, la Y define la luminosidad, mientras la Z es casi
igual a la estimulaciéon producida por el azul o el cono “S”, y X es
una combinacién lineal de las respuestas de los conos escogido para

ser no negativo.

Existe un problema con el espacios CIErgb y CIExyz cuando es im-
portante tomar en cuenta la forma en que el ser humano percibe los
colores, son espacios no uniformes. Se considera un espacio percep-
tiblemente uniforme cuando la distancia entre dos puntos de color
en cualquier parte del espacio corresponde a la diferencia perceptual
entre esos dos colores para la vision humana. En el caso del espacio
RGB dos colores distintos separados por una distancia fija en diversas
partes del espacio no tienen la misma diferencia perceptual, es decir,
dos colores que para el ser humano son muy parecidos en el espacio
RGB podrian estardn juntos o muy separados, también puede ocurrir

que dos colores que no se parezcan puedan estar muy préximos.

El espacio de color CIELab es derivado del espacio CIExyz .El pro-
posito de este es producir un espacio de color que sea mds perceptual-
mente lineal que otros espacios de color. Los componentes principales
del espacio de color son L que representa la luminosidad, a y b son
componentes de color basados en el espacio de color CIExyz. el eje a
representa una posicién entre el rojo/magenta y el eje b representa

una posicién entre azul/amarillo.

Las relaciones no lineales para [, a y b pretenden emular la res-
puesta no lineal del ojo. Ademads, los cambios uniformes de los com-
ponentes en el espacio de color Lab tienen por objeto corresponder
a cambios uniformes en el color percibido, por lo que las diferencias
relativas de percepciéon entre dos colores en el espacio Lab se pue-
den aproximar tratando cada color como un punto en un espacio
tridimensional, con tres componentes: L, a, b y tomando la distancia

entre ellos[12].
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2.5 DISTANCIA DE MAHALANOBIS

La distancia de Mahalanobis es una medida de distancia introdu-
cida por P. C. Mahalanobis[10] en 1936. Es una forma de determinar
la similitud entre dos variables aleatorias multidimensionales. Esta

distancia toma en cuenta la correlacién entre las variables aleatorias

[11].

Mediante esta distancia es posible determinar que tan similar es
una muestra a cierta distribucién de datos Gaussiana. Para el caso de
una sola variable podemos decir que esta similitud puede ser dada en
términos de la desviaciéon estandar, la cual determina que tan cerca
estamos de la media. Asi, podemos decir que una observacioén que se
encuentra a tres desviaciones estdndar de la media esta mas lejos que
una observacién con dos desviaciones estandar. Para una distribucién
normal esto también significa que es mas probable observar el dato
que esta mas cerca de la media, esto se debe a que la densidad de

probabilidad es mas alta en ese punto.

Figura 8: Dos datos en marcados en rojo, d; y d, aparentemente d1 esta
mas cerca de la media, esto sin tomar en cuenta la distribucién de

los datos.

En la Figura 8 se observa una distribucién normal bi-variada y dos
observaciones las cuales son mostradas en rojo, en este caso aparenta
que dl esta mas cerca, y calculamos la distancia euclidiana pudiera
ser que d] este a menor distancia que d2. Sin embargo la varianza
sobre el Eje Y es menor que la varianza sobre el Eje X, lo cual no

es tomado en cuenta por la distancia Euclidiana, por lo tanto d; es

15
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menos probable de ser observado bajo la distribucién mostrada en la

Figura 8 que d;.

Para poder tomar en cuenta la correlaciéon de los datos y la varia-
cion en cada Eje, se deben primero normalizar los datos para luego
calcular la distancia Euclidiana. Empecemos por mostrar el caso para

dos dimensiones.

Si se tienen una matriz de covarianza L = diag(c%, .y cr%), La raiz
cuadrada de X consiste en las desviaciones estdndares £ = DD don-

de D = diag(o7, ..., 0p).

Figura 9: Normalizacién y desnormalizacién de datos

Se puede observar geométricamente en la Figura 9 que la matriz
L~ escala cada coordenada en direccién independiente. En general
la matriz de covarianza contiene elementos no diagonales, la interpre-
taciéon geométrica es similar a la de la matriz diagonal que representa
el caso en el cual solo se toma en cuenta la varianza en los ejes X y

Y, es decir es solo un escalamiento, pero la transformacién también
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involucra otros tipos de transformaciones como rotaciones y estira-

mientos.

Para calcular la “raiz cuadrada” de la matriz de covarianza se uti-
liza la transformacién de Cholesky[7] o = LTL, Luego se utiliza la

inversa de dicha matriz para de-correlacionar los datos.

Entonces se puede reescribir el cuadrado de la distancia zz" como:

La ecuacién anterior es el cuadrado de la distancia de Mahalanobis, la
derivacién utiliza diferentes identidades de matrices, geométricamen-
te transforma los datos correlacionados a datos no correlacionados y
calcula la distancia euclidiana. Note que para el caso cuando L es la

matriz identidad equivale a calcular la distancia euclidiana.

2.6 MOVIMIENTO DE UN CUERPO RIGIDO

Como explica [9], para describir el movimiento de un objeto debe-
mos definir la trayectoria de todos y cada uno de los puntos en dicho
objeto. Podemos especificar las coordenadas de un punto como una

funcién X(t) que depende del tiempo.

El movimiento de un cuerpo rigido se puede ver como una familia
de transformaciones que describen como las coordenadas de cada

punto del objeto se mueven en el tiempo.

g(t) : R?® - R3, X — g(t)X

Ademas de transformar puntos g también incluye transformacio-

nes a vectores, si tenemos un vector v definido por dos puntos p y q

17



18

MARCO TEORICO

con coordenadas v =Y — X, entonces después de la transformacién g

obtendremos un nuevo vector.

u = g.(u) =g(Y)—g(X).

La transformacién g para que represente las transformaciones de
movimiento de un cuerpo rigido se deben preservar las distancias
entre puntos. Luego entonces ||g«(v)|| = ||v||. Estas transformaciones
que preservan las distancias se les conoce como Transformacién Eu-

clidiana y son denotadas como E(3).

Para describir el movimiento de un cuerpo rigido no es suficiente
con que la transformacién preserve distancias, hay transformaciones
que no son fisicamente posibles para un cuerpo rigido, un ejemplo de
este tipo de transformaciones imposibles es la reflexién de los puntos
del objeto en el plano XY. Por lo tanto ademas de requerir que las es-
tas transformaciones preserven la distancia entre sus puntos también
se requiere preservar la orientacion. Este tipo de transformaciones se
conocen como Transformacién Euclidiana Especial. Estas cumplen las

siguientes dos condiciones:
L gl =[] vveR?
2. g.(vV) x g (u) = g.(vxu) Ww,uecR3

El conjunto de todas las transformaciones especiales que cumplen las

dos condiciones anteriores esta denotado por SE(3).

Con estas propiedades podemos describir el movimiento de un
cuerpo rigido escogiendo un punto en el objeto, asociando a este un
sistema coordenado y siguiendo el movimiento del sistema coorde-
nado relativo un sistema coordenado de referencia conocido también

como sistema coordenado del mundo.

Sea un sistema coordenado con sus ejes dados por tres vectores or-
tonormales e, €2, e3 € R3, estos vectores estdn ordenados en forma
de un sistema de mano derecha tal que ey x e; = e3, después de apli-
car la transformacién que describe el movimiento del cuerpo rigido

tendremos que:

9*(61) X 9*(62) = g*(e3)
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es decir estos vectores aun preservan la ortonormalidad y forman un
sistema de mano derecha el cual estard siempre asociado al cuerpo

rigido y definird su movimiento.

2.6.1 Movimiento Rotacional

El movimiento rotacional respecto a un sistema coordenado de re-
ferencia W es determinada por tres vectores ortonormales que con-
forman el sistema coordenado C los cuales son: 71 = g.(e1), T2 =
g«(e2),r3 = g«(e3), en donde los vectores r1,12,13 forman los tres
ejes principales x,y, z del sistema coordenado C, ey, e2 y e3 forman

los tres ejes principales de W [9].

Este sistema determina la rotacién del objeto y puede ser represen-

tado como una matriz de 3 x 3:

Ruwe = [11,712,713] € R3X3 (2)

Esta matriz cumple que:

RpvcRwe = RweRye =1 ()

Cualquier matriz que cumpla la condicién anterior es llamada ma-
triz ortogonal y cumple que R}, = R},!. Ademés 71,73, 73 forman un
sistema de mano derecha y cumple que det(R,,c) = +1. R\, es una
matriz ortogonal especial que cumple el preservar la orientacion, el
conjunto de estas matrices € R? se denota por SO(3). Este conjunto
de matrices es también conocido como matrices de rotacién, cualquier
elemento en SO(3) representa una posible configuracién de un objeto
rotado alrededor de un punto o, ademds R,,. puede representar la

transformacién del sistema coordenado C al sistema coordenado W.

La continua rotacién de un objeto puede ser descrita con una tra-
yectoria R(t) : t — SO(3), el movimiento relativo entre el tiempo
t1 y t2 se denota como R(t1,t2) y por la composicién de rotaciones

obtenemos que:

R(t2,to) = R(t2,t1)R(t1, o) (4)
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Ahora bien, esta matriz de 3 x 3 tiene 9 entradas, sin embargo es-
tas entradas no son pardmetros libres, puesto que deben satisfacer
que RTR = I, esto impone seis restricciones a las nueve entradas, en
realidad la dimensién del espacio de matrices de rotacion SO(3) debe
ser de tres, seis pardmetros de los nueve son redundantes. Dada una
trayectoria R(t) : R — SO(3) que describe un movimiento rotacional

continuo, debe satisfacer que:
R{R' (1) =1 (5)

Calculando la derivada de la ecuacién con respecto al tiempo t obte-

nemos lo siguiente:

R(ORT (1) +R(R() T = R(RT (1) = —R(R(t) " (6)
Por definicién de matriz anti-simétrica y observando la ecuacién

anterior vemos que R(t)RT (t) es una matriz anti-simétrica, luego en-

tonces existe un vector w(t) € R3 tal que:

R(HRT (1) = W(t) 7)

Multiplicando ambos lados de la ecuacién por R(t) obtenemos:

R(t) = R(t)W(t) 8)

El conjunto de todas las matrices anti-simétricas esta denotado por:

so(3) ={w e R¥3w e R} 9)

Observamos que la ecuacién (8) es una ecuacion diferencial ordina-
ria, y si asumimos que R(t) es una matriz de transicién de estado,

resolviendo la ecuacién diferencial nos queda que:

x(t) = e™V'x(0) (10)
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donde e™! es la matriz exponencial y puede ser expresado como la
suma infinita de la serie que genera la constante e, Asumiendo que

R(0) = I obtenemos la ecuacién.

R(t) = ™" (11)

La ecuacién anterior podemos expresarla mejor si absorbemos el

parametro t dentro del vector w:

R(t) = eV (12)

La interpretaciéon fisica de esta ecuacién es una rotacién con res-
pecto al eje w € R3 con un dngulo de ||w||,por tanto esta ecuacién
define un mapeo de so(3) a SO(3) llamado mapeo exponencial. Para

calcular la exponencial de la matriz usamos la formula de Rodrigues

[9].

2.6.2  Movimiento general de un cuerpo rigido

El movimiento de un cuerpo rigido puede ser representado me-

diante dos componentes, uno de rotacién R y uno de traslacién T.
g=(RT)[9]

En la Figura 10 se muestra el movimiento de un cuerpo rigido con
el sistema coordenado C adjunto a el. Para describir el movimiento

de un punto p con respecto al sistema coordenado del mundo W

Es claro que X,, es la suma de la traslacién T,,c del origen del
sistema C relativo al sistema W, y el vector X. expresado en el sistema
coordenado W. Como X, esta expresado en el sistema C entonces

RwcX, es la rotacion entre el marco de referencia del mundo y el C.

Xw — chXc + Twc (13)

21
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Figura 10: Movimiento general de un cuerpo rigido asociado a un sistema

coordenado C con respecto al sistema coordenado del mundo W.

Para obtener una representaciéon de g matricial se introducen las
coordenadas homogéneas, la representacién matricial de g esta dada

de la siguiente forma:

Similar al caso de rotaciones puras vistas anteriormente, podemos

obtener la derivada como se ve en la ecuacién 14

/ T / _ R/ T
o/()g~ (1) = R (t): (t) T'(t)—R ((t))R (t)T(t) (1)

Si hacemos w = R’(t)R(t) y v = T’(t) —w(t)T(t) entonces la repre-

sentacién queda expresada en la siguiente matriz.

w(t) v(t)
0o 0

g'(t)g~ ' (1) =
Luego entonces definimos la matriz £ como:

wit) v(t)
0o 0

£ =
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Entonces:

Donde £ puede ser usado para aproximar g(t) localmente como se

muestra en la ecuacién 15.

g(t+dt)g(t) + &(t)g(t)dt = (I+ E&g(t)dt)g(t) (15)

Por tanto la velocidad en un punto esta dada por la ecuacién 16.

p' =w(t)p +v(t) (16)

2.7 FILTRO DE KALMAN

El filtro de Kalman es un algoritmo utilizado cuando se desea es-
timar el estado de un sistema dindmico, un sistema cuyo estado evo-
luciona con el tiempo. El estado de el sistema no es directamente
observable, pero se dispone de otro tipo de informacién producida
por el sistema, esta informacién si puede ser medida. Este algoritmo
también toma en cuenta la incertidumbre en la informacién disponi-

ble para la estimacion del estado.

Algunos usos comunes del filtro de Kalman incluyen la reduccién

de ruido en datos y estimacién de pardmetros de interés.

Como se explica en [5], el filtro de Kalman asume que el estado del
sistema evoluciona desde un estado anterior t — 1 a un estado en t de

acuerdo con la siguiente ecuacion.

xt = Fyxg—1 +wy (17)

Donde:

= X es el vector de estado que contiene informacién sobre el siste-

ma en el instante t (e.g. velocidad, posicién, temperatura etc..).

23
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= w; Representa la incertidumbre del sistema o ruido en el ins-
tante t en términos de cada pardmetro del vector de estados, se
asume ~ N(0, Q¢)

= F; es la matriz de transicion de estados.

Las mediciones hechas al sistema de pueden modelar mediante la
siguiente ecuacion:
Zy = Hyxe 1 +v¢ (18)

Donde:
= z; es el vector de mediciones.

= H¢ es una matriz de transformacién que relaciona el dominio

estados con el dominio de mediciones.

= v, representa el ruido en la medicién, se asume una distribucién

normal con media o y varianza Ry ~ N(0, Ry).

Como se puede observar en la Figura 11, el filtro de Kalman invo-

lucra dos etapas: prediccién y actualizacion.

En la etapa de prediccién se calcula el siguiente estado del sistema
utilizando la ecuacién 17. En etapa de actualizacién se combina la
medicién obtenida en el tiempo t con la prediccion realizada en la
etapa anterior, utilizando estas dos fuentes de informacién se provee
una mejor estimacion el estado (CITA REQUERIDA).

2.7.1  Etapa de prediccion

En esta etapa se predice el estado que tendrd el sistema utilizando
el estado en el tiempo t — 1. Se asume que se tiene una estimacién del
estado del sistema en t — 1, llamese x;_1. Este estado es una varia-
ble aleatoria con distribucién Gaussianas, con media ¢_1 que es el
centro de la distribucioén, el estado mas probable, y varianza Q¢, que

representa la incertidumbre.

Como el estado esta representado por una variable aleatoria con

distribucién Gaussiana, se debe realizar la prediccién sobre todos los
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Figura 11: En esta figura se pueden observar las dos etapas del filtro de Kal-
man, la Py_1 y la X{_1 corresponden a la estimacién del estado X
con una matriz de covarianza P que representa la incertidumbre,
la Xt y la Pt son la prediccién realizada en base a la matriz de
prediccién Fy, luego en la etapa de actualizacién se obtiene una
nueva medicién y tomando en cuenta el ruido en la misma se

obtienen nuevas estimaciones.

puntos que contiene la distribucién utilizando la ecuacién 17, para
esto se aplica la transformacién a cada pardmetro de la distribucién.
De esta fase se obtendra otra distribuciéon Gaussiana que contendra

dichas predicciones

Para la distribucién Gaussiana nueva se calculan la media y la ma-
triz de covarianza. La media se calcula utilizando la ecuacién 17, con

lo cual tenemos que:

>

=FX¢—1 (19)

ﬁ
|
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x1

L J

X2
Figura 12: Prediccion de la distribuciéon Gaussiana de x¢_1.

Para calcular la nueva matriz de covarianza se emplea la siguiente
propiedad
Cov(x) =X
Cov(Fx) = FIF'.
Entonces la nueva matriz de covarianza se calcula de la siguiente

forma
Pt - FtPt—] FtT.

Asfi las ecuaciones para esta etapa para calculo de la nueva Gaus-

siana con media x; y matriz de covarianza P;:

XAt = Ftﬁtf] + Wy (20)

Py = FtPthtT (21)

2.7.2  Etapa de actualizacion

En esta etapa se utilizan las mediciones proporcionadas por los
sensores, estas mediciones contienen informacién indirecta sobre el
estado del sistema. Utilizando la matriz H; de la ecuacién 18 se pue-

de establecer una relaciéon entre la medicién y el estado. Con esta
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%1 - z1

27

X2 z2

Figura 13: Transformacién del espacio de estados al espacio de las medicio-

nes.

relaciéon se puede transformar la prediccién de la etapa anterior al

dominio de las mediciones.

Como la prediccién X; es una variable aleatoria con distribucién
Gaussiana, debera aplicarse una transformacién para obtener otra dis-
tribucién Gaussiana, esto se observa en la Figura 13, para realizar esta

transformacién se utilizan las ecuaciones 22 y 23.

ﬁexpected = HiX¢ (22)

Zexpec’red = HtPt HI (23)

En esta etapa también se dispone de la medicién observada por los
sensores, esta medicién puede ser vista como una variable aleatoria,
esto se debe a que el filtro de Kalman considera las mediciones como

ruidosas.

La incertidumbre debida al ruido de los sensores puede ser repre-
sentada con una matriz de covarianza R;. Se puede ver la medicién
como una variable aleatoria con distribucién Gaussiana N(z¢, R¢) don-
de z; es la medicién obtenida con los sensores, esto se puede observar
en la Figura 14. Ahora se tienen dos distribuciones Gaussianas que
proporcionan informacién sobre el sistema, por un lado se tiene una

distribucién que indica la probabilidad de que la medicién sea una
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zi

z2
Figura 14: Distribucién Gaussiana de la medicién.

medicién correcta y por otro lado la probabilidad del estado estimado

pero en el dominio de las mediciones.

Con estas dos distribuciones de probabilidad se puede obtener una
nueva distribucién que indique la probabilidad de que ambas supo-
siciones son correctas. esto equivale a multiplicar ambas probabilida-
des. Esta multiplicacién da como resultado otra distribucién Gaus-
siana con su propia media y covarianza, la cual representa la mejor

estimacion.

Una distribucién Gaussiana esta dada por la formula que se mues-

tra en 24:

N(X/ H, G) = —F7—e 2’ (24)

Si se tienen dos distribuciones Gaussianas G1 = (p1,01) y G2 =
(12, 02) mediante el producto de ambas distribuciones de probabi-
lidad se obtiene otra funciéon Gaussiana, normalizando esa funcién
Gaussiana para que la probabilidad total sea uno se obtiene una nue-

va distribucién G’ = (u/, o).
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Haciendo un poco de algebra los pardmetros de la nueva distribu-

cién quedan expresados como se muestra en la ecuacién 25.

2
05 (11—Ho)
H/:HO+ 02 2
GO+G1 (2)
ol >
0_12:0_%_ 5 0 5
0-0+O—1

Para simplificar las ecuaciones, se introduce una variable llamada

ganancia de Kalman, denominada k, el cual es una factorizacién de

algunos términos de la ecuacién 25 y queda como se ve en 26.
2

%0

k=—5—"—.
2 2
0'O+O'1

(26)

Luego entonces las ecuaciones en 25 se simplifican y obtienen las

ecuaciones mostradas en 27.

n = po +k(rr1—wo)

0'? = 05-ko}

(27)
Para el caso de las distribuciones Gaussianas en version matricial se
puede sustituir £ y p en las ecuaciones mostradas en 27, las ecuacio-

nes quedan como se muestra en 28.

K=2(Zo+2Z;)""

i = po + K(pi-1o) (28)
Y =50-KX,

En el caso de las dos distribuciones Gaussianas para las cuales se
quiere calcular el producto, se tienen la obtenida en la fase de predic-
cién, transformada al dominio de las mediciones, por lo cual la distri-
bucién es: (1o, Lo) = (HiXy, HtPtHI) y la obtenida por los sensores,
es decir la mediciéon propiamente dicha, la cual esta representada por
la distribucién Gaussiana (1, Z1) = (Zt, R¢). Usando las ecuaciones

28 y 26 se obtiene

Hix¢ = Hix¢ + K(Zi-HX¢)
H.P.H] = H,P.H/-KHP.H/ (29)
K =HPH](HPH +R)!

29
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Se puede eliminar el termino H; de las ecuaciones 29, las ecuaciones
30 son las ecuaciones finales de la etapa de actualizacién.

Xt = Xt + K(zi—-Hxt)
P, = P,.—-KH,P; (30)
K, =PHI(H,PH +R,)™'

2.7.3 Algoritmo

A continuacién se presenta el algoritmo general del filtro de Kal-

man, utilizando las ecuaciones previamente descritas.

Paso 1 Inicializacién Inicializar & y P
Xt = FX¢_q

Paso 2 Prediccion
P; = FP, 1F' + QO
Paso 3 Matriz de ganancia de K, — PtHI(HtPtHI +Ry)!
Kalman
Xt = X¢ + K(z—HX)

Paso 4 Actualizacion
P]; - Pt - KHtPt

Paso 5 Volver al paso 2

2.7.4 Filtro de Kalman Extendido

El filtro de Kalman asume que las ecuaciones que describen el siste-
ma son lineales, pero en el mundo real muchos problemas no pueden
ser modelados con sistemas lineales. Las dos fuentes de no linealidad
del sistema se pueden presentar en el modelo de transicion de esta-

dos o puede provenir de las mediciones.

Para desarrollar el filtro de Kalman, se considero que aplicar una
funcién lineal a una Gaussiana produce otra Gaussiana, esto se ve en
forma gréfica en la Figura 15 . Esto no siempre ocurre en el caso de
las funciones no lineales arbitrarias, Esto puede ser observado en la

Figura 16
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Input

3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 15: Distribuciéon Gaussiana evaluada en una funcién lineal.

Input
-3 -2 -1 © 1 2 3
f(x) Qutput
2.5 -25
0.0 0.0
-2.5 25

-3 -2 =1 0 1 2 3

Figura 16: Distribucién Gaussiana evaluada en una funcién no lineal.

Para solucionar este problema se desarrollo el filtro de Kalman Ex-
tendido, este algoritmo la realiza una aproximacién lineal utilizando
series de Taylor en el punto de la estimacién actual. Esta aproxima-
cién lineal es utilizada para por el filtro de Kalman visto en la seccién

anterior.

En el caso del filtro de Kalman como fue desarrollado originalmen-
te, se utilizan dos ecuaciones para modelar el sistema las cuales son
para modelar el proceso de evolucién del sistema, Ecuacion 17, y para

el modelo de medicion, el cual se puede observar en la ecuacién 18.

Para el filtro de Kalman extendido la funcién de evolucién del sis-
tema Fixyx_1 serd reemplazada por la funcién arbitraria f(z¢,x¢) y la
funcién Hixx—1 por h(z¢,x¢), ambas pueden ser no lineales. Estas
funciones se aproximaran mediante una funcién lineal, un requisito
para esto es que ambas funciones sean diferenciables. La aproxima-
cion lineal se realiza utilizando series de Taylor, por lo cual se requiere

calcular Jacobiano.
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Expandimos f(z{, x¢) utilizando series de Taylor, alrededor del pun-

to (z{, Xii—1).

of(zi, Xq1—1)

/
0z;

of(zi, Xiji—1)

f(z{,xi) = f(z{,xi) + (z{—zi) + (i —X4)i—1) + -

aXi

Solo tomaremos los términos de primer orden de la serie de Taylor,

con esto obtendremos una nueva ecuacion de medicion.
Yi = Mixi + &

Donde:

M — ofi(zi, Xqji—1)
aXi
af(Z'/X'\'71)
yi = —filzi, xq09) + —la X1
Xi

of(zi, X415
_ (1 ili 1)(2‘,_21)

1 7 i
0z]

Usando las ecuaciones anteriores se puede ver que:

E[&i] =0
of(zi, xyji1) . Of(zi, xqjio1) |
El&. 871 = ,
[Elevl ] aZ{ i aZ{

El algoritmo Extendido de Kalman queda de la siguiente forma:

Paso 1 Inicializacién Inicializar %o y Po
X¢ = f(x¢—1)
Paso 2 Prediccién del Estado ofy  of T
Pi=_—P— +Q¢
aXt aXt
Paso 3 Matriz de ganancia de K — PtMI(MtPtMI +Ry)!
Kalman

Xt = % + K/ (yr-Hke)
Paso 4 Actualizacion %t = X¢ + K'fi(ze, xt)
Py = Py — KeMPy

Paso 5 Volver al paso 2




METODOLOGIA

3.1 INTRODUCCION

En este capitulo se describe la metodologia utilizada en este trabajo
para el seguimiento tridimensional de bastones. Como se observa en

la figura 17, el proceso consta de seis etapas.

La primera etapa es de captura, mediante el sistema de camaras
estéreo, previamente calibrado, se obtienen dos imagenes de los bas-

tones.

La segunda etapa consiste en la segmentacion, en esta etapa se dis-
tinguen los posibles objetos de interés del fondo de la imagen, esta
etapa se efectia mediante modelos previamente calculados de los co-
lores de los bastones. En esta etapa también se realiza la etiquetacion

de cada conjunto conectado de pixeles.

En la tercera etapa se procede a la deteccién de lineas rectas en
la imagen, la entrada de esta etapa son los conjuntos de pixeles co-
nectados, para detectar cuales conjuntos son potenciales bastones se
emplea un vector de caracteristicas, a los conjuntos que califiquen

como lineas rectas se les calcula su ecuacién de recta.

- Deteccion de
{ Captura ]—“ Segmentacion }—" Rectas
Localizacion Filtro de Estimacion de
de Bastones Kalman Pose

Figura 17: Diagrama general de la metodologia.
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En una siguiente etapa se efectia la localizacion de bastones, ya
se disponen de las ecuaciones de las proyecciones en 2D de la recta,
utilizando ambas imégenes y las matrices del sistema de cdmaras
calibradas se realiza una localizacién 3D de los dos bastones respecto
al sistema de cdmaras, esto se realiza calculando la interseccion de los

dos planos formados por la proyeccién de las rectas en cada cdmara.

Cuando ya se tienen dos o mas capturas y se ha efectuado la loca-
lizacion tridimensional de los bastones en cada una, estas son usadas
para formar la medicién. Esta medicién consiste en la representacion

3D de la recta en el tiempo t y en el tiempo t — 1.

La medicién obtenida se utiliza junto con en el filtro de Kalman
para estimar los pardmetros de movimiento de velocidad lineal y an-

gular, mismos que servirdn en la estimacién de la pose.

3.2 SEGMENTACION ROBUSTA

Para poder efectuar la segmentacion se construye un modelo de
color para cada tipo de bastén. Para construir el modelo se tomaron
muestras de los bastones en diferentes ambientes de iluminacién, pa-
ra cada una de estas muestras se convierten sus pixeles al espacio
CIELab. Se descarta el componente L el cual representa el brillo, se
calculan la media y la matriz de covarianza sobre los otros dos com-
ponentes (a y b) con lo cual se obtiene una distribucién del color. Este

proceso se realiza fuera de linea.

Durante el funcionamiento del sistema cada par de imagenes cap-
turadas por el sistema de cdmaras estéreo se convierten al espacio
de color CIELab. Se aplica un proceso de segmentacién que consiste
en calcular la distancia de Mahalanobis (véase secciéon 2.5) de cada
pixel de la imagen a los modelos de color calculados previamente,
aquellos pixeles que no pasan cierto umbral se consideran fondo. El
resultado de esta fase es la separacién de pixeles en grupos de pixeles

que pertenecen a una figura y los pixeles que pertenecen al fondo.

Una vez segmentada la imagen se efectia a un proceso de etique-

taron para identificar cada grupo de pixeles que se conectan entre si.



3.3 RECONSTRUCCION 3D DE LA RECTA

Cada grupo es potencialmente un bastén, para discriminarlos se cal-
cula por cada grupo contiguo unos rasgos para determinar si estos

presentan caracteristicas de bastén o no.

Con los grupos de pixeles pertenecientes a los bastones se procede
a calcular la ecuacién homogénea de la recta para cada uno de los

que fueron considerados bastones.

3.3 RECONSTRUCCION 3D DE LA RECTA

En esta seccion se describe el proceso para la obtencién de la li-
nea recta en el espacio tridimensional. Para este trabajo se utiliza
una representacién de la linea recta tridimensional en coordenadas
de Pliicker, para obtener las coordenadas de Pliicker se hace uso de

un sistema de cdmaras estéreo.

Se coloca un par de camaras en una base, con una rotacion y se-
paradas simulando el sistema de vision humano. Estas camaras se
calibraron para obtener las matrices de proyecciéon P1y P2, para cali-

brarlas se utiliza Matlab Calibration ToolBox [3].

Cada cdmara proporciona una imagen a la cual, mediante el pro-
ceso previamente descrito, se le calculan las ecuacién de las rectas
homogéneas por cada bastén. Con estas ecuaciones se calculan los
planos que pasan por las lineas y el origen en cada camara. Con la
interseccién de estos planos se obtiene la linea recta en coordenadas
de Pliicker.

Para obtener la ecuacion del plano se utiliza la matriz de pro-
yeccién de la cdmara, por cada cdmara se tiene que: nl = Pily y
n2 = P,1; donde los tres primeros componentes representan la nor-
mal del plano y el cuarto componente la distancia al origen. Calcu-
lando la interseccién de estos planos se obtiene la recta en el espacio

3D con coordenadas de Pliicker.
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Figura 18: Sistema de camaras estereo.

3.4 ESTIMACION DE PARAMETROS DE MOVIMIENTO

En este trabajo se consideran a las lineas rectas como cuerpos ri-
gidos, por lo cual se puede describir su movimiento mediante la ci-
nematica de cuerpos rigidos, con las ecuaciones vistas en la seccién
2.6. Para la estimacién de estos pardmetros y asumiendo que nues-
tras mediciones provenientes de la reconstruccién tridimensional son

ruidosas, se utiliza el filtro de Kalman extendido visto en la seccién

2.7.

Para aplicar el filtro de Kalman se debe definir el estado que se
desea estimar, las mediciones que se obtienen con la cdmara, asi como

una funcién que relacione dichas mediciones con el estado.

En este trabajo se define el estado como las velocidades lineal y
angular definidas por v y w respectivamente, esto con el fin de poder
efectuar una predicciéon de la pose en el tiempo t + 1, por tanto el

estado se x definié como x = (w,v).

Se evaltan dos representaciones de la recta, la primera utilizando
coordenadas de Pliicker, y otra utilizando el plano definido por los

dos bastones y el punto de interseccion.



3.4 ESTIMACION DE PARAMETROS DE MOVIMIENTO

3.4.1  Coordenadas de Pliicker

Para el caso de las coordenadas de Pliicker se definen las medicio-
nes como el par de rectas en el espacio tridimensional en el tiempo t
y en el tiempo t — 1, para representar la recta se utilizan las coorde-
nadas Bi-normalizadas de Pliicker[1] con lo cual una medicién en el

tiempo t queda de la siguiente manera

z = (hy, uy, me, g, U ymame_1) (31)

Figura 19: Recta en el tiempo t —1 y en el tiempo t.

Donde h¢ y h¢_7 son los vectores normales al plano formado por
la recta y el origen, u; y uy—7 definen la orientacién de la recta asi

como m¢ y m¢_1 definen la distancia de la recta al origen.

Sabemos que en una representacién de la linea recta en coordena-
das de Pliicker normalizadas, la u representa la orientacién y la h
la normal al plano. Por lo tanto, cuando la recta se mueve con una
velocidad angular dicha orientacién cambia, con lo cual la u se ve
afectada por una matriz de rotacion. siendo w la velocidad angular
instantdnea, podemos calcular la matriz de rotacién integrando con

respecto a At , utilizando la formula de Rodrigues [9].
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Si aplicamos la matriz de rotacién resultante a u en el tiempo t,

obtendremos u en el tiempo t + 1, por tanto Wu x u;1 = 0. Como

menciona [1] la derivada de m con respecto al tiempo es:

m=V'(uxh) (32)

Figura 20: Efecto de la velocidad lineal sobre el vector normal.

Por tanto la funcién que relaciona la medicién con el estado esta

dada por:

Wu1 X up
f(z,8) = =0 (33)
my; —mjg — (VT(u1 x hq))At

Donde W es la matriz de rotacién generada por la velocidad angular
Vh
m

poder utilizar esta funcién en el filtro de Kalman Extendido, necesita-

WAt y R es la matriz de rotacion al rededor del eje w — “*u. Para
remos calcular la matriz Jacobiana con respecto a la mediciéon y con
respecto al estado. El desarrollo de la matriz Jacobiana puede verse

en el Apéndice A.

3.4.2 Plano y punto de interseccion

Para este caso se definen las mediciones como la normal del plano
formado por las dos rectas de los bastones y el punto de interseccién

de los mismos.
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Para obtener la norma del plano formado por ambas rectas se uti-
lizan las coordenadas de Pliicker obtenidas de cada recta en la etapa
de localizacién, se toman los tres componentes de las coordenadas de
Pliicker que indica la direccién de la recta, y realizamos el producto
cruz de de ambos, de esta operacién obtendremos la normal al plano

formado por ambos bastones.

Para obtener un punto en dicho plano, asumiendo que las proyec-
ciones de las rectas se intersectan en cada cadmara, se usa el punto
de interseccién de cada proyeccion y se lleva acabo una triangulaciéon

para obtener el punto 3D correspondiente.

Con esto se obtiene una mediciéon que involucra a la normal del
plano formado por las rectas y un punto del mismo, se optd por
utilizar un punto y no la distancia, puesto que el punto proporciona
mas informacion sobre la velocidad lineal en sus 3 ejes. La medicién

queda como se ve en la ecuacién 34.

Z= (Tlt;Pt,Tlt—1 s Pt—1 ) (34)

Para obtener la funcién de relacién entre la medicién y el estado
compuesto por los pardmetros de movimiento, se utilizé el modelo
cinemaético de un cuerpo rigido, como se menciono en el capitulo del
marco tedrico, el modelo de la velocidad del movimiento esta dado
por la ecuaciéon 14. De acuerdo con Z. Zhang y D. Faugeras [15, 6],
la solucién de esta ecuacion para una velocidad angular constante y

una velocidad lineal polinomial esta dada por la ecuacién 35.

Py =W, + Vv (35)

Donde:

s W= 15 008, 4 1meos(02)

.V — I3At—|— 17(:0;2(6At)w + GAtfsg;L(GAt)wz
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Mediante este modelo podemos definir la funcién que relaciona la

medicién con el estado esta dada por:

Wi
f(z,8) = O (36)

Wpi_1+ Vv —py

Una vez definidas estas funciones, se procede a la implementaciéon
del filtro de Kalman, utilizando para ello el filtro de Kalman exten-
dido debido a que el modelo planteado no es lineales. Esto requiere
el calculo de las matrices Jacobianas con respecto a la medicién y al
estado, para posteriormente realizar la aproximacion lineal con series

de Taylor.

3.5 RESUMEN

En este capitulo se describi6 el proceso para realizar el seguimiento
de los dos bastones en el espacio tridimensional a partir de un siste-
ma de cdmaras estéreo calibradas, sobreponiendo en cada imagen el
resultado de el producto cruz de los dos vectores formados por los
bastones. Esto se logré mediante la segmentacion y el etiquetado de
cada par de imdgenes, utilizando segmentacién en base modelo de
color. Esto dio como resultado un par de imédgenes con conjuntos
de pixeles conectados. Utilizando un vector de rasgos se determin6
cuales conjuntos representan a bastones, se asumié que habrian tni-

camente dos bastones en la escena, ambos de diferente color.

Con los bastones identificados se utilizé la informacién proporcio-
nada por el par de cdmaras calibradas para localizar los bastones en
la escena en coordenadas de Pliicker, asi como el punto de intersec-
cién, utilizando el punto de interseccién en 2D en cada imagen, este
punto de interseccién junto con la orientacién que forma parte de las
coordenadas de Pliicker sirvieron como vector de medicién para el fil-
tro de Kalman extendido, el cual nos ayud¢ a estimar los pardmetros

de movimiento cinemética de los bastones.

Cuando la localizacién de los bastones no era posible, se procedi6é
a utilizar los pardmetros estimados de movimiento para predecir la

posiciéon que deberia tener el sistema de bastones.
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Finalmente una vez teniendo la pose de los bastones, se realizé
el producto cruz entre ambos bastones y se re-proyecto el resultado

encima de las imagenes capturadas.

En el proximo capitulo se describen los experimentos realizados
basandose en la metodologia presentada, en una primera etapa se
utilizaron simulaciones del movimiento de los bastones para evaluar
el filtro de Kalman, posteriormente se integro el filtro de Kalman a

los algoritmos de visién descritos.
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EXPERIMENTOS

4.1 INTRODUCCION

En este capitulo se describen los experimentos realizados utilizan-
do la metodologia presentada en el capitulo anterior. La realizacién
de los experimentos se dividié en dos fases, en la primera fase se
realizaron simulaciones con datos artificiales, en la segunda fase se
utilizé el sistema con datos reales capturados con un sistema de cé-

maras estéreo.

Para la primera fase se compararon dos representaciones del siste-
ma de bastones. Esto con el fin de determinar cual de ellas es mas
conveniente a aplicar, es decir con cual se obtienen mejores estimacio-

nes al aplicar el filtro de Kalman.

En la primera representacién cada baston individual, es represen-
tado mediante una coordenada de Pliicker. En la segunda representa-
cién se toma el punto de interseccién donde convergen los bastones y
el vector normal a la superficie formada por ambos, esta representa-
cion es similar a la utilizada en la seccién 3.4.2 para la estimacion de
movimiento de segmentos de rectas, la cual consiste en el punto me-
dio del segmento y su orientacién, es por esto que para la simulacién

se toma solo un segmento de recta.

La segunda fase se procedi6 a integrar dicha representacion al sis-
tema completo, utilizando como entrada las etapas de procesamiento
de imdgenes previamente descritas en la metodologia, para su captu-

ra se empled un sistema estereoscopio formado por dos camaras.

Al final de este capitulo se explican los resultados obtenidos tanto

en los experimentos artificiales asi como los resultados que se obtu-
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vieron utilizando el sistema de cdmaras estéreo y se presenta una

discusion.

4.2 SIMULACIONES

Los experimentos con datos artificiales fueron programados en len-
guaje Python version 2.7, para realizar los célculos y operaciones con
matrices se utiliz6 la biblioteca de computo cientifico NumPy y para

la generacién de gréficos se utiliz6 la biblioteca Matplotlib.
El entorno utilizado fue una distribucién de Linux, Fedora 25.

Para generar los datos artificiales se realiz6 una simulacion del mo-
vimiento de un segmento de recta, tomando las coordenadas de los
extremos de un segmento el cual representa un bastén o referente

fisico.

4.2.1  Generacion de Movimiento

Se simul6 el movimiento de los bastones aplicando las ecuaciones
de movimiento de cuerpo rigido a cada extremo del segmento mode-
lado.

Las ecuaciones de movimiento describen la velocidad de un cuerpo
rigido. Para obtener coordenadas de posicién en cada instante se reali-
z0 una integracion numérica que se puede observar en la ecuacién 37
utilizando A = 1/60. La trayectoria generada por la simulacién puede

observarse en la figura 21.

P41 = Pt +piAt (37)

Donde p{ esta dada por la ecuacién 16 vista en la seccion 2.6.2 del

marco tedrico.

El experimento recibe cuatro pardmetros: el vector del eje de ro-

tacion, la velocidad angular (radiantes/segundo),un vector unitario
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de orientacién del movimiento lineal y la magnitud de la velocidad
lineal. Se consider6é que tanto la orientaciéon como el eje de rotacién
son unitarios, de no ser asi se procede a normalizar el vector. Con

estos cuatro pardmetros se calcula w y v reales.

Figura 21: Movimiento simulado de un bastén, la curva verde representa la

trayectoria.

Esta simulacién genera una serie de segmentos de recta calculando
la trayectoria de sus dos extremos, a estos extremos se les aplicé un

ruido Gaussiano con el objetivo de simular ruido en las mediciones.

Como ya se menciond, se hicieron experimentos utilizando dos re-
presentaciones de la recta, una propuesta por Faugeras, la cual repre-
senta una recta utilizando el punto medio y un vector de direccién y
la representacion en coordenadas de Pliicker mencionada en capitulo

2.

En cada caso se tomaron los segmentos de recta y se convirtieron a
sus representaciones correspondientes utilizando las ecuaciones ?? y

?? respectivamente.
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Para cada experimento se generé una secuencia de 20 segundos,
con el fin de observar el comportamiento un tiempo suficiente para
determinar que el filtro de Kalman converge. El tiempo de 20s se

obtuvo de manera empirica al observar que el error no decrecia.

Para medir el error en las simulaciones, se comparan los pardme-
tros originales con las estimaciones hechas por el filtro de Kalman.
Para medir el error en la velocidad lineal obtiene la diferencia abso-
luta entre los elementos del vector, en el caso de la velocidad angular
se utilizo el dngulo formado por el eje de rotacién estimado y el real,

asi como la magnitud.

4.2.2  Aproximacion Inicial

Para aproximar la velocidad lineal en el caso de la representacion
de Pliicker no se encontré una clara forma de hacerlo, una aproxima-
cion fue la de buscar el punto mas cercano al origen que pertenece
a la recta, esta aproximacién no funciona muy bien, puesto que el
movimiento podria ser en la direccién de la recta y el punto no se
moveria, produciendo una estimaciéon de velocidad cero. Para el ca-
so donde contamos con el punto medio de un segmento, se puede

estimar simplemente por la diferencia entre sus puntos medios.

Para la aproximacién de la velocidad angular, en ambos casos se
cuenta con el vector que indica la orientacion de la recta. Se puede
calcular la magnitud de la velocidad angular utilizando el d&ngulo for-
mado entre dos vectores. Para calcular el eje de rotacién se necesitan
tres mediciones. En la figura 22, se observan ul, u2 y u3, podemos

estimar o como (ul —u2) x (u2 —u3) = w.

4.2.3 Representacion de Pliicker

Para el caso de la representacién con coordenadas de Pliicker, como
se explico en el capitulo anterior, se generaron datos artificiales para

la normal y la direccién de la recta afectados por una velocidad lineal
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> =

u3
U2

ul

Figura 22: Tres mediciones que se tomaron para hacer la estimacién inicial.

y angular constantes, a estos datos se les aplico un ruido Gaussiano

aleatorio.

La gréfica en la Figura 23 se observa el error en cada componente
del vector de velocidad lineal, esto indica fisicamente como cambia la
posicién en cada componente con respecto al tiempo. En esta se obser-
va como el error en la estimacién inicial es muy alto, posteriormente

decrece para estabilizarse al rededor de los 5.0 segundos.
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; Error en la estimacion de velocidad lineal
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Figura 23: Gréficas de error de los componentes del vector de velocidad,

utilizando la representacién de recta de Pliicker.

En la Figura a 24 se grafico el intervalo de —30 a 30, observamos
como la mayoria de los errores caen en este intervalo, la varianza
tiene un decremento hasta cierto nivel, luego del cual no ocurre un
decremento mayor. Para la generacién de esta gréafica se emple6 la

representacion de recta de Pliicker.
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Figura 24: Grafica de la diferencia entre la velocidad angular real de la si-
mulacién y la estimada por el filtro de Kalman, el 4rea verde re-
presenta 30 desviaciones estdndar, se observa que la mayoria de
los errores caen en ese rango. Para la generacion de esta grafica

se empleo la representacién de recta de Pliicker.

Lo mismo ocurre para la estimacién de la velocidad angular, estos
resultados pueden observarse en las Figura 25 y 26, donde se mues-
tran los resultados para la estimacién del eje de rotacién asi como la

magnitud en radianes por segundo.
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Error en la estimacién de la velocidad de rotacion
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10—6 4

0.0 25 50 75 10.0 125 15.0
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Figura 25: Grafica de error en la magnitud de la velocidad de rotacién para

la representacién de recta utilizando las coordenadas de Pliicker.
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Error en la estimacion del eje de rotacion

1071

radianes

10-? 4

0.0 25 5.0 75 10.0 125 15.0
tiempo (segs)

Figura 26: Grafica del error en la estimacién del eje de rotacién, angulo entre
el vector original de rotacién y el estimado, utilizando la repre-

sentacion de recta de Pliicker..

En la figura 27 también se muestran los resultados de los errores
con respecto a desviacién estandar, la cual fue tomada de la traza de

la matriz de covarianza.
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Residuales velocidad angular (30)
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Figura 27: Gréfica de la diferencia entre la velocidad lineal real de la simu-

lacién y la estimada por el filtro de Kalman, el drea verde repre-
senta 30 desviaciones estdndar, se observa que la mayoria de los
errores caen en ese rango. Para la generacién de esta grafica se

emple¢ la representacion de recta de Pliicker.



4.2 SIMULACIONES

4.2.4 Representacion con punto medio y orientacion

Se utiliz6 el punto medio y la orientacién como representacion de
un segmento de recta, mediante esta representaciéon se planteo una
funcién para relacionar la medicién con el estado, como se explic6 en

el capitulo anterior.

Para este experimento se programo en Python una simulacién del
movimiento de los bastones utilizando la representacién previamente
descrita, pero se calculo el punto medio y la orientacién de la recta
para cada muestra y esto se utilizo como medicién para el filtro de

Kalman.

Los resultados de como va cambiando el error angular en el tiem-
po se pueden observar en las figuras 28 y 29, para el error lineal se

muestra en grafica en la figura 30.
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Error en la estimacion del eje de rotacion

10°

10—1 4

radianes

1072

0.0 25 5.0 75 10.0 125 15.0
tiempo (segs)

Figura 28: Grafica del error en la estimacién del eje de rotacién, angulo entre
el vector original de rotacién y el estimado, utilizando el punto

medio y la orientacién de un segmento de recta.
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Error en la estimacién de la velocidad de rotacién

101 4

10"

10-1 4

radianes/seg)
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0.0 25 50 75 10.0 125 15.0
tiempo (segs)

Figura 29: Grafica de error en la magnitud de la velocidad de rotacién para
la representacién de recta utilizando la representacién de segmen-

to de recta, con la orientacién y el punto medio.
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Error en la estimacién de velocidad lineal
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Figura 30: Gréficas de error, arriba el error en la pose en el momento de reali-
zar la prediccién, abajo el error respecto al estado real, utilizando

el punto medio y la orientacién de un segmento de recta.

Adicionalmente, como se hizo en el caso de la representacién de
Pliicker, se generd una grafica del rango de la desviacion estandar, de

—30 a 30y los resultados del error.
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Figura 31: Graficas de error, arriba el error en la pose en el momento de reali-

4.2 SIMULACIONES

Residuales velocidad angular (30)
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zar la prediccién, abajo el error respecto al estado real, utilizando

el punto medio y la orientacién de un segmento de recta.
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Residuales velocidad lineal (3a)
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Figura 32: Gréficas de error, arriba el error en la pose en el momento de reali-
zar la prediccién, abajo el error respecto al estado real, utilizando

el punto medio y la orientacién de un segmento de recta.

En el caso de esta representacion, la estimacién de la velocidad li-
neal se comporto mucho mejor. Esto se debe a que un punto en el
espacio proporciona mejor informacion al filtro, y por tanto se tradu-

ce en una mejor estimacién y menor incertidumbre.
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4.3 EXPERIMENTOS CON CAMARAS

Después de probar con diferentes representaciones en simulacio-
nes se procedié a implementar la representaciéon que mejor resulta-
dos dio en las simulaciones, se calibré la cdmara utilizando Matlab
Calibration ToolBox [3], y se realizaron los procesos de segmentacion

y etiquetacién explicados en la metodologia.

Figura 33: Sistema funcionando en condiciones de paralelismo en la cdmara

izquierda, arriba el sistema sin filtro de Kalman, abajo el sistema

funcionando con la estimacién del movimiento.

Para los experimentos realizados con imadgenes emple6 un sistema
de camaras estéreo formado por dos cdmaras web, las cuales estdn
sujetas a una barra metdlica que esta fija en un tripie, este sistema se

muestra en la figura 34
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Figura 34: Sistema de cdmaras estéreo utilizado para los experimentos.

Se programo una herramienta que captura la secuencias de imé-
genes, el cual nos permitié sincronizar la captura para que ambas
cadmaras capturen simultdneamente, es decir en el mismo instante de

tiempo.

Mediante la herramienta programada fueron capturados varios cua-
dros consecutivos de la escena con los cuales se realizaron los experi-

mentos.

En el experimento a cada cuadro se le extrajeron las rectas tridimen-
sionales que fueron utilizadas como mediciones del filtro de Kalman
para estimar los movimientos.Con estos parametros de movimientos

estimamos la siguiente posicién de la linea recta.

Los resultados de este experimento no se pudieron comprobar de
manera cuantitativa, por no disponer de instrumentos para mover el
bastén a unas velocidades conocidas. Pero mediante la re-proyeccion
pudimos observar de forma cualitativa que las estimaciones fueron

cercanas.

Por ultimo como se ve en la figura 33, se pudo estimar una pose pa-
ra los casos donde el trabajo de Enrique Solis presentaba problemas,
por lo se consigui6 el objetivo de este trabajo el cual es robustecer el

seguimiento de los bastones.



CONCLUSION

En este trabajo de tesis se desarroll6 un algoritmo robusto para el
seguimiento tridimensional de bastones utilizando un filtro de Kal-
man, esto con el propésito de elaborar una aplicacién para visualizar

las operaciones vectoriales para fines didécticos.

Tomando esto en cuenta, el sistema recibe una secuencia de iméage-
nes en las que se da por supuesto que contienen 2 bastones de colores
diferentes y conocidos, los cuales fueron localizados mediante algo-

ritmos de vision.

Se gener6 un modelo para cada color de bastén, utilizando la mis-
ma metodologia que Enrique Solis, pero en este trabajo se utilizo el
espacio de color CIELab. Con este modelo y un vector de caracteristi-
cas se identificaron los bastones en cada par cuadros capturados por

el sistema de cdmaras estéreo.

Los bastones identificados en la escena fueron la entrada para las
mediciones de un filtro de Kalman, el cual estimaba los pardmetros
de movimiento cinematico de velocidad lineal y angular, esto se re-
pite con cada imagen capturada. Cuando los bastones no pueden ser
localizados en la escena, se procede a estimar la pose en base a los
pardmetros de velocidad estimados por el filtro de Kalman. Finalmen-
te se calcula el producto cruz de las orientaciones de los bastones
para generar el resultado del producto cruz y los tres bastones se

re-proyectan en la escena.

Para el desarrollo del filtro de Kalman se probé con dos represen-
taciones diferentes, a fin de ver si el modelo de recta utilizado podia

mejorar las estimaciones.

De acuerdo a los resultados obtenidos, quedo demostrado que la

implementaciéon de un filtro de Kalman para la estimacién de velo-
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cidades ayuda a mejorar el seguimiento de los bastones. Estos resul-
tados permiten realizar una prediccién de la pose de los bastones,
con lo cual se consiguié mostrar la pose de los bastones bajo condi-
ciones de colinealidad debido a la proyeccién en las cdmaras, en las
cuales no eran posibles la localizacién 3D, otorgandole mas robustez

al sistema.

También se observé que la representacion para bastones utilizando
un punto, el punto de interseccién, y un vector de orientacién logréd
mejores resultados que representar cada recta con coordenadas de
Pliicker.

5.1 CONTRIBUCIONES DEL PROYECTO

La contribucién principal de este proyecto es proporcionar un al-
goritmo mas robusto para el seguimiento de lineas rectas utilizado
en una aplicacién para mostrar propiedades del vectores, utilizando

realidad aumentada, para fines did4cticos.

5.2 TRABAJO FUTURO

Aunque el filtro de Kalman demostré poder manejar casos donde
la reconstruccién 3D no es posible, las pruebas de error solo pudieron
ser realizadas mediante simulaciones. Con datos reales solo pudo ser
observada mediante la re-proyeccién en las imagenes, seria deseable
poder realizar pruebas con imagenes reales moviendo los bastones

con unos parametros de velocidad conocidos.

Ademas se debe hacer un mejor andlisis de los pardmetros con los
cuales se inicializa el filtro de Kalman, en especial la matriz de ruido

en la medicién y las matrices de prediccion.

También se puede mejorar el modelo cinemético tomando en cuen-

ta las aceleraciones.
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MATRIZ JACOBIANA DEL MODELO CON
REPRESENTACION PLUCKER

Sea z = [hy,u;, my, hy,up, my] la medicién, donde h; y h, son
las normales de las coordenadas de Pliicker en el tiempo t y t+1,
respectivamente, y sean ul y u; los vectores de orientaciéon de las

rectas y my y m; las distancias del origen a la recta.

El estado esta dado por x = [v, w] , donde v es el vector de veloci-

dad lineal y w el el vector que representa la velocidad angular.

A.1 MATRIZ JACOBIANA CON RESPECTO A LA MEDICION

Se tiene la funcién que relaciona la medicién con el estado, la cual

se puede observar en 38.

W‘LL] X up
f(z,x) = =0 (38)
my —my — (v (ug x hy))At
Donde:
W = ewAt

= T3 + sin(||w[|At)® + (1 — cos(||w]||At)) d?

Se obtendra primero el Jacobiano con respecto a la medicién, para
eso se requieren calcular las derivadas parciales con respecto a f1 =
Wuq x uy y f2=my—mq— (VT(LL1 x hi))At

evaluadas en t, la matriz Jacobiana queda como se ve en la ecuacién
39
oM(zs) | 0 0 F 00

= | oW ouz : (39)
0z d d
SE ogE -1 0 01
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De la ecuacién 39 se puede observar que solo se requiere calcular de

of; 0fy ofy of)

las siguientes derivadas parciales s o ou Y ohe

aﬁ A aU2 . aWLL1 n

au1 - W au] au1 w2
— ow
— W0 — M
g
= W,

du; o owy oup °
— 0
:Wu1£—OA2
auz
— Wy
a(LL1 Xh]) n ah1 N au1
Bhed -V 4 RS
uq ou,q ouy
=—hy
T
afz :75(\) (u1 Xh]))At
au1 au1
v’ ) h
= [ (uy x hy) v (wr x ])]At
0 1 au1
0 h
— —D0(uy x hy) T 20
au1
_ T0(ug x h])At
au1



A.2 MATRIZ JACOBIANA CON RESPECTO A LA ESTADO

Olur xha) _, O 0w
h ~on oy
afz _76(\)T(u1 Xh]))At
ohy ohy
v’ Ta(ul x hy)
_[W(LH X hq ) +v oh, 1At
d h
— —[0(u; x hy)+v" (w1 x ‘)]At
ohy
a(u1 X h])
.
=— At
Vo o
= v At

A.2 MATRIZ JACOBIANA CON RESPECTO A LA ESTADO

El calculo de la matriz Jacobiana con respecto al estado esta dado

por la ecuacién 40

of(z,s) g% 0
3V

Para ello como se ve en la ecuacién 40, debemos calcular las derivadas

- ofy |, ofy
parciales de <" y 2.

aﬁ . % auz X 6Wu1
j_(Wm) w2 w
aWu]
_ Xy X2
= (Wuq)"0—u;j 30
. —uX aWu1
T2 dw
oWwu _siln(eAt)ﬂ
w 0
— si At
N 0At COS(QA; sin(0At) (@wwT
i — — 0At
N 0Atsin(0At) eiﬂ cos(0At)) (@(@u)wT
T—cos(0AY) = 7]

02 [—du+ (wi)l3 —uw
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of; om,; o0my a(\)T (u; x hy))At

ov ov ov
_ _a(vT(m x h1))At
ov
vl 0 hi)At
_ O xhp)ar s d X h)At
ov ov

= —(uj x hy)At
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