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Me sent́ı perdido y en ti encontre la gúıa, la fuerza y el amor. Tu eres lo más grande que tengo

por ti estoy aqui y por ti seguire luchando. Te amo, mi querida esposa.

Mi inspiracón, mi pequeña, cambiaste mi vida desde el d́ıa en que naciste, eres mi mayor logro.

Te amo Hisae.

A mis amigos y familiares que siempre me acompañaron y me alentarón a seguir adelante, ustedes
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4.1. Subcategoŕıas con sucesiones que casi se dividen . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
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Introducción

Este trabajo tiene como finalidad contribuir como un refuerzo de las herramientas básicas

dentro del álgebra homológica, aśı como de las técnicas de esta disciplina, se pretende que el

lector tenga conocimientos básicos de álgebra homológica y teoŕıa de categoŕıas, aśı como cursos

en teoŕıa de grupos y teoŕıa de anillos.

Dentro de la teoŕıa de representaciones de álgebras de Artin una de las herramientas clásicas y

más trascendentes son las sucesiones que casi se dividen, estas fueron estudiadas en principio por

los grandes investigadores Maurice Auslander, Idun Reiten y Sverre O. Smal∅ con resultado de

relevancia en áreas como la geometŕıa algebraica y la topoloǵıa algebraica. En años posteriores se

buscó encontrar las condiciones necesarias para que las sucesiones que casi se dividen se preserven

en subcategoŕıas de módulos, aśı surgen los conceptos de las subcategorias homológicamente

finitas y las subcategoŕıas funtorialmente finitas, sin embargo, en la literatura actual, se encuentran

ciertas inconsistencias con estas nociones, por esta razón tomamos la tarea de plantear estas ideas

desde su forma más básica, aśı como proporcionar ejemplos de los mismos. Entre los resultados más

relevantes que presentan esta inconsistencia se encuentra que las subcategoŕıas homologicamente

finitas y cerradas bajo extensiones tienen sucesiones que casi se dividen, pero este resultado no

siempre es cierto, de modo que se presenta un ejemplo de una categoŕıa que no cumple con

estas caracteristicas. Dentro de la teoŕıa de representaciones estudiar un módulo a través de los

morfismos que se puedan conectar a traves de él ha sido una herramienta de mucha utilidad y al

poder ver los morfismos como una categoŕıa, la cual denotamos por M(Λ), se pueden importar

ideas de la teoŕıa de categorias y el álgebra homológica tales como: el radical, y las resoluciones

proyectivas, entre otros. A través de estos conceptos se definen las categoŕıas p(Λ), p1(Λ) y p2(Λ)

y para la cateoŕıa p(Λ) se verifica que tiene sucesiones que casi se dividen, aśı como se proporciona

la fórmula para encontrarlas todas.

1
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Conceptos y resultados preliminares

1.1 categoŕıas

Es este capitulo se presentaran definiciones y resultados que serán de utlidad en los capitulos

posteriores. Se comenzara trabajando con categoŕıas y funtores, posteriormente se presentan las

álgebras de artin y se prueba que en la categoŕıa de modulos siempre existen los diagramas de

pull− back y push−out, se estudiaran los anillos de matrices triangulares aśı como las sucesiones

que casi se dividen y los morfismos irreducibles. Estos conceptos y resultados aśı como trabajos

similares pueden encontrarse en [R1], [Rot1], [M1], [G1] y [ARS1].

1.1.1 Categoŕıas

Definición 1.1.1 Una categoŕıa C consiste de una clase de objetos denotado por objC, y para

cada par de objetos A,B ∈ C un conjunto de morfismos HomC(A,B), aśı como un mapeo

llamado composición

◦ : HomC(B,C)×HomC(A,B)→ HomC(A,C)

de tal forma que se satisfacen los siguientes axiomas:

3



4 Sergio S. Chan Castro

◦ es asociativa : si f ∈ HomC(C,D), g ∈ HomC(B,C) y h ∈ HomC(A,B), entonces

(f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h).

Para cada A ∈ objC existe iA ∈ HomC(A,A) de tal forma que si f ∈ HomC(A,B) y

g ∈ HomC(C,A) entonces f ◦ iA = f y g = iA ◦ g. Este morfismo se conoce como la

identidad de A en C.

Ejemplos 1.1.2

La categoŕıa Set de los conjuntos, cuyos objetos son todos los conjuntos y HomSet(A,B)

son todos los posibles mapeos de A a B.

La categoŕıa Grp de los grupos, cuyos objetos son todos los grupos y HomGrp(A,B) son

todos los posibles homomorfismos de grupos entre A y B.

La categoŕıa Ab de los grupos abelianos cuyos objetos son todos los grupos abelianos y

HomAb(A,B) son todos los posibles homomorfismos de grupos abelianos entre A y B.

La categoŕıa Rng de los anillos, cuyos objetos son todos los anillos y HomRng(A,B) son

todos los posibles homomorfismos de anillos entre A y B.

La categoŕıa Ring de los anillos unitarios, cuyos objetos son todos los anillos unitarios y

HomRing(A,B) son todos los homomorfismos de anillos tales que f(1) = 1.

La categoŕıa R-Mod de los R-módulos izquierdos, cuyos objetos son todos los R-módulos

izquierdos y HomR−Mod(A,B) son todos los posibles R-homomorfismos entre A y B.

La categoŕıa Mod-R de los R-módulos derechos, cuyos objetos son todos los R-módulos

derechos y HomR(A,B) son todoslos posibles R-homomorfismos entre A y B. J

Observación 1.1.3 Dada una categoŕıa C se define la categoŕıa Cop como sigue: objCop = objC,

HomCop(A,B) = HomC(B,A) y la función composición ∗ esta dada por f ∗ g = g ◦ f . J
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Definición 1.1.4 Sean C una categoŕıa y f ∈ HomC(B,C). Decimos que f es un monomorfismo

en C si para cualesquiera p, q ∈ HomC(A,B) la igualdad fp = fq implica p = q. Decimos que

f es un epimorfismo en C si para cualesquiera p, q ∈ HomC(C,D) la igualdad pf = qf implica

p = q. Decimos que f es un isomorfismo en C si existe g ∈ HomC(C,B) tal que fg = iC y

gf = iB.

Observación 1.1.5 Si h : A→ B y h′ : B → A son morfismo tales que h′h = 1A entonces h

es un monomorfismo y h′ es un epimorfismo. J

Definición 1.1.6 Un objeto P en C es proyectivo si para cualquier epimorfismo f : B → C

y morfismo h : P → C existe un morfismo s : P → B tal que fs = h, es decir, el siguiente

diagrama conmuta:

P

h
��

s

��~~~~~~~~

B
f // C

Definición 1.1.7 Una resolución projectiva P de A ∈ obj C es una sucesión exacta de morfismos

di ∈ HomC(Pi, Pi−1), con i ∈ N, y ε : P0 → A.

P = . . .→ P2
d2 // P1

d1 // P0
ε // A // 0,

donde cada Pn es proyectivo.

Definición 1.1.8 Un objeto I en C es inyectivo si para cualquier monomorfismo f : B → C y

morfismo h : B → I existe un morfismo s : C → I tal que sf = h, es decir, el siguiente diagrama

conmuta:

B
f //

h
��

C

s
��~~~~~~~~

I

Definición 1.1.9 Una corresolución inyectiva I de A ∈ obj C es una sucesión exacta de morfismos

di ∈ HomC(Ii−1, Ii), con i ∈ N, y ε : A→ I0.

I = 0 // A
ε // I0

d1 // I1
d2 // I2 → . . . ,
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donde cada In es inyectivo.

Definición 1.1.10 Una categoŕıa C se dice que tiene suficientes proyectivos si para todo A ∈ obj C

existe un epimorfismo P → A con P un objeto proyectivo en C.

Definición 1.1.11 Sea C una categoŕıa. Decimos que D es una subcategoŕıa de C si objC ⊂ objD,

para todo A,B ∈ objD se tiene que HomD(A,B) ⊂ HomC(A,B), y si los morfismos identidades

en D coinciden con los morfismos identidades en C.

Ejemplos 1.1.12

La categoŕıa Ab es subcategoŕıa de la categoŕıa Grp.

La categoŕıa Ring es subcategoŕıa de la categoŕıa Rng. J

Definición 1.1.13 Sea D una subcategoŕıa de C.

D es plena si para todo A,B ∈ objD se tiene que HomC(A,B) = HomD(A,B).

D es cerrada bajo isomorfismos si para todo isomorfismo f ∈ HomC(A,B) tal que A ∈ D

entonces B ∈ D.

D es cerrada bajo sumas directas finitas si para todo A,B ∈ D se tiene que AqB ∈ D.

D es cerrado bajo sumandos directos si para todo A ∈ D con A = B ⊕C entonces B ∈ D

y C ∈ D.

Observación 1.1.14 Al trabajar mayormente sobre la categoŕıa de los Λ-módulos finitamente

generados Λ − mod, asumiremos, A cerrada bajo sumas directas finitas cuando se tomen A

cerrada bajo sumas directas. J
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Ejemplos 1.1.15

La subcategoŕıa P de R -Mod, cuyos objetos son los R-modulos proyectivos; es plena,

cerrada bajo isomorfismos, cerrada bajo sumas directas y cerrada bajo sumandos directos.

La subcategoŕıa τΛ de Λ −mod, cuyos objetos son los Λ-módulos de torsión1; es plena,

cerrada bajo isomorfismos, cerrada bajo sumas directas y cerrada bajo sumandos directos.

1.1.2 Funtores

Definición 1.1.16 Un funtor covariante F entre las categorias C y D consiste de una correspon-

dencia de objC a objD y de un mapeo de HomC(A,B) a HomD(F(A),F(B)) que satisface:

F(iA) = iF (A).

F(ϕ ◦ ψ) = F(ϕ) ◦ F(ψ).

Ejemplos 1.1.17

Para toda categoŕıa C se tiene el funtor covariante identidad 1C : C → C tal que 1C(A) = A

para A ∈ obj C y 1C(f) = f para todo morfismo en C.

Si C es una subcategoŕıa de D entonces existe el funtor covariante inclusión C → D que

envia cada objeto y cada morfismo de C en si mismo.

Sea A ∈ obj R -Mod entonces se tiene el funtor covariante HomR(A,�) : R−Mod→

Set tal que si M ∈ R −Mod entonces
(
HomR(A,�)

)
(M) = HomR(A,M) y si f ∈

HomR(M,M ′) entonces
(
HomR(A,�)

)
(f) = f∗.

Sea A ∈ obj Mod-R entonces se tiene el funtor covariante tensor A⊗� : R−Mod→ Ab

tal que si M ∈ R − Mod entonces
(
A ⊗ �

)
(M) = A ⊗ M y si f ∈ HomR(M,M ′)

entonces
(
A⊗�

)
(f) = 1⊗ f . J

1M es de torsión si HomΛ(M, Λ) = 0
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Definición 1.1.18 Un funtor contravariante F entre las categorias C y D consiste de una

correspondencia de objC a objD y de un mapeo de HomC(A,B) a HomD(F(B),F(A)) que

satisface:

F(iA) = iF (A).

F(ϕ ◦ ψ) = F(ψ) ◦ F(ϕ).

Ejemplo 1.1.19 Sea A ∈ obj R -Mod entonces se tiene el funtor contravariante HomR(�, A) :

R−Mod→ Set tal que si M ∈ R−Mod entonces
(
HomR(�, A)

)
(M) = HomR(M,A) y si

f ∈ HomR(M,M ′) entonces
(
HomR(A,�)

)
(f) = f ∗. J

Dado un funtor contravariante F : C → D, podemos definir el funtor F : Cop → D como

sigue: en objetos F(A) = F(A) y en morfismos F
(
A

f // B
)

= F
(
B

f // A

)
el cual es

un funtor covariante.

Definición 1.1.20 Sean C, D categoŕıas y F ,G : C → D funtores covariantes. Una transforma-

ción natural entre funtores covariantes η de F a G denotado por η : F → G es una colección

de D-mapeos ηA : F(A) → G(A), uno para cada A ∈ obj C tales que el siguiente diagrama

conmuta para todo morfismo f : A→ B en la categoria C

A

f

��

F(A) ηA //

F(f)
��

G(A)
G(f)
��

B F(B) ηB // G(B)

Definición 1.1.21 Sean C, D categoŕıas y F ,G : C → D funtores contravariantes. Una trans-

formación natural entre funtores contravariantes η de F a G denotado por η : F → G es una

colección de D-mapeos ηA : F(A) → G(A), uno para cada A ∈ obj C tales que el siguiente

diagrama conmuta para todo morfismo f : A→ B en la categoria C

A

f

��

F(B) ηB //

F(f)
��

G(B)
G(f)
��

B F(A) ηA // G(A)
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Observación 1.1.22 Se dice que ηA es la componente de η correspondiente a A ∈ C.

Si todas las componentes de η son monomorfismos entonces se dice que η es un monomorfismo

entre funtores covariantes (contravariantes).

Si todas las componentes de η son isomorfismos entonces se dice que η es un isomorfismo

natural y se denota por F ∼= G. J

Definición 1.1.23 Diremos que dos categoŕıas C y D son equivalentes (C ∼= D) si existen

funtores F : C → D y G : D → C tales que FG ∼= 1D y GF ∼= 1C donde 1D y 1C son los

funtores identidad de D y C respectivamente. Si F es un funtor covariante diremos que F es una

equivalencia entre las categoŕıas C y D. Si F es un funtor contravariante, diremos que F es una

dualidad si F : Cop → D es una equivalencia entre las categoŕıas Cop y D.

Definición 1.1.24 Un funtor covariante (contravariante) F : C → D es:

Fiel, si el morfismo FA,B : HomC(A,B)→ HomD(F(A),F(B))(
FA,B : HomC(A,B) → HomD

(
F(B),F(A)

))
dado por F es inyectivo para todo

A,B ∈ objC.

Pleno, si el morfismo FA,B : HomC(A,B)→ HomD(F(A),F(B))(
FA,B : HomC(A,B) → HomD

(
F(B),F(A)

))
dado por F es suprayectivo para todo

A,B ∈ objC.

Denso, si para cada M ∈ D, existe C ∈ C tal que F(C) ∼= M .

Proposición 1.1.25 [Teo. I.1.2 de [ARS1]] Un funtor F : C → D es una equivalencia de

categorias si y solo si F es fiel, pleno y denso. �

Proposición 1.1.26 [Teo. I.1.4] de [ARS1]] Un funtor F : C → D es una dualidad de

categorias si y solo si F es fiel, pleno y denso. �

Definición 1.1.27 Sea F : C → D un funtor covariante (contravariante) se define la subcategoŕıa

F(C) de D de la siguiente manera
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D ∈ objF(C)⇔ existe C ∈ objC tal que F(C) = D.

g ∈ HomF(C)(F(C),F(C ′) ⇔ existe g′ ∈ HomC(C,C ′)
(
g′ ∈ HomC(C ′, C)

)
tal que

F(g′) = g.

F(g) ◦ F(h) = F(g ◦ h)
(
F(g) ◦ F(h) = F(h ◦ g)

)
.

1F(C) = F(1C).

1.1.3 R- Categoŕıas

Definición 1.1.28 Una categoŕıa C es preaditiva si para cada par de objetos A,B ∈ objC el

conjunto HomC(A,B) es un grupo abeliano y si para C ∈ objC, la composición

HomC(B,C)×HomC(A,B)→ HomC(A,C)

es bilineal.

Definición 1.1.29 Una categoŕıa C es aditiva si es preaditiva y tiene sumas finitas de objetos.

Definición 1.1.30 Sea R un anillo conmutativo artiniano. Una categoŕıa preaditiva C es una

R-categoŕıa si para cada par de objetos A,B ∈ objC el conjunto HomC(A,B) es un R-módulo y

si para C ∈ objC, la composición

HomC(B,C)×HomC(A,B)→ HomC(A,C)

es R-bilineal.

Definición 1.1.31 Un funtor covariante (contravariante) F : C → D entre dos categoŕıas

preaditivas es aditivo si para cada par de objetos A,B en C, el morfismo inducido

HomC(A,B)→ HomD(F(A),F(B))

(HomC(A,B)→ HomD(F(B),F(A)))

es un homomorfismo de grupos.
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Definición 1.1.32 Un funtor aditivo F : C → D entre dos R-categoŕıas es un R-funtor si el

morfismo inducido anteriormente es un R-morfismo de módulos.

Proposición 1.1.33 Sea F : C → D un R-funtor que es una equivalencia.

Un morfismo g : B → C en C es un epimorfismo (monomorfismo) si y solo si F(g) :

F(B)→ F(C) es un epimorfismo (monomorfismo) en D.

Un objeto C en C es proyectivo (inyectivo) si y solo si F(C) es proyectivo (inyectivo). �

Proposición 1.1.34 Sea F : C → D un R-funtor que es una dualidad.

Un morfismo g : B → C en C es un epimorfismo (monomorfismo) si y solo si F(g) :

F(C)→ F(B) es un monomorfismo (epimorfismo) en D.

Un objeto C en C es proyectivo (inyectivo) si y solo si F(C) es inyectivo (proyectivo). �

Definición 1.1.35 Sea C una R-categoŕıa. Una R-relaciónR en C es una colección de R-submódu-

los R(A,B) ⊂ HomC(A,B) para todo A,B ∈ obj C tales que bajo el mapeo composición

HomC(B,C) × HomC(A,B) → HomC(A,C) se tiene que Im
(
R(B,C) × HomC(A,B)

)
⊂

R(A,C) y Im
(
HomC(B,C)×R(A,B)

)
⊂ R(A,C) para todo A,B,C ∈ C.

1.2 álgebras de artin

Definición 1.2.1 Sea R un anillo conmutativo artiniano. Una R-álgebra Λ es un anillo junto con

un morfismo de anillos φ : R→ Λ tal que Im(φ) ⊂ Z(Λ).

Definición 1.2.2 Sea Λ una R-álgebra con R un anillo conmutativo artiniano. Λ es una R-álgebra

de Artin o simplemente una álgebra de Artin si Λ es un R-módulo finitamente generado.
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Definición 1.2.3

El radical de un anillo R es la intersección de todos los ideales maximales izquierdos de R.

Sea M un R-módulo, el radical de M es la intersección de todos los R-submodulos maximales

de M .

Un R-módulo S se dice que es simple si para todo R-submódulo M de S se tiene que

M = 0 o M = S.

Un R-módulo S se dice qeu es semisimple si es suma directa de R-módulos simples.

Un R-módulo M se dice que es inescindible si para un par de R-submódulos A,B de M

tales que M = A⊕B se tiene que A = 0 o B = 0.

Sea M un R-módulo, el soclo de M es el submódulo de M generado por todos los

R-submódulos semisimples de M .

Lema 1.2.4 Sean k un campo, Λ una k-álgebra, m ∈ N \ {1} y

0 // L1
f1 // L2

f2 // · · · fm−2 // Lm−1
fm−1 // Lm // 0

una sucesión exacta de Λ-módulos, entonces

m
2 −1∑
j=0

dimk (L1+2j) =
m
2∑
i=1

dimk (L2i) si m es par.

m−1
2∑
j=0

dimk (L1+2j) =
m−1

2∑
i=1

dimk (L2i) si m es impar.

Demostración.

La prueba se hará por inducción sobre m.

Para m = 2, de la sucesión exacta 0 // L1
f1 // L2 // 0 se tiene que f1 es un isomorfismo

y por tanto dimk (L1) = dimk (L2).
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Para m = 3, de la sucesión exacta 0 // L1
f1 // L2

f2 // L3 // 0 , por el teorema de la

dimensión en espacios vectoriales se tiene que:

dimk (L2) = dimk (Im f2) + dimk (ker f2) = dimk (L3) + dimk (L1).

Supongamos cierto el enunciado para m = t.

Sea 0 // L1
f1 // L2

f2 // · · · // Lt−1
ft−1 // Lt

ft // Lt+1 // 0 sucesión exacta.

Por lo que de la sucesión exacta 0 // ker ft // Lt
ft // Lt+1 // 0 se tiene que

dimk (Lt) = dimk (Lt+1) + dimk (ker ft), de modo que

dimk (Im ft−1) = dimk (Lt)− dimk (Lt+1) (1.2.1)

.

Si t es par, de la sucesión exacta

0 // L1
f1 // L2

f2 // · · · // Lt−1
ft−1// Im ft−1 // 0

se tiene, por hipótesis de inducción,
t
2−1∑
j=0

dimk (L1+2j) =
t
2−1∑
i=1

dimk (L2i) + dimk (Im ft−1),

aśı, al sustituir por 1.2.1, se tiene
t
2−1∑
j=0

dimk (L1+2j) =
t
2−1∑
i=1

dimk (L2i) + dimk (Lt)− dimk (Lt+1),

de modo que
t+1−1

2∑
j=0

dimk (L1+2j) =
t
2∑
j=0

dimk (L1+2j) =
t
2∑
i=1

dimk (L2i) =
t+1−1

2∑
i=1

dimk (L2i).
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Si t es impar, de la sucesión exacta

0 // L1
f1 // L2

f2 // · · · // Lt−1
ft−1// Im ft−1 // 0

se tiene, por hipótesis de inducción,
t−3

2∑
j=0

dimk (L1+2j) + dimk (Im ft−1) =
t−1

2∑
i=1

dimk (L2i),

aśı, al sustituir por 1.2.1, se tiene
t−3

2∑
j=0

dimk (L1+2j) + dimk (Lt)− dimk (Lt+1) =
t−1

2∑
i=1

dimk (L2i),

de modo que
t+1

2 −1∑
j=0

dimk (L1+2j) =
t−1

2∑
j=0

dimk (L1+2j) =
t+1

2∑
i=1

dimk (L2i).

�

Proposición 1.2.5 Sea Λ una R-álgebra de Artin entonces la categoŕıa Λ−mod tiene suficientes

proyectivos.

Demostración.

Sea M ∈ Λ−mod y sean m1,m2, . . . ,ms un conjunto de generadores de M como Λ-módulo,

de esta forma se define el morfismo f : Λs → M como f
(
(λ1, λ2, . . . , λs)t

)
= λ1m1 + λ2m2 +

· · ·+ λsms, que, claramente es un epimorfismo, y al ser Λ un Λ-módulo proyectivo se sigue que

Λs es proyectivo. �



ÁLGEBRAS DE ARTIN 15

Lema 1.2.6 [Serpiente] Dado el diagrama conmutativo exacto

0 // A1
f1 //

α

��

B1
g1 //

β
��

C1 //

γ

��

0

0 // A2
f2 // B2

g2 // C2 // 0
se tiene que la sucesión

0 // Ker α
f1| // Ker β

g1| // Ker γ δ // Cok α
f // Cok β

g // Cok γ // 0

es exacta, donde f y g son los morfismos inducidos y para c ∈ ker γ se define δ(c) = x donde

f2(x) = β(y) con g1(y) = c.

Demostración.

Sean y1, y2 ∈ B2 tales que g1(y1) = g1(y2) entonces δ(y2 − y1) = 0 y aśı δ esta bien

definida.

Claramente f1| es un monomorfismo y g es un epimorfismo.

Sea x ∈ Ker α, entonces g1|f1|(x) = g1|f1(x) = g1f1(x) = 0, de modo que Im f1| ⊂

Ker g1|. Por otro lado, para y ∈ Ker g1|, existe a ∈ A1 tal que f1(a) = y, de modo que

f2α(a) = 0 y as´Ã α(a) = 0, es decir a ∈ Ker α. Luego Im f1| = Ker g1|.

Sea x ∈ Ker β, entonces δg1|(x) = y donde f2(y) = β(x) = 0 de modo que y = 0 y

aśı Im g1| ⊂ Kerδ. Por otro lado, para y ∈ Ker δ se tiene que 0 = δ(y) = x donde

f2(x) = β(z) con g1(z) = y, aśı, existe a ∈ A1 tal que α(a) = x, luego f1(a)− z ∈ Ker β

y g1|
(
f1(a)− z

)
= g1(z) = y, es decir Im g1| = Ker δ.

Sea x ∈ Ker γ, entonces fδ(x) = f(y) donde f2(y) = β(z) con g1(z) = x, es decir

fδ(x) = f2(y) = β(z) = 0, es decir Im δ ⊂ Ker f . Por otro lado, para y ∈ Ker f existe

b ∈ B1 tal que f2(y) = β(b), Aśı g1(b) ∈ Ker γ y δ
(
g1(b)

)
= y. Luego Im δ = Ker f .

Sea x ∈ Cokα, entonces gf(x) = gf2(x) = g2f2(x) = 0, es decir Im f ⊂ Ker g. Por

otro lado, para y ∈ Ker g existe c ∈ C1 tal que γ(c) = g2(y), aśı existe b ∈ B1 tal que

β(b) − y ∈ Ker g2 y existe a ∈ A2 tal que fa = f2(a) = β(b)− y = y. De modo que

Im f = Ker g. �
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Lema 1.2.7 [Herradura] Sea 0 // L i //M d // N // 0 sucesión exacta en Λ−mod

y sean . . .→ P1
ρ1 // P0

πL // L , . . .→ Q1
δ1 // Q0

πN // N resoluciones proyectivas de L y

N respectivamente entonces existe resolución proyectiva . . .→M1
ε1 //M0

πM //M de M tal

que el siguiente diagrama conmuta:

...

��

...

��

...

��
0 // P1

i1 //

ρ1
��

M1
d1 //

ε1
��

Q1 //

δ1
��

0

0 // P0
i0 //

πL
��

M0
d0 //

πM
��

Q0 //

πN
��

0

0 // L
i //M

d // N // 0

Demostración.

Considere el diagrama exacto conmutativo

0 // P0
(1

0) //
πL
��

P0 qQ0
(0,1) //

(iπL,t)
��

Q0 //

πN
��

0

0 // L
i //M

d // N // 0

donde t : Q0 →M es tal que el siguiente diagrama conmuta:

Q0

πN
��

t

~~|||||||

M
d // N.

Luego, por el lema de la serpiente 1.2.6, se tiene la sucesión exacta

0 // Ker πL
(1

0)| // Ker (iπL, t)
(0,1)| // Ker πN

δ // 0 f // Cok (iπL, t)
g // 0 // 0
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Aśı, Ker πL
(1

0)| // Ker (iπL, t)
(0,1)| // Ker πN es sucesión exacta corta y (iπL, t) es un epi-

morfismo. Luego se tiene el siguiente diagrama conmutativo

0 // P1
(1

0) //

ρ1

��

P1 qQ1
(0,1) //

(
(1

0)|ρ1,t1

)
��

Q1 //

δ1

��

0

0 // Ker πL (1
0)|
// Ker (iπL, t) (0,1)|

// Ker πN // 0

donde t1 : Q1 → Ker (iπL, t) es tal que el siguiente diagrama conmuta:

Q1

δ1
��

t1

wwooooooooooooo

Ker (iπL, t) (0,1)|
// Ker πN .

Luego, por el lema de la serpiente 1.2.6, se tiene la sucesión exacta

0 // Ker ρ1
(1

0)| // Ker
((

1
0

)
|
ρ1, t1

) (0,1)| // Ker δ1
δ // 0 f // Cok

((
1
0

)
|
ρ1, t1

)
g // 0 // 0.

Aśı, Ker ρ1
(1

0)| // Ker
((

1
0

)
|
ρ1, t1

) (0,1)| // Ker δ1 es sucesión exacta corta y
((

1
0

)
|
ρ1, t1

)
es un

epimorfismo.

Continuando recursivamente se obtiene el resultado. �

Definición 1.2.8 Sea Λ un anillo y f ∈ HomΛ(A,B)

f es un morfismo minimal derecho si para todo morfismo g ∈ EndΛ(A) tal que fg = f es

un isomorfismo.

f es un morfismo minimal izquierdo si para todo morfismo g ∈ EndΛ(B) tal que gf = f

es un isomorfismo.

f es epimorfismo esencial si f es un epimorfismo y para todo morfismo g tal que fg es un

epimorfismo se tiene que g es un epimorfismo.
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f es monomorfismo esencial si f es un monomorfismo y para todo morfismo g tal que gf

es un monomorfismo se tiene que g es un monomorfismo.

f es cubierta proyectiva de B si f es un epimorfismo esencial y A es un Λ-módulo proyectivo.

f es envolvente inyectiva de A si f es un monomorfismo esencial y B es un Λ-módulo

inyectivo.

Definición 1.2.9

Una resolución proyectiva de M

. . .→ P2
d2 // P1

d1 // P0
ε //M // 0

se dice que es minimal si ε es cubierta proyectiva de M , d1 es cubierta proyectiva de Ker ε

y di es cubierta proyectiva de Ker di−1.

Una corresolución inyectiva de M

0 //M
ε // I0

d1 // I1
d2 // I2 → . . .

se dice que es minimal si ε es envolvente inyectiva de M , d1 es envolvente inyectiva de

Cok ε y di es envolvente inyectiva de Cok di−1.

Proposición 1.2.10 (4.1 de [ARS1]) Sea M ∈ Λ−mod con Λ una R-álgebra de Artin y sea

f : P →M un epimorfismo con P un Λ-módulo proyectivo. Entonces f es cubierta proyectiva de

M si y solo si f es morfismo minimal derecho. �

Proposición 1.2.11 Sean Λ una R-álgebra de Artin y M ∈ Λ−mod entonces

M tiene cubierta proyectiva.

M tiene envolvente inyectiva.

Demostración.

Se sigue de las proposiciones 6.3 y 7.6 de [CCJP1] y del teorema 4.2 de [ARS1]. �
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Corolario 1.2.12 Sean Λ una R-álgebra de Artin y M un Λ-modulo entonces

M tiene una resolución proyectiva minimal.

M tiene una corresolución inyectiva minimal. �

Observaciones 1.2.13

La resolución proyectiva minimal es única salvo isomorf́ıa.

Se dice que A tiene dimensión proyectiva n denotado por dimP (A) = n, si en la resolución

proyectiva minimal de A se tiene que Pi 6= 0 para i ≤ n y Pi = 0 para i > n. Si no existe

n con esta propiedad entonces se dice que A tiene dimensión proyectiva infinita.

La corresolución inyectiva minimal es única salvo isomorf́ıa.

Se dice que A tiene dimensión inyectiva n denotado por dimI(A) = n, si en la corresolución

inyectiva minimal de A se tiene que Ii 6= 0 para i ≤ n y Ii = 0 para i > n. Si no existe n

con esta propiedad entonces se dice que A tiene dimensión inyectiva infinita.

dimP (A) = m si y solo si ExtnΛ(A,X) = 0 para m > n y ExtnΛ(A,X) 6= 0 para m ≤ n

para todo Λ-módulo X. J

Lema 1.2.14 Sea A→ B → C una sucesión exacta corta. Entonces

dimP (A) ≤ max{dimP (B), dimP (C)}

dimP (B) ≤ max{dimP (A), dimP (C)}

dimP (C) ≤ max{dimP (A), dimP (B)}+ 1
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Demostración.

Se sigue de la observación 1.2.13 y de la sucesión exacta larga

0 // HomΛ(C,X) // HomΛ(B,X) // HomΛ(A,X)BC
GF@A

// Ext1Λ(C,X) // Ext1Λ(B,X) // Ext1Λ(A,X)BC
GF@A

// Ext2Λ(C,X) // Ext2Λ(B,X) // Ext2Λ(A,X)BC
GF@A

// ... ... ...BC
GF@A

// ExtnΛ(C,X) // ExtnΛ(B,X) // ExtnΛ(A,X)BC
GF@A

// ... ... ...

�

Definición 1.2.15

Para n ∈ N se define pdn la subcategoŕıa plena de Λ−Mod cuyos objetos son los Λ-módulos

de dimensión proyectiva menor o igual a n.

fpd es la subcategoŕıa plena de Λ−Mod cuyos objetos son los Λ-módulos de dimensión

proyectiva finita.

Proposición 1.2.16

pdn es cerrada bajo extensiones, cerrada bajo sumandos directos y cerrada bajo sumas

directas.

fpd es cerrada bajo extensiones, cerrada bajo sumandos directos y cerrada bajo sumas

directas.
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Demostración.

De acuerdo con la prueba del lema de la herradura 1.2.7 se tiene que si A → B → C es

una sucesión exacta corta entonces dimP (B) ≤ max{dimP (A), dimP (C)}, de modo que pdn y

fpd son cerradas bajo extensiones y por lo tanto cerradas bajo sumas directas. Ahora bien, si

M = M ′ ⊕M ′′ con M ∈ pdn,

. . .→ P ′2
d′2 // P ′1

d′1 // P ′0
ε′ //M ′ // 0

y

. . .→ P ′′2
d′′2 // P ′′1

d′′1 // P ′′0
ε′′ //M ′′ // 0

resoluciones proyectivas minimales de M ′ y M ′′ respectivamente entonces

. . .→ P ′2 ⊕ P ′′2
( d
′
2 0

0 d′′2
)
// P ′1 ⊕ P ′′1

( d
′
1 0

0 d′′1
)
// P ′0 ⊕ P ′′0

( ε′ 0
0 ε′′) //M // 0

es resolución proyectiva minimal de M . De modo que existe m ≤ n tal que P ′i ⊕ P ′′i 6= m y

P ′i ⊕ P ′′i = 0 para i > m, luego M ′ y M ′′ son objetos de pdn, es decir, pdn es cerrada bajo

sumandos directos. Análogamente fpd es cerrada bajo sumandos directos. �

1.3 pull - back y push - out

Lema 1.3.1 Sean A,B,C ∈ Λ−mod, f ∈ HomΛ(A,B) y HomΛ(B,C) entonces los siguientes

enunciados son equivalentes:

i ) 0 // A
f // B

g // C // 0 es sucesión exacta.

ii ) g es un epimorfismo, gf = 0 y para todo morfismo h : X → B tal que gh = 0 existe un

morfismo h′ : X → A tal que fh′ = h.

iii ) f es un monomorfismo, gf = 0 y para todo morfismo h : X → B tal que hf = 0 existe un

morfismo h′ : C → X tal que h′g = h.
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Demostración.

i ) ⇒ ii) Sea h : X → B un morfismo tal que gh = 0, de modo que si x ∈ X entonces existe

un único a ∈ A tal que f(a) = h(x), aśı el morfismo h′ : X → A definido por h′(x) = a tal que

f(a) = h(x) esta bien definido y es tal que fh′ = h.

i) ⇒ iii) Sea h : B → X un morfismo tal que hf = 0, de modo que si c ∈ C entonces

existe b ∈ B tal que g(b) = c. Definimos h′ : C → X como h′(c) = h(b), donde g(b) = c.

Sean b, b′ ∈ B tales que g(b) = c = g(b′) entonces existe a ∈ A tal que f(a) = b − b′,

aśı h(b)− h(b′) = h(b− b′) = hf(a) = 0, luego h(b) = h(b′), es decir h′ esta bien definida y es

tal que h′g = h.

ii) ⇒ i) Sea α : Y → A un morfismo tal que fα = 0, de modo que gfα = 0 y aśı existe un

único morfismo α′ : Y → A tal que fα′ = fα, luego, α′ = α = 0, es decir f es un monomorfismo.

Por otro lado considere el diagrama conmutativo

Ker g

i
��

0

##FFFFFFFFF

B
g // C,

donde, i es la inclusión canónica, luego, existe un único morfismo i′ : Kerg → A tal que fi′ = i,

aśı si b ∈ Ker g entonces b = i(b) = fi′(b) ∈ Imf . Luego Im f = Ker g.

iii) ⇒ i) Sea β : C → Y un morfismo tal que βg = 0, de modo que βgf = 0 y aśı existe un

único morfismo β′ : C → Y tal que β′g = βg, luego β′ = β = 0, es decir, g es un epimorfismo.

Por otro lado considere el diagrama conmutativo

A
f //

0 ##GGGGGGGGG B

π
��

Cok f,

donde, π es la proyección canónica, luego, existe un único morfismo π′ : C → Cok f tal que

π′g = π, aśı si b ∈ Ker g entonces b = π′g(b) = π′(0) = 0, es decir b ∈ Im f . Luego

Im f = Ker g. �
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Definición 1.3.2 Sean f : A → B y g : A → C morfismos en la categoŕıa C, se dice que los

morfismos u : B → D y v : C → D son un push− out de f y g si uf = vg y para cualesquiera

morfismos u′ : B → D′ y v′ : C → D′ tales que u′f = v′g existe un único morfismo h : D → D′

tal que hu = u′ y hv = v′.

Definición 1.3.3 Sean f : A → B y g : C → B morfismos en la categoŕıa C, se dice que los

morfismos u : D → A y v : D → C son un pull − back de f y g si fu = gv y para cualesquiera

morfismos u′ : D′ → A y v′ : D′ → C tales que fu′ = gv′ existe un único morfismo h : D′ → D

tal que uh = u′ y vh = v′.

Proposición 1.3.4 Sean u ∈ HomC(B,D), v ∈ HomC(C,D), u′ ∈ HomC(B,D′), v′ ∈

HomC(C,D′) tales que las parejas (u, v) y (u′, v′) son push− out de los morfismos f : A→ B

y g : A→ C entonces D es isomorfo a D′.

Demostración.

De acuerdo a la definición 1.3.2 se tienen diagramas conmutativos

A
f //

g

��

B

u
�� u′





A
f //

g

��

B

u′
�� u





C v //

v′
11

D
h

  A
A

A
A C v′ //

v 22

D′
h′

  A
A

A
A

D′ D

de modo que hh′u′ = u′, hh′v′ = v′, h′hu = u y h′hv = v y de los diagramas conmutativos

A
f //

g

��

B

u
�� u





A
f //

g

��

B

u′
�� u′

��

C v //

v 11

D
h′h

  @
@

@
@ C v′ //

v′
11

D′
hh′

!!B
B

B
B

D D′

se tiene que hh′ = 1D′ y h′h = 1D, aśı, h es un isomorfismo, por la observación 1.1.5. �
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Proposición 1.3.5 Sean u ∈ HomC(D,A), v ∈ HomC(D,C), u′ ∈ HomC(D′, A), v′ ∈

HomC(D′, C) tales que las parejas (u, v) y (u′, v′) son pull − back de los morfismos f : A→ B

y g : C → B entonces D es isomorfo a D′.

Demostración.

De acuerdo a la definición 1.3.3 se tienen diagramas conmutativos

D′ u′

��

v′

''

h

  A
A

A
A D u

��

v

''

h′

  A
A

A
A

D u //

v
��

A

f
��

D′ u′ //

v′

��

A

f
��

C
g // B C

g // B

de modo que u′h′h = u′, v′h′h = v′, uhh′ = u y vhh′ = v y de los diagramas conmutativos

D u

��

v

''

hh′

  @
@

@
@ D′ u′

��

v′

''

h′h

!!B
B

B
B

D
u //

v
��

A

f
��

D′
u′ //

v′

��

A

f
��

C
g // B C

g // B

se tiene que hh′ = 1D y h′h = 1D′ , aśı, h es un isomorfismo, por la observación 1.1.5. �

Lema 1.3.6 [Lemas 2.2.5 y 2.2.6 de [G1]] Considere el diagrama exacto conmutativo

0 // A
f //

α
��

B
g //

β
��

C //

γ
��

0

0 // A′
f ′ // B′

g′ // C ′ // 0

Existe s : B → A′ tal que sf = α si y solo si existe t : C → B′ tal que f ′t = γ.

Si γ = 1C entonces los morfismos f y α son un pull − back de β y f ′.

Si α = 1A entonces los morfismos g′ y γ son un push− out de β y g. �

Lema 1.3.7 Sean f : A→ B y g : A→ C morfismos de R-módulos entonces existen morfismos

u : B → D y v : C → D tales que u y v son push − out de f y g. Más aún si f es un

monomorfismo entonces v es un monomorfismo.
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Demostración.

Considere el submódulo S de B ⊕ C definido por S = {
(
f(a),−g(a)

)
∈ B ⊕ C|a ∈ A} y

se definen D = B ⊕ C/S, u : B → D y v : C → D como u(b) = (b, 0) y v(c) = (0, c). Sea

a ∈ A, entonces uf(a) =
(
f(a), 0

)
=
(
f(a), 0

)
+
(
− f(a), g(a)

)
=
(
0, g(a)

)
= vg(a), es decir

el diagrama

A
f //

g
��

B

u
��

C v // D

conmuta. Ahora, sean u′ : B → D′ y v′ : C → D′ morfismos tales que u′f = v′g. Considere

el mapeo h : D → D′ definido por h
(
(b, c)

)
= u′(b) + v′(c). Sean (b, c) = (b′, c′) entonces

(b − b′, c − c′) ∈ S, de modo que existe a ∈ A tal que b − b′ = f(a) y c − c′ = −g(a) luego

h
(
(b− b′, c− c′)

)
= u′(b − b′) + v′(c − c′) = u′f(a) + v′(−g(a)) = v′g(a) − v′g(a) = 0, es

decir h esta bien definida y claramente es un R-morfismo tal que hu = u′ y hv = v′. Sea

h′ : D → D′ tal que h′u = u′ y h′v = v′ entonces para (b, c) ∈ D se tiene que h′
(
(b, c)

)
=

h′
(
(b, 0)

)
+ h′

(
(0, c)

)
= h′u(b) + h′v(c) = u′(b) + v′(c) = h

(
(b, c)

)
.

Ahora suponga que f es un monomorfismo y sea c ∈ C tal que v(c) = 0 entonces (0, c) ∈ S,

y aśı, existe a ∈ A tal que c = −g(a) y 0 = f(a), de modo que al ser f un monomorfismo se

tiene que a = 0, luego c = 0, es decir, v es un monomorfismo. �

Lema 1.3.8 Sean f : A→ B y g : C → B morfismos de R-módulos entonces existen morfismos

u : D → A y v : D → C tales que u y v son pull−back de f y g. Más aún si g es un epimorfismo

entonces u es un epimorfismo.

Demostración.

Considere el submódulo D de A ⊕ C definido por D = {(a, c) ∈ A ⊕ C|f(a) = g(c)} y

sean π1 : A ⊕ C → A, π2 : A ⊕ C → C la proyecciones canónicas y j : D → A ⊕ C la

inclusión canónica. De esta forma se define u = π1j y v = π2j, aśı para (a, c) ∈ D se tiene que

fu
(
(a, c)

)
= fπ1j

(
(a, c)

)
= fπ1

(
(a, c)

)
= f(a) = f(c) = gπ2j

(
(a, c)

)
= gv

(
(a, c)

)
, es decir
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el diagrama

D v //

u
��

C

g
��

A
f // B

conmuta. Ahora sean u′ : D′ → A y v′ : D′ → C tales que fu′ = gv′. Sea define h : D′ → D

como h(d) =
(
u′(d), v′(d)

)
y claramente h es un morfismo de R-módulos tal que uh = u′ y

vh = v′. Sea h′ : D′ → D tal que uh′ = u′ y vh′ = v′ entonces para d ∈ D′ se tiene que

h′(d) = (a, c) y aśı u′(d) = uh′(d) = u
(
(a, c)

)
= π1j(a, c) = a, análogamente v′(d) = c, luego

h′(d) =
(
u′(d), v′(d)

)
= h(d).

Ahora suponga que g es un epimorfismo y sea a ∈ A, de modo que existe c ∈ C tal que

g(c) = f(a). Luego (a, c) ∈ D y u
(
(a, c)

)
= a, es decir, u es un epimorfismo. �

Proposición 1.3.9 Sea A
f // B

g // C una sucesión exacta corta.

a ) Para todo morfismo h : Z → C se tiene un diagrama exacto conmutativo

0 // A α // Y
β //

γ
��

Z //

h
��

0

0 // A
f // B

g // C // 0

donde β y γ son pull − back de g y h, más aún, g y h son push− out de β y γ.

b ) Para todo morfismo h : A→ X se tiene un diagrama exacto conmutativo

0 // A
f //

h
��

B
g //

γ
��

C // 0

0 // X
α // Y

β // C // 0

donde α y γ son push− out de f y h, más aún, f y g son pull − back de α y γ.
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Demostración.

a ) Sea h : Z → C entonces por el lema 1.3.8 existen morfismos β : Y → Z y γ : Y → B

que son pull − back de h y g con β un epimorfismo. Luego del diagrama conmutativo

A 0

��

f

''

Y
β //

γ
��

Z

h
��

B
g // C

existe un único morfismo α : A→ Y tal que βα = 0 y γα = f . Ahora bien, sea ϕ : X → Y un

morfismo tal que βϕ = 0 entonces gγϕ = hβϕ = 0 y por el lema 1.3.1 existe un único morfismo

ϕ′ : X → A tal que fϕ′ = γϕ y del diagrama conmutativo

X 0

��

0

''

ϕ−αϕ′

  AAAAAAAA

Y
β //

γ
��

Z

h
��

B
g // C

se tiene que ϕ = αϕ′ y aśı, A α // Y
β // Z es sucesión exacta corta por el lema 1.3.1. Luego

por el lema 1.3.6 el diagrama conmutativo exacto

0 // A
α // Y

β //

γ
��

Z

h
��

// 0

0 // A
f // B

g // C // 0

cumple con lo requerido.

b ) Sea h : A→ X entonces por el lema 1.3.7 existen morfismos α : X → Y y γ : B → Y

que son push− out de h y f con α un monomorfismo. Luego del diagrama conmutativo

A
f //

h
��

B

γ
�� g





X
α //

0 22

Y

C
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existe un único morfismo β : Y → C tal que βα = 0 y βγ = g. Ahora bien, sea ϕ : Y → Z un

morfismo tal que ϕα = 0 entonces ϕγf = ϕαh = 0 y por el lema 1.3.1 existe un único morfismo

ϕ′ : C → Z tal que ϕ′g = ϕγ y del diagrama conmutativo

A
f //

h
��

B

γ
�� 0





X α //

0 22

Y

ϕ−ϕ′β ��@@@@@@@@

Z

se tiene que ϕ = ϕ′β y aśı, X α // Y
β // C es sucesión exacta corta por el lema 1.3.1. Luego

por el lema 1.3.6 el diagrama conmutativo exacto

0 // A
f //

h
��

B
g //

γ
��

C // 0

0 // X
α // Y

β // C // 0

cumple con lo requerido.

1.4 anillos de matrices triangulares

Sean T , U anillos y UMT un U -T -bimódulo. Se contruye el anillo de matrices triangular

Λ =

T 0

M U

 como sigue:

Los elementos de Λ son matrices de 2 × 2 de la forma

 t 0

m u

 con t ∈ T , m ∈ M y

u ∈ U .

La suma y la multiplicación estan dadas por las operaciones usuales de matrices: t1 0

m1 u1

+

 t2 0

m2 u2

 =

 t1 + t2 0

m1 +m2 u1 + u2


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y  t1 0

m1 u1


 t2 0

m2 u2

 =

 t1t2 0

m1t2 + u1m2 u1u2



Observación 1.4.1 Λop =

 U op 0

T opMUop T op

. J

Proposición 1.4.2 (III, 2.1 de [ARS1]) Sea Λ =

 T 0

UMT U

 donde T , U son anillos y

UMT es un U -T -bimódulo.

a) Λ es anillo artiniano izquierdo si y solo si T y U son anillos artinianos izquierdos y M es

finitamente generado como U -módulo.

b) Λ es anillo artiniano derecho si y solo si T y U son anillos artinianos derechos y M es

finitamente generado como T -módulo.

c) Λ es una álgebra de Artin si y solo si existe un anillo conmutativo R tal que T y U son

R-álgebras de Artin, y M es finitamente generado sobre R, el cual actúa centralmente en

M , esto es, rm = mr para todo r ∈ R y para todo m ∈M . �

Observación 1.4.3 De ahora en adelante a lo largo de esta sección asumiremos que Λ =T 0

M U

 es una álgebra de Artin. Si C es un módulo sobre una álgebra de Artin Λ =

T 0

M U


entonces los idempotentes e1 =

1 0

0 0

 y e2 =

0 0

0 1

 nos proporcionan una descomposición

C = e1C ⊕ e2C en una suma de grupos abelianos; además e1C tiene una estructura de T -

módulo y e2C tiene una estructura de U -módulo. Se define ψC : M × e1C → e2C como

ψC(m, e1c) = e2

 0 0

m 0

 c. J

Proposición 1.4.4 Sean C ∈ Λ−mod, entonces ψC es T -bilineal y, en consecuencia, se tiene

un U -morfismo ψC : M ⊗T e1C → e2C.
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Demostración.

De acuerdo a la definición de ΨC se tiene que:

ψC (m, e1c1 + e1c2) = ψC (m, e1(c1 + c2))

= e2

 0 0

m 0

 (c1 + c2)

= e2


 0 0

m 0

 c1 +

 0 0

m 0

 c2



= e2

 0 0

m 0

 c1 + e2

 0 0

m 0

 c2

= ψC(m, e1c1) + ψC(m, e1c2),

ψC(m1 +m2, e1c) = e2

 0 0

m1 +m2 0

 c

= e2


 0 0

m1 0

+

 0 0

m2 0


 c

= e2


 0 0

m1 0

 c+

 0 0

m2 0

 c


= e2

 0 0

m1 0

 c+ e2

 0 0

m2 0

 c
= ψC(m1, e1c) + ψC(m2, e1c),



ANILLOS DE MATRICES TRIANGULARES 31

ψC(mt, e1c) = e2

 0 0

mt 0

 c

= e2


 0 0

m 0


t 0

0 0


 c

= e2

 0 0

m 0



t 0

0 0

 c


= ψC

m, e1

t 0

0 0

 c


= ψC

m, t
1 0

0 0

 c


= ψC(m, te1c).

Aśı ψC es T -bilineal y, por la propiedad universal del producto tensorial, existe un único

morfismo de grupos abelianos ψC : M ⊗T e1C → e2C definido por:

ψC

(
n∑
i=1

mi ⊗ e1ci

)
=

n∑
i

ψC(mi, e1ci)

tal que el siguiente diagrama conmuta:

M × e1C
ψC //

π

��

e2C

M ⊗T e1C
ψC

99rrrrrrrrrr
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Luego se tiene que

ψC

(
u

n∑
i=1

mi ⊗ e1ci

)
= ψC

(
n∑
i=1

umi ⊗ e1ci

)

=
n∑
i=1

ψC(umi, e1ci)

=
n∑
i=1

e2

 0 0

umi 0

 ci
=

n∑
i=1

e2


0 0

0 u


 0 0

mi 0


 ci

=
n∑
i=1

e2

0 0

0 u



 0 0

mi 0

 ci
=

n∑
i=1

0 0

0 u


 0 0

mi 0

 ci
=

n∑
i=1

ue2

 0 0

mi 0

 ci
= u

n∑
i=1

e2

 0 0

mi 0

 ci
= u

n∑
i=1

ψ(mi, e1ci)

= uψC

(
n∑
i=1

mi ⊗ e1ci

)
,

es decir ψC es un morfismo de U -módulos izquierdos. �

Esto nos proporciona una forma de visualizar a los módulos sobre un anillo de matrices

triangulares Λ de una forma más conveniente, para esto se define la siguiente categoŕıa.

Definición 1.4.5 Sea Λ =

T 0

M U

 una R-álgebra de matrices triangulares, se define la

categoŕıa ΛC en objetos, como las ternas (A,B, f), donde A ∈ T − mod, B ∈ U − mod y

f : M ⊗T A→ B es un U -morfismo.
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Un morfismo (α, β) : (A,B, f)→ (A′, B′, f ′) en ΛC es una pareja α , β, donde α : A→ A′

es un T -morfismo, β : B → B′ es un U -morfismo y tales que el diagrama

M ⊗T A
1⊗α //

f
��

M ⊗T A′

f ′

��
B

β // B′

conmuta.

Proposición 1.4.6 ΛC es una R-categoŕıa.

Demostración.

Sean C = (A,B, f), C ′ = (A′, B′, f ′) ∈ objC y sean (α, β) , (γ, δ) ∈ Hom ΛC(C,C ′). Se

define la suma de (α, β) y (γ, δ) como el morfismo (α + γ, β + δ). Esta operación está bien

definida ya que
(
f ′ ◦

(
1⊗ (α + γ)

))
(m⊗ a) = f ′

(
m⊗

(
α(a) + γ(a)

))
=
(
f ′ ◦

(
1⊗ α

))
(m⊗ a) +

(
f ′ ◦

(
1⊗ γ

))
(m⊗ a)

=
(
β ◦ f

)
(m⊗ a) +

(
δ ◦ f

)
(m⊗ a)

=
(
(β + δ) ◦ f

)
(m⊗ a).

Claramente Hom ΛC(C,C ′) es un grupo abeliano y aśı ΛC es categoŕıa preaditiva.

Si (A,B, f), (A′, B′, f) ∈ obj ΛC se define el objeto suma como la terna (A q A′, B q

B′, (f, f ′)ϕ) donde ϕ es el isomorfismo entre M ⊗T (Aq A′) y (M ⊗T A)q (M ⊗T A′), luego

ΛC es categoŕıa aditiva.

Sea r ∈ R, C = (A,B, f), C ′ = (A′, B′, f ′) ∈ objC y (α, β) ∈ Hom ΛC(C,C ′), se define

el producto de (α, β) por r como (rα, rβ). Este producto escalar por elementos de R, le da a

Hom ΛC(C,C ′) una estructura de R-módulo y por lo tanto ΛC es una R-categoŕıa. �

Observación 1.4.7 La relación entre ΛC y Λ−mod es a través del funtor F : ΛC → Λ−mod

que se define de la siguiente manera:
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En objetos: Si (A,B, f) ∈ obj ΛC se define F
(
(A,B, f)

)
= AqB como grupo abeliano, y la

estructura de Λ-módulo está dada a través del producto

 t 0

m u

 (a, b) =
(
ta, f(m⊗a)+ub

)
para t ∈ T , u ∈ U , m ∈M , a ∈ A y b ∈ B.

En morfismos: Si (α, β) : (A,B, f)→ (A′, B′, f ′) ∈ ΛC se define F
(
(α, β)

)
=

α 0

0 β

 :

AqB → A′ qB′. J

Proposición 1.4.8 Sea Λ =

T 0

M U

 una álgebra de matrices triangulares. Entonces el funtor

F : ΛC → Λ−mod es un R-funtor, más aún F es una equivalencia de categoŕıas.

Demostración. Sean C = (A,B, f) , C ′ = (A′, B′, f ′) ∈ ΛC, (α, β), (γ, δ) ∈ Hom ΛC(C,C ′)

y r ∈ R, entonces

F
(
r(α, β) + (γ, δ)

)
= F

(
(rα, rβ) + (γ, δ)

)
= F

(
(rα + γ, rβ + δ)

)

=

rα + γ 0

0 rβ + δ



=

rα 0

0 rβ

+

γ 0

0 δ



= r

α 0

0 β

+

γ 0

0 δ


= rF

(
(α, β)

)
+ F

(
(γ, δ)

)

de modo que F es un R-funtor.

Sea (α, β) : (A,B, f) → (A′, B′, f ′) ∈ ΛC tal que 0 = F
(
(α, β)

)
=

α 0

0 β

, entonces

α = 0 y β = 0. Luego F es fiel.
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Sean C = (A,B, f), C ′ = (A′, B′, f ′) ∈ obj ΛC y s ∈ HomΛ
(
F(C),F(C ′)

)
, aśı se tiene un

mapeo s =

s1 s2

s3 s4

 : AqB → A′qB′, sea (a′, b′) = s(a, b) para a ∈ A y b ∈ B de modo que

(s1(a), s3(a)) = s(a, 0) = s(e1(a, b)) = e1s(a, b) = e1(a′, b′) = (a′, 0), aśı s3(a) = 0 para toda

a ∈ A; de forma análoga s2(b) = 0 para todo b ∈ B es decir s =

s1 0

0 s4

. Para m ∈ M sea

m̃ =

 0 0

m 0

, entonces

s(m̃(a, 0)) = s(0, f(m⊗ a))

= (0, s4f(m⊗ a)

m̃s(a, 0) = m̃(s1(a), 0)

= (0, f ′(m⊗ s1(a)))

de modo que f ′ ◦ (1⊗ s1) = s4f , es decir, el diagrama

M ⊗T A
1⊗s1 //

f
��

M ⊗ A′

f ′

��
B s4

// B′

conmuta, luego (s1, s4) ∈ Hom ΛC(C,C ′) y F
(
(s1, s4)

)
= s. Por lo tanto F es pleno.

Sea C ∈ Λ−mod, entonces (e1C, e2C,ψC) ∈ obj ΛC. Considere el mapeo

ϕ : F
(
(e1C, e2C,ψC)

)
→ C
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definido por ϕ (e1c1, e2c2) = e1c1 + e2c2 de modo que

ϕ

((
t 0
m u

)
(e1c1, e2c2)

)
= ϕ

((
te1c1, ψC(m⊗ e1c1) + ue2c2

))

= ϕ
((
te1c1, e2

(
0 0
m 0

)
c1 + ue2c2

))

=
(
t 0
0 0

)
c1 +

(
0 0
m 0

)
c1 +

(
0 0
0 u

)
c2

=
(
t 0
0 0

)(
1 0
0 0

)
c1 +

(
0 0
m 0

)(
1 0
0 0

)
c1 +

(
0 0
0 u

)(
0 0
0 u

)
c2

=
(
t 0
m 0

)(
1 0
0 0

)
c1 +

(
0 0
0 u

)(
1 0
0 0

)
c1 +

(
0 0
0 u

)(
0 0
0 1

)
c2

=
(
t 0
m u

)(
1 0
0 0

)
c1 +

(
0 0
0 u

)(
0 0
0 1

)
c2 +

(
t 0
m 0

)(
0 0
0 1

)
c2

=
(
t 0
m u

)(
1 0
0 0

)
c1 +

(
t 0
m u

)(
0 0
0 1

)
c2

=
(
t 0
m u

)
(e1c1 + e2c2)

=
(
t 0
m u

)
ϕ
(
(e1c1, e2c2)

)
,

es decir, ϕ es un morfismo de Λ-módulos y claramente ϕ es un isomorfismo, de modo que F

es denso.

Aśı, por la proposición 1.1.25, F es una equivalencia entre las categoŕıas ΛC y Λ−mod. �

Proposición 1.4.9 Sean A,R, S, T anillos unitarios, M un S − A-bimódulo, N un R − S-

bimódulo y U un R − T -bimódulo. Entonces HomR(N ⊗S M,U) ∼= HomS(M,HomR(N,U))

como A− T -bimódulos.

Demostración.

Se define τ : HomR(N ⊗S M,U) → HomS(M,HomR(N,U)) como
(
τ(f)[m]

)
(n) =

f(n⊗m).



ANILLOS DE MATRICES TRIANGULARES 37

Sean f ∈ HomR(N ⊗S M,U), r ∈ R, m ∈M y n1, n2 ∈ N entonces

(
τ(f)[m]

)
(rn1 + n2) = f((rn1 + n2)⊗m)

= f(rn1 ⊗m+ n2 ⊗m)

= f(r(n1 ⊗m)) + f(n2 ⊗m)

= rf(n1 ⊗m) + f(n2 ⊗m)

= r
(
τ(f)[m]

)
(n1) +

(
τ(f)[m]

)
(n2)

de modo que τ(f)[m] ∈ HomR(N,U).

Sean f ∈ HomR(N ⊗S M,U), s ∈ S, n ∈ N y m1,m2 ∈M entonces

(
τ(f)[sm1 +m2]

)
(n) = f(n⊗ (sm1 +m2))

= f(n⊗ sm1 + n⊗m2)

= f(n⊗ sm1) + f(n⊗m2)

= f(ns⊗m1) + f(n⊗m2)

=
(
τ(f)[m1]

)
(ns) +

(
τ(f)[m2](n)

= s
(
τ(f)[m1]

)
(n) +

(
τ(f)[m2](n)

=
(
s
(
τ(f)[m1]

)
+ τ(f)[m2]

)
(n)

Como la identidad es cierta para cada n ∈ N se sigue que τ(f)[sm1 +m2] = s
(
τ(f)[m1] +

τ(f)[m2] y aśı τ(f) ∈ HomS(M,HomR(N,U)).

Por lo tanto τ está bien definida.
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Sean a ∈ A, t ∈ T , m ∈M , n ∈ N y f1, f2 ∈ HomR(N ⊗S M,U) entonces

(
τ(af1 + f2t)[m]

)
(n) = (af1 + f2t)(n⊗m)

= af1(n⊗m) + f2t(n⊗m)

= f1((n⊗m)a) + (f2(n⊗m))t

= f1(n⊗ma) +
((
τ(f2)[m]

)
(n)

)
t

=
(
τ(f1)[ma]

)
(n) +

((
τ(f2)[m]

)
t
)

(n)

=
(
τ(f1)[m]

)
(n) +

(
τ(f2)t[m]

)
(n),

de modo que aτ(f1)[m] + τ(f2)t[m] = τ(af1 + f2t)[m] y aśı aτ(f1) + τ(f2)t = τ(af1 + f2t). Por

lo tanto τ es morfismo de A− T -bimódulos.

Sea g ∈ HomS(M,HomR(N,U)), se define g0 : N ×M → U como g0
(
(n,m)

)
= g[m](n).

Entonces

g0
(
(n1 + n2,m)

)
= g[m](n1 + n2)

= g[m](n1) + g[m](n2)

= g0
(
(n1,m)

)
+ g0

(
(n2,m)

)
,

g0
(
(n,m1 +m2)

)
= g[m1 +m2](n)

=
(
g[m1] + g[m2]

)
(n)

= g[m1](n) + g[m2](n)

= g0
(
(n,m1)

)
+
(
(n,m2)

)
,

g0
(
(ns,m)

)
= g[m](ns)

=
(
sg[m]

)
(n)

= g[sm](n)

= g0
(
(n, sm)

)
.
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Se sigue que g0 es S-biaditiva y por la propiedad universal del producto tensorial existe un único

morfismo η(g) : N ⊗S M → U que se define en elementos homogéneos como η[g](n ⊗m) =

g0
(
(n,m)

)
= g[m](n).

Se define η : HomS(M,HomR(N,U))→ HomR(N⊗SM,U) como η(g) = η[g]. Sea n ∈ N ,

m ∈M , r ∈ R y g ∈ HomS(M,HomR(N,U)) entonces

η(g)(rn⊗m) = η[g](rn⊗m)

= g[m](rn)

= r
(
g[m](n)

)
= r

(
η[g](n⊗m)

)
= r

(
η(g)(n⊗m)

)
,

de modo que η(g) ∈ HomR(N ⊗S M,U) y aśı η está bien definido. Por otro lado
(
τη(g)[m]

)
(n) = η(g)(n⊗m)

= g[m](n)

por lo tanto τη(g) = g, además
(
ητ(f)

)
(n⊗m) =

(
τ(f)[m]

)
(n)

= f(n⊗m)

por lo tanto ητ(f) = f .

Luego τ es un isomorfismo de A− T -bimódulos. �

Proposición 1.4.10 Sean A,R, S, T anillos unitarios, M un S − A-bimódulo, N un R − S-

bimódulo y U un R− T -bimódulo entonces:

a) Los funtores covariantes HomS(M,HomR(N,�)) y HomR(N ⊗SM,�) son naturalmente

isomorfos.

b) Los funtores contravariantes HomS(M,HomR(�, U)) y HomR(�⊗S M,U) son natural-

mente isomorfos.
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c) Los funtores contravariantes HomS(�, HomR(N,U)) y HomR(N ⊗S �, U) son natural-

mente isomorfos.

Demostración.

a)

Sea U ′ un R−T -bimódulo. Se define ηU ′ : HomS(M,HomR(N,U ′))→ HomR(N⊗SM,U ′)

como en la proposición 1.4.9. De esta forma se debe verificar que el diagrama

HomS(M,HomR(N,U1))
ηU1 //

h∗∗
��

HomR(N ⊗S M,U1)
h∗
��

HomS(M,HomR(N,U2))
ηU2 // HomR(N ⊗S M,U2)

conmuta para todo h : U1 → U2 morfismo de R− T -bimódulos.

Sean g ∈ HomS(M,HomR(N,U1), n ∈ N y m ∈M , entonces
(
h∗
(
ηU1(g)

))
[n⊗m] = h

(
η(g)[n⊗m]

)
= h

(
g[m](n)

)
=
(
h ◦ g[m]

)
(n)

=
(
h∗(g[m])

)
(n)

=
(
(h∗ ◦ g)[m]

)
(n)

=
(
h∗∗(g)[m]

)
(n)

=
(
ηU2

(
h∗∗(g)

))
[n⊗m].

b)

Sea M ′ un S−A-bimódulo. Se define ηM ′ : HomS(M ′, HomR(N,U))→ HomR(N⊗SM ′, U)

como en la proposición 1.4.9. De esta forma se debe verificar que el diagrama

HomS(M1, HomR(N,U))
ηM1 // HomR(N ⊗S M1, U)

HomS(M2, HomR(N,U))

h∗

OO

ηM2 // HomR(N ⊗S M2, U)

(1⊗Sh)∗
OO
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conmuta para todo h : M1 →M2 morfismo de S − A-bimódulos.

Sean g ∈ HomS(M2, HomR(N,U)), n ∈ N , m ∈M2, entonces(
ηM1

(
h∗(g)

))
[n⊗m] =

(
ηM1(gh)

)
[n⊗m]

=
(
g ◦ h[m]

)
(n)

=
(
g[h(m)]

)
(n)

= ηM2(g)[n⊗ h(m)]

= (ηM2g) ◦ (1⊗S h)[n⊗m]

= (1⊗S h)∗
(
ηM2(g)

)
[n⊗m].

c)

Sea N ′ un R − T -bimódulo. Sea define ηN ′ : HomS(M,HomR(N ′, U)) → HomR(N ′ ⊗S
M,U) como en la proposición 1.4.9. De esta forma se debe verificar que el diagrama

HomS(M,HomR(N1, U))
ηN1 // HomR(N1 ⊗S M,U)

HomS(M,HomR(N2, U))

(h∗)∗

OO

ηN2 // HomR(N2 ⊗S M,U)

(h⊗S1)∗
OO

conmuta para todo h : N1 → N2 morfismo de R− T -bimódulos.

Sean g ∈ HomS(M,HomR(N2, U)), n ∈ N2 y m ∈M , entonces(
ηN1

(
(h∗)∗(g)

))
[n⊗m] =

((
(h∗)∗(g)

)
[m]

)
(n)

=
((
h∗ ◦ g

)
[m]

)
(n)

=
(
h∗(g[m])

)
(n)

=
(
g[m] ◦ h

)
(n)

= g[m]
(
(h(n)

)
=
(
ηN2(g)

)
[h(n)⊗m]

=
(
ηN2(g) ◦ (h⊗S 1)

)
[n⊗m]

=
(

(h⊗S 1)∗
(
ηN2(g)

))
[n⊗m].

�
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Definición 1.4.11 Sea Λ =

T 0

M U

 una R-álgebra de matrices triangulares, se define la

categoŕıa ΛC̃ en objetos, como las ternas (A,B, f), con A ∈ T − mod, B ∈ U − mod y

f : A→ HomU(M,B) es un T -morfismo. Un morfismo (α, β) : (A,B, f)→ (A′, B′, f ′) en ΛC̃

es una pareja α , β, donde α : A→ A′ es un T -morfismo, β : B → B′ es un U -morfismo y tales

que el diagrama

A α //

f
��

A′

f ′

��
HomU(M,B) β∗ // HomU(M,B′)

conmuta.

Proposición 1.4.12 ΛC̃ es una R-categoŕıa.

Demostración.

Sean C = (A,B, f) , C ′ = (A′, B′, f ′) ∈ objC y sean (α, β) , (γ, δ) ∈ Hom ΛC(C,C ′). Se

define la suma de (α, β) y (γ, δ) como el morfismo (α + γ, β + δ). Esta operación está bien

definida ya que

(
f ′ ◦ (α + γ)

)
(a) = f ′

(
α(a) + γ(a)

)
=
(
f ′ ◦ α

)
(a) +

(
f ′ ◦ γ

)
(a)

=
(
β∗ ◦ f

)
(a) +

(
δ∗ ◦ f

)
(a)

=
(
(β + δ)∗ ◦ f

)
(a).

Claramente Hom
ΛC̃(C,C

′) es un grupo abeliano y aśı ΛC̃ es una categoŕıa preaditiva.

Si (A,B, f), (A′, B′, f) ∈ obj ΛC̃ se define el objeto suma como la terna (A q A′, B q

B′,

f 0

0 f ′

), aśı ΛC̃ es categoŕıa aditiva.

Sea r ∈ R, C = (A,B, f), C ′ = (A′, B′, f ′) ∈ objC̃ y (α, β) ∈ Hom
ΛC̃(C,C

′), se define

el producto de (α, β) por r como (rα, rβ). Este producto escalar por elementos de R, le da a

Hom
ΛC̃(C,C

′) una estructura de R-módulo y por lo tanto ΛC̃ es una R-categoŕıa. �
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Se definen los funtores G : ΛC → ΛC̃ y H : ΛC̃ → ΛC de la siguiente manera:

En objetos:

• Si (A,B, f) ∈ obj ΛC se define G
(
(A,B, f)

)
= (A,B, τ(f)) con τ como en la

proposición 1.4.9.

• Si (A,B, f) ∈ obj ΛC̃ se define H
(
(A,B, f)

)
= (A,B, η(f)) con η como en la

proposición 1.4.9.

En morfismos:

• Si (α, β) : (A,B, f)→ (A′, B′, f ′) ∈ ΛC se define G
(
(α, β)

)
= (α, β).

• Si (α, β) : (A,B, f)→ (A′, B′, f ′) ∈ ΛC̃ se define H
(
(α, β)

)
= (α, β).

Proposición 1.4.13 El funtor G es un R-isomorfismo entre las categoŕıas ΛC y ΛC̃ con inversa

H.

Demostración.

Es suficiente probar que G es un R-funtor, ya que claramente GH = 1
ΛC̃ y HG = 1 ΛC.

Sean C = (A,B, f) , C ′ = (A′, B′, f ′) ∈ ΛC, (α, β), (γ, δ) ∈ Hom ΛC(C,C ′) y r ∈ R,

entonces

G
(
r(α, β) + (γ, δ)

)
= G

(
(rα, rβ) + (γ, δ)

)
= G

(
(rα + γ, rβ + δ)

)
= (rα + γ, rβ + δ)

= r(α, β) + (γ, δ)

= rG
(
(α, β)

)
+ G

(
(γ, δ)

)

de modo que G es un R-funtor. �
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1.5 sucesiones que casi se dividen y morfismos irreduci-

bles.

1.5.1 Sucesiones que casi se dividen.

Lema 1.5.1 Sean f : A→ B y g : B → A tales que gf = 1A entonces B = Im f ⊕Ker g.

Demostración.

Sea b ∈ B, entonces g(b) = gfg(b) de modo que b−fg(b) ∈ Ker g y aśı B = Im f +Ker g.

Si b ∈ Im f ∩Ker g entonces 0 = g(b) = gf(a) = a y aśı b = 0, luego B = Im f ⊕Ker g. �

Definición 1.5.2

f : A→ B se dice que es una sección si existe morfismo g : B → A tal que gf = 1A.

g : B → C se dice que es una retracción si existe morfismo f : C → B tal que gf = 1C .

Observación 1.5.3 Si A f // B no es sección, entonces la composición A
f // B

g // C

tampoco lo es (si lo fuese existe h : C → A tal que (hg)f = h(gf) = 1A, lo que contradi-

ce la definición de f). Similarmente si B
g // C no es retracción, entonces la composición

A
f // B

g // C tampoco lo es. J

Proposición 1.5.4 Sea A i // B d // C una sucesión exacta corta entonces los siguientes

enunciados son equivalentes

i ) i es sección.

ii ) d es retracción.
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iii ) Existe isomorfismo ϕ : Aq C → B tal que el siguiente diagrama es conmutativo

A
(1

0)// Aq C (0,1) //

ϕ
��

C

A
i // B

d // C

.

Demostración.

i ) ⇒ iii ) se sigue del diagrama conmutativo

A
i // B

(i′d) ��

d // C

A
(1

0) // Aq C (0,1) // C

donde i′ es tal que i′i = 1A.

ii ) ⇒ iii ) se sigue del diagrama conmutativo

A
(1

0) // Aq C (0,1) //

(i,d′)
��

C

A
i // B

d // C

donde d′ es tal que dd′ = 1C .

iii ) ⇒ i ) y ii) se sigue del diagrama conmutativo

C
(0

1)
{{wwwwwwwww

A
(1

0) // Aq C (0,1) //

ϕ
��

C

A
i // B

d //

ϕ−1

��

C

A
(1

0) // Aq C

(1,0){{wwwwwwwww

(0,1) // C

A

�
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Observación 1.5.5 Si la sucesión exacta corta A i // B d // C cumple con alguna de las

equivalencias de la proposición 1.5.4 se dice que la sucesión se divide, se encinde o que es divisible.

J

Lema 1.5.6 Sea A
f // B

g // C una sucesión exacta corta que no se divide

a ) Si A es inescindible entonces g es morfismo minimal derecho.

b ) Si C es inescindible entonces f es morfismo minimal izquierdo.

Demostración.

a ) Por el teorema I.2.2 de [ARS1] se tiene un diagrama conmutativo

A
f //

ϕ

���
�
� B

g //

ψ ∼=
��

C

K
j // B1 ⊕B2

(g1,0) // C

donde g1 es la versión minimal de g y K = Ker g1 ⊕B2, aśı ϕ es un isomorfismo y por tanto K

es inescindible. Si Ker g1 = 0 entonces la sucesión exacta corta B2
(0

1) // B1 ⊕B2
(g1,0) // C se

divide de modo que η se divide lo que es una contradicción. Por lo tanto B2 = 0 y g es morfismo

minimal derecho.

b ) Es análogo. �

Definición 1.5.7 Sea A subcategoŕıa plena de Λ−mod cerrada bajo sumas directas, cerrada

bajo isomorfismos y cerrada bajo sumandos directos

f : A→ B con A y B ∈ A se dice que es morfismo izquierdo que casi se divide en A si

no es sección y para todo morfismo g : A→ C, con C ∈ A, que no es sección, existe un

morfismo g̃ : B → C tal que el siguiente diagrama conmuta:

A
f //

g
��

B

g̃��~
~

~
~

C
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Si f es un morfismo minimal izquierdo se dice que es un morfismo minimal izquierdo que

casi se divide en A.

Se dice que A tiene morfismos izquierdos que casi se dividen si para cada A ∈ A existe un

morfismo izquierdo que casi se divide que comienza en A.

g : B → C se dice que es morfismo derecho que casi se divide en A si no es retracción

y para todo morfismo f : A → C, con A ∈ A, que no es retracción, existe un morfismo

f̃ : A→ B tal que el siguiente diagrama conmuta:

A

f
��

f̃

��~
~

~
~

B
g // C

Si g es un morfismo minimal derecho se dice que es un morfismo minimal derecho que casi

se divide en A.

Se dice que A tiene morfismos derechos que casi se dividen si para todo A ∈ A existe un

morfismo derecho que casi se divide que termina en A.

A
f // B

g // C es sucesión que casi se divide en A si es sucesión exacta corta, f es

morfismo izquierdo que casi se divide en A y g es morfismo derecho que casi se divide en A.

Observación 1.5.8 Si A = Λ−mod entonces en las definiciones de 1.5.7 se omitira la referencia

a la categoŕıa. J

Proposición 1.5.9 Sean S un Λ-módulo simple no inyectivo y j : S → I(S) la envolvente

inyectiva de S entonces la proyección π : I(S)→ Cok j es un morfismo minimal izquierdo que

casi se divide.

Demostración.

Sea h : Cok j → Cok j tal que hπ = π, entonces h es epimorfismo ya que π es epimorfismo

y claramente h es un monomorfismo, es decir, h es un isomorfismo y aśı π es un morfismo minimal

izquierdo. Por otro lado π no es sección (de otra forma π es monomorfismo y S es cero lo que



48 Sergio S. Chan Castro

contradice la definición de S)y para g : I(S)→ L un Λ-morfismo que no es sección se tiene que

si Ker g = 0 entonces g es monomorfismo y se tiene el siguiente diagrama conmutativo

I(S) g //

1I(S)
��

L

~~|
|

|
|

I(S)

lo que contradice la definición de g, aśı Ker g 6= 0. Ahora bien si j(S) ∩Ker g = 0, considere el

morfismo ρ : I(S)→ I(S)/Ker g y sea n ∈ Ker ρ ◦ j, entonces j(n) ∈ Kerρ = Ker g por lo

que j(n) = 0 y aśı n = 0, es decir ρ ◦ j es un monomorfismo y al ser j un monomorfismo esencial

se tiene que ρ es un monomorfismo lo que contradice Ker g 6= 0, de modo que j(S)∩Ker g 6= 0.

Luego j(S) < Ker g y por el primer teorema de isomorf́ıa para módulos existe h : Cok j → L

tal que el siguiente diagrama conmuta:

I(S) g //

π

��

L

Cok j

h

<<z
z

z
z

z

�

Proposición 1.5.10 Sean A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) y g :

B → C un morfismo derecho que casi se divide en A entonces C es inescindible.

Demostración.

Sea C = C1 ⊕ C2 ⊕ . . . ⊕ Cl la descomposición de C en inescindibles y sea si con i ≤ l

la i-esima inclusión canonica. Si l > 1 entonces si no es retracción para cada i ≤ l y al ser A

cerrada bajo sumandos directos se tiene que Ci ∈ A de modo que existen morfismos ti : Ci → B

tales que se tienen diagramas conmutativos:

Ci

si
��

ti

~~~
~

~
~

B
g // C
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Aśı del diagrama conmutativo

C = C1 ⊕ . . .⊕ Cl
1C=(s1,...,sl)
��

(t1,...,tl)

wwnnnnnnnnnnnnn

B
g // C

se tiene que g es retracción lo que contradice que g sea morfismo derecho que casi se divide en

A, luego l = 1, es decir C es inescindible. �

Proposición 1.5.11 Sean A como antes ( no necesariamente cerrada bajo extensiones) y f :

A→ B un morfismo izquierdo que casi se divide en A entonces A es inescindible.

Demostración.

Sea A = A1⊕A2⊕ . . .⊕Al la descomposición de A en inescindibles y sean ri y si con i ≤ l

la i-esima proyección canónica y la i-esima inclusión canónica. Si l > 1 entonces ri no es sección

para cada i ≤ l y al ser A cerrada bajo sumandos directos se tiene que Ai ∈ A de modo que

existen morfismos ti : B → Ai tales que se tienen diagramas conmutativos:

A
f //

ri
��

B

ti~~~
~

~
~

Ai

de modo que 1A = Σsiri = Σsi(tif) = Σ(siti)f = (Σsiti) f , y aśı se tiene que f es sección lo

que contradice que f sea morfismo izquierdo que casi se divide en A, luego l = 1, es decir A es

inescindible. �

Lema 1.5.12 SeanA como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) y η : A f // B
g // C

conflación en A.

a) Si g es un morfismo minimal derecho que casi se divide en A entonces η es una sucesión

que casi se divide en A.

b) Si f es un morfismo minimal izquierdo que casi se divide en A entonces η es una sucesión

que casi se divide en A.
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Demostración.

a) Probaremos que todo morfismo h : A→ X con X ∈ A que no se factoriza a través de f

es una sección.

Sea h : A→ X algún morfismo que no se factoriza a través de f con X ∈ A, de modo que

por la proposición 1.3.9 se tiene un diagrama conmutativo

A
f //

h
��

B
g //

i
��

C

X
r // Y

t // C

.

Si t es retracción entonces por la proposición 1.5.4 r es sección, es decir, existe r̂ : Y → X tal

que 1X = r̂r, luego (r̂i)f = r̂(if) = r̂(rh) = (r̂r)h = h lo que contradice la hipótesis de h, de

modo que t no es retracción y aśı existe v : Y → B tal que gv = t ya que g es morfismo derecho

que casi se divide en A, luego, por el lema 1.3.1 se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

A
f //

h
��

B
g //

i
��

C

X
r //

u
���
�
� Y

t //

v
��

C

A
f // B

g // C

Como g es minimal, de la igualdad gvi = g se tiene que vi es isomorfismo, aśı que por el lema de

tres uh es isomorfismo, luego h es sección.

b ) Es análogo. �

Proposición 1.5.13 Sean A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) y η :

A
f // B

g // C sucesión exacta corta en A entonces los siguientes son equivalentes

i ) η es sucesión que casi se divide en A.

ii ) f es morfismo minimal izquierdo que casi se divide en A.

iii ) g es morfismo minimal derecho que casi se divide en A.

iv ) C es inescindible y f es morfismo izquierdo que casi se divide en A.
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v ) A es inescindible y g es morfismo derecho que casi se divide en A.

Demostración.

i ) ⇒ iv ) y i ) ⇒ v) se sigue de las proposiciones 1.5.10 y 1.5.11, iv ) ⇒ ii) y v ) ⇒ iii)

se siguen del lema 1.5.6 y finalmente ii) ⇒ i) y iii) ⇒ i) se deben al lema 1.5.12. �

Corolario 1.5.14 Sean A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) y

η : X i // Y d // Z

η′ : X i′ // Y ′
d′ // Z ′

sucesiones que casi se dividen en A entonces η y η′ son isomorfas.

Demostración.

Como i′ no es sección existe morfismo α : Y → Y ′ tal que αi = i′ de modo que se tiene el

siguiente diagrama conmutativo

X i // Y

α
��

d // Z

β
��

X i′ // Y ′ d′ // Z ′

Por otro lado como i no es sección existe morfismo α′ : Y ′ → Y tal que α′i′ = i, y aśı, se tiene

que αα′i′ = i′, de modo que αα′ es un isomorfismo ya que, por la proposición 1.5.13, se tiene

que i′ es morfismo minimal izquierdo, luego α es epimorfismo. Análogamente α es monomorfismo

ya que α′αi = i y i es morfismo minimal izquierdo, de modo que α es un isomorfismo y por el

lema de tres β también lo es. �

Corolario 1.5.15 Sean A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) y

η : X i // Y d // Z

η′ : X ′ i′ // Y ′
d′ // Z

sucesiones que casi se dividen en A entonces η y η′ son isomorfas.
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Demostración.

Análoga a la del corolario 1.5.14. �

1.5.2 Morfismos irreducibles.

Definición 1.5.16 Un morfismo M
h // N es irreducible si no es sección, no es retracción, y

si h = rs para morfismos s : M → X y r : X → N , entonces s es sección o r es retracción.

Observación 1.5.17 Si h : M → N es un morfismo irreducible entonces M 6= 0, N 6= 0 y h no

es isomorfismo. J

Lema 1.5.18 Sea h : M → N irreducible.

i.- h es monomorfismo o es epimorfismo.

ii.- Si h es monomorfismo entonces M es un sumando de cada submódulo propio de N que

contiene a h(M).

iii.- Si h es epimorfismo entonces N es sumando directo de M/I para cada submódulo I de N

tal que 0 6= I ⊂ kerh

Demostración

i)

Del diagrama conmutativo

M h //

π
��

N

M/kerh
ĥ

88pppppppppppp

si h es suprayectivo, ya acabamos. si suponemos que h no es suprayectivo entonces ĥ no es

retracción, luego π es una sección, aśı que h es inyectivo.
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ii)

Sea L � N tal que h(M) ≤ L, entonces se tiene un diagrama conmutativo

M
h //

h
��

N

L
. �

j

>>||||||||

donde j es la inclusión canónica, que al no ser suprayectiva implica que h : M → L es una sección.

iii)

Del diagrama conmutativo

M
h //

πI
��

N

M/I
ĥ

==zzzzzzzz

se tiene que ĥ es retracción ya que πI no es inyectivo. �

Lema 1.5.19 h : M → N irreducible, entonces h es un morfismo minimal derecho y un morfismo

minimal izquierdo.

Demostración

Comencemos probando que h es minimal derecho. Sea α : M → M tal que el siguiente

diagrama conmuta

M
h //

α
��

N

M
h

>>||||||||
.

Como h no es retracción entonces α es sección, luego α es un isomorfismo.

Ahora probemos que h es minimal izquierdo. Sea β : N → N tal que el siguiente diagrama

conmuta

M
h //

h !!CCCCCCCC N

β
��
N.

Como h no es sección se tiene que β es retracción, luego β es un isomorfismo. �
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Teorema 1.5.20 Sea C un Λ-módulo inescindible. Un morfismo g : B → C es irreducible si y

solo si existe algún morfismo g′ : B′ → C tal que (g, g′) : B qB′ → C es un morfismo minimal

derecho que casi se divide.

Demostración.

⇒)

Por el corolario v,1,17 existe un morfismo minimal derecho que casi se divide u : E → C.

Como g no es retracción existe s : B → E tal que el siguiente diagrama conmuta:

B
s

~~~~~~~~~~
g
��

E u // C

como u no es retracción se sigue que s es sección, aśı, tomando B′ = E/Im s, se tiene el

siguiente diagrama conmutativo

0 // B s // E π //

(rπ)
��

B′ // 0

0 // B
(1

0) // B ⊕B′ (0,1) // B′ // 0

de modo que
(
r
π

)
es un isomorfismo. Ahora sean u1 : B → C y u2 : B′ → C morfismos tales que

(u1, u2) = u
(
r
π

)−1
y sea h : X → C un morfismo que no es retracción, entonces existe h′ : X → E

tal que uh′ = h, luego (u1, u2)
(
r
π

)
h′ = uh′ = h, es decir (u1, u2) es morfismo derecho que casi

se divide y claramente es minimal, además, g = us = (u1, u2)
(
r
π

)
s = u1rs+ u2πs = u1.

⇐)

Sean r : X → C y s : B → X tales que g = rs, entonces se tiene un diagrama conmutativo:

B qB′

s 0

0 1


//

(g,g′)
))RRRRRRRRRRRRRRRR X qB′

(r,g′)
��
C
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Ahora bien, si r es retracción, hemos terminado. De otro modo, existe

u
v

 : X → B qB′

tal que el siguiente diagrama conmuta:

X(uv)
vvnnnnnnnnnnnnn

r
��

B qB′
(g,g′)

// C

Aśı, se tiene la conmutatividad del siguiente diagrama:

B qB′

s 0

0 1


//

(g,g′)
))RRRRRRRRRRRRRRRR X qB′

u 0

v 1


//

(r,g′)
��

B qB′

(g,g′)
uullllllllllllllll

C

luego

u 0

v 1


s 0

0 1

 es un isomorfismo, aśı que existe

α β

γ δ

 : X q B′ → B q B′ tal que

1 0

0 1

 =

α β

γ δ


s 0

0 1

 =

αs β

γs δ

, por lo tanto s es sección. �

Teorema 1.5.21 Sea A un Λ-módulo inescindible. Un morfismo f : A→ B es irreducible si y

solo si existe algún morfismo f ′ : A→ B′ tal que

f
f ′

 : A→ B qB′ es un morfismo minimal

izquierdo que casi se divide.

Demostración.

⇒)

Por el corolario V ,1,17 de [ARS1] existe un morfismo minimal izquierdo que casi se divide

v : A→ E. Como f no es sección existe t : E → B tal que el siguiente diagrama conmuta:

A
v //

f
��

E

r~~~~~~~~~~

B
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como v no es sección se sigue que r es retracción, aśı, tomando B′ = Ker r, se tiene el siguiente

diagrama conmutativo

0 // B′
(0

1) // B ⊕B′ (1,0) //

(s,i)
��

B // 0

0 // B′ i // E r // B // 0

de modo que (s, i) es un isomorfismo. Ahora sean v1 : A→ B y v2 : A→ B′ morfismos tales que(
v1
v2

)
= (s, i)−1v y sea h : A→ X un morfismo que no es sección, entonces existe h′ : E → X

tal que h′v = h, luego h′(s, i)
(
v1
v2

)
= h′v = h, es decir,

(
v1
v2

)
es morfismo izquierdo que casi se

divide y claramente es minimal, además, f = rv = r(s, i)
(
v1
v2

)
= rsv1 + riv2 = v1.

⇐)

Sean s : A→ X y r : X → B tales que f = rs, entonces se tiene un diagrama conmutativo

A
( sf ′)

uulllllllllllllll

( ff ′)��
X qB′ r 0

0 1


// B qB′

ahora bien, si s es sección, hemos terminado. De otro modo, existe (u, v) : B qB′ → X tal que

el siguiente diagrama conmuta:

A
( ff ′) //

s
��

B qB′

(u,v){{vvvvvvvvvv

X

Aśı, se tiene la conmutatividad del siguiente diagrama:

A
( ff ′)

uulllllllllllllll

( sf ′)
��

( ff ′)
))RRRRRRRRRRRRRRR

B qB′ u v

0 1


// X qB′ r 0

0 1


// B qB′
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luego

r 0

0 1


u v

0 1

 es un isomorfismo, aśı que existe

α β

γ δ

 : B q B′ → X q B′ tal que

1 0

0 1

 =

r 0

0 1


α β

γ δ

 =

rα rβ

γ δ

, por lo tanto r es retracción. �

Lema 1.5.22 Considere el diagrama exacto conmutativo

0 // A
f //

α
��

B
g //

β
��

C //

γ
��

0

0 // A′
f ′ // B′

g′ // C ′ // 0

entonces

a ) Si α y γ son monomorfismos entonces β es un monomorfismo.

b ) Si α y γ son epimorfismos entonces β es un epimorfismo.

c ) Existe un morfismo s : B → A′ tal que sf = α si y solo si existe un morfismo t : C → B′

tal que g′t = γ.

Demostración.

a ) Sea b ∈ B tal que β(b) = 0, entonces γg(b) = 0 de modo que existe a ∈ A tal que

f(a) = b, luego f ′α(a) = βf(a) = β(b) = 0 entonces a = 0 y aśı b = 0.

b ) Sea b′ ∈ B′ entonces existe b ∈ B tal que g′(b′) = γg(b) de modo que g′(β(b)− b′) = 0,

aśı existe a ∈ A tal que β(b)− b′ = f ′α(a) = βf(a), luego b′ = β
(
b− f(a)

)
.

c )

⇒) Sea c ∈ C, considere el mapeo t : C → B′ definido por t(c) = β(b) − f ′s(b) con

g(b) = c. Sean b, b′ inB tales que g(b) = g(b′) = c entonces existe a inA tal que f(a) = b− b′ y

aśı t(b−b′) = βf(a)−f ′sf(a) = βf(a)−f ′α(a) = 0, es decir t es un morfismo. Ahora bien, para

c ∈ C se tiene que g′t(c) = g′(β(b)− f ′s(b)) para g(b) = c, luego g′t(c) = g′β(b)− g′f ′s(b) =

g′β(b) = γg(b) = γ(c).
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⇐) Sea b ∈ B, luego g′
(
β(b)− tg(b)

)
= g′β(b)− g′tg(b) = g′β(b)− γg(b) = 0 y aśı existe

un único a′ ∈ A tal que f ′(a) = β(b)− tg(b) y se define el morfismo s : B → A′ como s(b) = a′

con f(a′) = β(b)− tg(b) de modo que para a inA se tiene que βf(a)− tgf(a) = βf(a) = f ′α(a)

y aśı tf(a) = α(a). �

Proposición 1.5.23 Sea δ : 0 // A
f // B

g // C // 0 una sucesión exacta.

a) f es un morfismo irreducible si y solo si δ no se divide y para cualquier morfismo h : X → C

o hay un morfismo t : X → B con h = gt o hay un morfismo s : B → X con g = hs.

b) Si f es morfismo irreducible, entonces EndΛ(C) es un anillo local, por lo tanto C es

inescindible.

c) g es un morfismo irreducible si y solo si δ no se divide y para todo morfismo h : A→ X o

hay un morfismo t : B → X tal que h = tf o hay un morfismo s : X → B con f = sh.

d) Si g es un morfismo irreducible, entonces EndΛ(A) es un anillo local, por lo tanto A es

inescindible.

Demostración.

a)

⇒) δ no se divide (pues de otro modo f seria una sección). Sea h : X → C un morfismo

arbitrario, luego, por la proposición 1.3.9 se tiene el siguiente diagrama exacto conmutativo

0 // A
j // Y v //

u
��

X //

h
��

0

0 // A
f // B

g // C // 0

.

Como f es irreducible u es retracción o j es sección.

Si j es sección, entonces v es retracción, es decir existe v̂ : X → Y tal que 1X = vv̂. Sea

t = uv̂, entonces gt = guv̂ = hvv̂ = h.

Si u es retracción existe û : B → Y X tal que 1B = uû. Sea s = vû, entonces hs = hvû =

guû = g.
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⇐) f no es sección ni retracción ya que δ no se divide. Sean u : A → Y , v : Y → B

morfismos tales que f = vu, luego se tiene el siguiente diagrama conmutativo

0 // A
u // Y

v
��

π // Coku

h
���
�
�

// 0

0 // A
f // B

g // C // 0

Por hipótesis existe t : Coku→ B con h = gt o existe s : B → Coku con g = hs.

En el primer caso se tiene que u es sección por el lema 1.5.22. Para el segundo caso como g

es epimorfismo entonces h es epimorfismo y por el lema 1.5.22 también v es un epimorfismo.

En el primer caso se tiene un diagrama conmutativo

Coku 1Coku

��

α

""F
F

F
F

F

t

((

Y π //

v
��

Coku

h
��

B g
// C

de donde π es retracción y por lo tanto u es sección.

Para el segundo caso se tiene un diagrama conmutativo

B s

��

α

  @
@

@
@

1B

''

Y
π //

v
��

Coku

h
��

B g
// C

de donde v es retracción.

b)

Si h ∈ EndΛ(C) no es un isomorfismo, entonces h no es un epimorfismo, de modo que por el

inciso a) existe algún morfismo t : C → B tal que h = gt, es decir h se factoriza a través de g.

Ahora supongamos que h es un Λ-isomorfismo que se factoriza a través de g, es decir h = gt

para algún t : C → B de modo que 1C = hh−1 = (gt)h−1 = g(th−1), luego g es retracción lo
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que contradice que δ no se divide, por lo tanto todo morfismo h : C → C que se factoriza a través

de g no es un isomorfismo. Aśı El conjunto de no unidades de EndΛ(C) es Im HomΛ(C, g).

Sea s ∈ EndΛ(C) y h ∈ Im HomΛ(C, g) entonces h no es monomorfismo y aśı sh no es

monomorfismo, de modo que sh ∈ Im HomΛ(C, g) y claramente hs ∈ HomΛ(C, g). Luego el

conjunto de no unidades de EndΛ(C) es un ideal de EndΛ(C), es decir, EndΛ(C) es un anillo

local, y, por lo tanto C es inescindible.

c)

⇒) δ no se divide (pues de otro modo g seria una retracción). Sea h : A→ X un morfismo

arbitrario, luego, por la proposición 1.3.9 se tiene el siguiente diagrama exacto conmutativo

0 // A
f //

h
��

B
g //

v
��

C // 0

0 // X
u // Y

r // C // 0

.

Como g es irreducible v es sección o r es retracción.

Si r es retracción, entonces u es sección, es decir existe û : Y → X tal que 1X = uû. Sea

t = ûv, entonces tf = ûvf = ûuh = h.

Si v es sección existe v̂ : Y → B tal que 1B = v̂v. Sea s = v̂u, entonces sh = v̂uh = v̂vf = f .

⇐) f no es sección ni retracción ya que δ no se divide. Sean u : B → Y , v : Y → C

morfismos tales que g = vu, luego se tiene el siguiente diagrama conmutativo

0 // A

h
���
�
�

f // B

u
��

g // C // 0

0 // ker v
σ // Y

v // C // 0
Por hipótesis existe t : B → ker v con h = tf o existe s : Ker v → B con f = sh.

En el primer caso se tiene un diagrama conmutativo

A
f //

h
��

B

u
�� t

��

ker v σ //

1ker v
00

Y
α

""F
F

F
F

ker v
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de donde σ es sección y por lo tanto v es retracción.

Para el segundo caso se tiene un diagrama conmutativo

A
f //

h
��

B

u
�� 1B





ker v σ //

s 22

Y
α

  @
@

@
@

B

de donde u es sección.

d)

Si h ∈ EndΛ(A) no es un isomorfismo, entonces h no es un monomorfismo, de modo que por

el inciso a) existe algún morfismo t : B → A tal que h = tf , es decir h se factoriza a través de f .

Ahora supongamos que h es un Λ-isomorfismo que se factoriza a través de f , es decir h = tf

para algún t : B → A de modo que 1A = h−1h = h−1tf = (h−1t)f , luego f es sección lo que

contradice que δ no se divide, por lo tanto todo morfismo h : A→ A que se factoriza a través de

f no es un isomorfismo. Aśı El conjunto de no unidades de EndΛ(A) es Im HomΛ(f, A).

Sea s ∈ EndΛ(A) y h ∈ Im HomΛ(f, A) entonces h no es epimorfismo y aśı hs no es

epimorfismo, de modo que hs ∈ Im HomΛ(f, A) y claramente sh ∈ HomΛ(f, A). Luego el

conjunto de no unidades de EndΛ(A) es un ideal de EndΛ(A), es decir, EndΛ(A) es un anillo

local, y, por lo tanto A es inescindible. �

Corolario 1.5.24

a) Si f : A→ B es un monomorfismo irreducible con B inescindible, entonces cada morfismo

irreducible h : X → Cokf es un epimorfismo.

b) Si g : B → C es un epimorfismo irreducible con B inescindible, entonces cada morfismo

irreducible h : kerg → Y es un monomorfismo.
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Demostración.

a)

Al ser f irreducible por la proposición 1.5.23 se tiene alguno de los siguientes diagramas

conmutativos:

X

h
��

0 // A
f // B

π //

t

<<z
z

z
z

z
cokf // 0

X

h
��

s

||z
z

z
z

z

0 // A
f // B

π // cokf // 0

En el prime caso h es suprayectiva al ser π suprayectiva.

En el segundo caso al ser h morfismo irreducible, se tiene que s es sección, de modo que

Im f es sumando directo de B y aśı s es suprayectivo, luego h es suprayectivo.

b)

Al ser g irreducible, por la proposición 1.5.23 se tiene alguno de los siguientes diagramas

conmutativos:

0 // ker g σ //

h
��

B
g // C // 0

Y

s

<<y
y

y
y

y

0 // ker g σ //

h
��

B
g //

t
||y

y
y

y
y

C // 0

Y

En el primer caso h es inyectivo al ser σ inyectivo.

En el segundo caso al ser h un morfismo irreducible, se tiene que t es retracción, de modo que

existe t̂ : Y → B con 1Y = tt̂, luego Im t̂ es sumando directo de B, aśı t̂ es un isomorfismo, por

lo tanto t es inyectivo, luego h es inyectivo. �
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Subcategoŕıas covariantemente finitas y contrava-

riantemente finitas

En esta sección Λ es una k álgebra de Artin, A es una subcategoria plena de Λ−mod que es

cerrada bajo sumandos directos, cerrada bajo isomorfismos y a menos que se diga lo contrario

cerrada bajo extensiones. A lo largo de esta sección se definiran las subcategoŕıas covariantemente

finitas y contravariantemente finitas que se utilizan para establecer en el capitulo cinco una

condición suficiente para que una subcategoŕıa tenga sucesiones que casi se dividen, también se

daran las nociones de subcategoŕıas funtorialmente finitas y homológicamente finitas para concluir

la sección con la construcción de la álgebra de Kronecker.

2.1 subcategoŕıas covariantemente finitas y contravarian-

temente finitas

Definición 2.1.1 Dado M ∈ Λ − mod, una A-aproximación derecha de M , es un morfismo

gM : rAM → M , con rAM ∈ A, y tal que, para cada morfismo f : X → M , con X ∈ A, se

factoriza a través de gM , es decir, existe algún morfismo h : X → rAM tal que gMh = f.

Se dice que gM es una A-aproximación derecha minimal de M si gM es una A-aproximación

63
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derecha y es un morfismo minimal derecho.

Definición 2.1.2 Sean A ⊂ C subcategoŕıas plenas de Λ−mod cerradas bajo sumandos directos,

cerradas bajo isomorfia y cerradas bajo sumas directas se dice que A es contravariantemente

finita en C, si todo objeto de C tiene una A-aproximación derecha.

Ejemplo 2.1.3 La categória τΛ, definida en el capitulo uno; es contravariantemente finita en

Λ−mod de acuerdo con la proposición 4,6 de [AS1] ya que τΛ es cerrada bajo módulos factor1. J

Definición 2.1.4 Dado M ∈ Λ −mod, una A-aproximación izquierda de M , es un morfismo

fM : M → lAM , con lAM ∈ A, y tal que para cada morfismo f : M → Y con Y ∈ A se

factoriza a través de fM , es decir, existe algún morfismo h : lAM → Y tal que hgM = f.

Se dice que gM es una A-aproximación izquierda minimal de M si gM es una A-aproximación

izquierda y es un morfismo minimal izquierdo.

Definición 2.1.5 Sean A ⊂ C subcategoŕıas plenas de Λ−mod cerradas bajo sumandos directos,

cerradas bajo isomorfia y cerradas bajo sumas directas se dice que A es covariantemente finita en

C, si todo objeto de C tiene una A-aproximación izquierda.

Ejemplo 2.1.6 La categoria pd1, definida en el capitulo uno; es covariantemente finita en Λ−mod

de acuerdo con la proposición 4.2 de [AR1].

Lema 2.1.7 Sea M ∈ Λ−mod con g1 : L1 → M y g2 : L2 → M A-aproximaciones derechas

minimales de M . Entonces L1 y L2 son isomorfos.

Demostración Como g1 y g2 son A-aproximaciones, existen morfismos u : L1 → L2 y

t : L2 → L1 tales que ug2 = g1 y tg1 = g2 luego, como g1 y g2 son minimales, del diagrama

1C ⊂ Λ−mod es cerrada bajo módulos factor si todo epimorfismo f : M → N con M ∈ C implica que N ∈ C.
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conmutativo

L1

u

��

g1

  AAAAAAAA

L2

t
��

g2 //M

L1

u

��

g1

>>}}}}}}}}

L2

g2

FF���������������

ut y tu son automorfismos, y aśı u y t son isomorfismos. �

Lema 2.1.8 Sea M ∈ Λ−mod con f1 : M → L1 y g2 : M → L2 A-aproximaciones izquierdas

minimales de M . Entonces L1 y L2 son isomorfos.

Demostración Análogo al lema anterior. �

Lema 2.1.9 Sean A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) y M ∈ Λ−mod.

Entonces:

M tiene una A-aproximación derecha si y solo si tiene una A-aproximación derecha minimal.

M tiene una A-aproximación izquierda si y solo si tiene una A-aproximación izquierda

minimal.

Demostración.

Sea gM : rAM → M una A-aproximación derecha de M , por el teorema I.2.2 de [ARS1]

existe un diagrama conmutativo

rAM
gM //M

L⊕N
(g,0)

;;wwwwwwwww

donde g, además de ser minimal, es la restricción de gM a L. Luego L,N ∈ A por ser A cerrada

bajo sumandos directos. Probaremos que g es una A-aproximación minimal derecha de M .
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Sea f : X →M con X ∈ A, de modo que se tiene el diagrama conmutativo:

X
h

||y
y

y
y

y
f
��

rAM
gM //

πL
""EEEEEEEEE M

L

g

OO

aśı f = gMh = gπLh, y por lo tanto g es una A-aproximación derecha minimal de M .

La segunda parte es análoga. �

En base al lema 2.1.9 siempre que exista una A-aproximación derecha (izquierda) de M ,

existirá una A-aproximación derecha (izquierda) minimal que, por el lema 2.1.7 (2.1.8) esta

determinada de forma única para M . Aśı a partir de ahora rAM
gM //M ( M fM // lAM )

denotará una A-aproximación derecha (izquierda) minimal de M .

Lema 2.1.10 Considere el diagrama conmutativo exacto en Λ−mod

0 // A
f //

s
��

B
g //

t
��

C // 0

0 // L
u //M

v // C // 0

a ) Si s es morfismo minimal derecho entonces t también lo es.

b ) Si s es una A-aproximación derecha de L, g es morfismo derecho que casi se divide en A y

la sucesión inferior no se divide entonces t es una A-aproximación derecha de M .

c ) Para X ∈ Λ−mod, Si todo morfismo X → M se factoriza a través de t entonces todo

morfismo X → L se factoriza a través de s.

Demostración.

a ) Sea j : B → B tal que el siguiente diagrama conmuta

B
t //

j
��

M

B
t

>>}}}}}}}}
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entonces gj = vtj = vt = g, aśı existe morfismo h : A→ A tal que se tiene el siguiente diagrama

conmutativo

0 // A
f //

h
��

B
g //

j
��

C // 0

0 // A
f //

s
��

B
g //

t
��

C // 0

0 // L u //M v // C // 0
de donde sh = s de modo que h es isomorfismo ya que s es minimal y por el lema de tres j es

isomorfismo.

b ) Como C y A pertenecen a A se tiene que B ∈ A ya que A es cerrada bajo extensiones.

Sea k : X →M morfismo con X ∈ A, como v no es retraccion, tampoco lo es vk y aśı existe

morfismo q : X → B tal que el diagrama

X
q

~~}}}}}}}}
vk
��

B
g // C

conmuta, de modo que v(k − tq) = vk − vtq = 0 y existe morfismo p : X → L tal que

up = k − tq, luego existe l : X → A tal que sl = p ya que s es A-aproximación de L, además

k = up+ tq = tq + usl = tq + tf l = t(q + fl), es decir, k se factoriza a través de t.

c ) Sea p : X → L un morfismo en Λ−mod entonces se tiene diagrama conmutativo

X

p
��

q

���
�

�
�

�
�

�
�

L

u
��

B t //M

y aśı del diagrama de pull − back

X q

��

p

''

A
f //

s
��

B

t
��

L u //M
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se tiene que existe k : X → A tal que p = sk, es decir p se factoriza a través de s. �

Proposición 2.1.11 Sean M,N ∈ Λ−mod. Si rAM
gM //M , rAN

gN // N sonA-aproximaciones

derechas minimales de M y N respectivamente, entonces

rAM q rAN

gM 0

0 gN


//M qN

es una A-aproximación derecha minimal de M qN .

Demostración. Sea X

α
β


//M qN un morfismo con X ∈ A, luego existen α, β tales que

los siguientes diagramas conmutan:

rAM
gM //M rAN

gN // N

X

α

OO�
�
� α

<<yyyyyyyyy
X

β

OO�
�
� β

<<zzzzzzzzz

de modo que se tiene la conmutatividad del diagrama

rAM q rAN

gM 0

0 gN


//M qN

X

α
β


OO

α
β



99ssssssssssssssssssssss

aśı rAM q rAN

gM 0

0 gN


//M qN es una A-aproximación derecha de MqN y por el corolario

II. 2.4 de [ARS1] es una A-aproximación derecha minimal de M qN . �

Corolario 2.1.12 Sea A como antes(no necesariamente cerrada bajo extensiones) y todo Λ -

módulo inescindible tiene una A-aproximación derecha entonces A es contravariantemente finita.
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Demostración.

Se sigue del teorema de Krull-Schmidt (ver teorema 12.9 de [AF1]) y la proposición 2.1.11. �

Proposición 2.1.13 Sean M,N ∈ Λ−mod. Si M fM // lAM , N fN // lAN sonA-aproximaciones

izquierdas minimales de M y N respectivamente, entonces

M qN

fM 0

0 fN


// lAM q lAN

es una A-aproximación izquierda minimal de M qN .

Demostración.

Sea M qN (α,β) // X un morfismo con X ∈ A, luego existen α, β tales que los siguientes

diagramas conmutan:

M
fM //

α
��

lAM

α||y
y

y
y

N
fN //

β
��

lAN

β}}z
z

z
z

X X

de modo que se tiene la conmutatividad del diagrama

M qN

(α,β)

��

fM 0

0 fN


// lAM q lAN

(α,β)

yysssssssssssssssssssss

X

aśı M qN

fM 0

0 fN


// lAM q lAN es una A-aproximación izquierda de M qN .
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Por el teorema II. 3. 3 de [ARS1] existe una dualidad D : Λ−mod→ (Λ)op −mod al ser Λ

una álgebra de Artin. De modo que

D (lAM q lAN)

D


fM 0

0 fN



// D (M qN)

= D (lAM)qD (lAN)

D(fM) 0

0 D(fN)


// D(M)qD(N)

es minimal derecho por el corolario II.2.4 de [ARS1], luego M qN

fM 0

0 fN


// lAM q lAN es

una A-aproximación izquierda minimal de M qN . �

Corolario 2.1.14 Sea A como antes(no necesariamente cerrada bajo extensiones) y todo Λ -

módulo inescindible tiene una A-aproximación izquierda entonces A es covariantemente finita.

Demostración.

Se sigue del teorema de Krull-Schmidt (ver teorema 12.9 de [AF1]) y la proposición 2.1.13. �

Lema 2.1.15 Sea A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) y D : Λ−mod→

(Λ)op −mod la dualidad presentada en el teorema II. 3. 3 de [ARS1] entonces

A es contravariantemente finita en Λ−mod si y solo si D(A) es covariantemente finita en

(Λ)op −mod.

A es covariantemente finita en Λ−mod si y solo si D(A) es contravariantemente finita en

(Λ)op −mod.
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Demostración.

Sea Z ∈ (Λ)op −mod luego existe Z ′ ∈ Λ−mod tal que D(Z ′) ∼= Z. Sea gZ′ : rAZ ′ → Z ′

A-aproximación derecha de Z ′ de modo que para todo morfismo f : D(Z ′) → D(Y ) con

D(Y ) ∈ D(A) existe morfismo h : D(rAZ ′)→ D(Y ) tal que el siguiente diagrama conmuta

D(Z ′) D(gZ′ )//

f

��

D(rAZ ′)

hyys s
s

s
s

D(Y )

ya que el siguiente diagrama conmuta

rAZ
′ gZ′ // Z ′

Y

h′

OO�
�
� D(f)

<<yyyyyyyyy

es decir D(gZ′) : D(Z ′) → D(rAZ ′) es A-aproximación izquierda de D(Z ′). Luego para todo

morfismo α : Z → D(Y ) con D(Y ) ∈ D(A) existe β : D(rAZ ′) → D(Y ) tal que el siguiente

diagrama conmuta

D(Z ′)D(gZ′ )//

ϕ

��

D(rAZ ′)

β

���
�

�
�

�
�

�
�

�

Z

α
��

D(Y )

donde ϕ es isomorfismo, de modo que D(gZ′)ϕ−1 : Z → D(rAZ ′) es A-aproximación izquierda

de Z.

La segunda parte es análoga. �

Proposición 2.1.16 Sean A, C y D subcategoŕıas plenas de Λ−mod con A contravariantemente

finita en C y C contravariantemente finita en D entonces A es contravariantemente finita en D

Demostración.

Sean D ∈ D, gD : rCD → D C-aproximación derecha de D y grCD : rArCD → rCD A-

aproximación derecha de rCD. Sea h : X → D morfismo con X ∈ A entonces existe h̃ : X → rCD
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tal que el siguiente diagrama conmuta

rCD
gD // D

X

h̃

OO�
�
� h

=={{{{{{{{{

ya que X ∈ C luego existe morfismo ĥ : X → rArCD tal que el siguiente diagrama conmuta

rArCD
grCD // rCD

X

ĥ

OO�
�
� h̃

::uuuuuuuuuu

aśı el siguiente diagrama conmuta

rArCD
gDgrCD // D

X

ĥ

OO

h

77nnnnnnnnnnnnnnn

de modo que gDgrCD : rArCD → D es A-aproximación derecha de D. �

Proposición 2.1.17 Sean A, C y D subcategoŕıas plenas de Λ−mod con A covariantemente

finita en C y C covariantemente finita en D entonces A es covariantemente finita en D

Demostración.

Es análogo a la proposición 2.1.16. �

Definición 2.1.18 Sean Λ =

T 0

M U

 una R-álgebra de matrices triangulares, Γ subcategoŕıa

plena de T −mod y Υ subcategoŕıa plena de U −mod.

ΛΥ
Γ es la subcategoŕıa plena de Λ−mod de las ternas (U, V, f) tales que U ∈ Υ y V ∈ Γ.

Teorema 2.1.19 Sea Λ =

T 0

M U

 una R-álgebra de Artin de matrices triangulares entonces

a ) ΛΥ
Γ es contravariantemente finita si y solo si Υ y Γ son contravariantemente finitas.
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b ) ΛΓ
Υ es covariantemente finita si y solo si Υ y Γ son covariantemente finitas.

Demostración.

a )

⇒) Sea X ∈ T −mod y h : A→ X con A ∈ Γ, considere los Λ-módulos (X, 0, 0) y (A, 0, 0).

Sea (α, β) : (X ′, Y ′, f) → (X, 0, 0) una ΛΥ
Γ -aproximación derecha de (X, 0, 0), aśı existe un

morfismo (γ, δ) tal que el siguiente diagrama conmuta:

(A, 0, 0)
(h,0)
��

(γ,δ)

xxpppppppppp

(X ′, Y ′, f) (α,β) // (X, 0, 0)

de modo que h = αγ. Luego α es una Γ-aproximación derecha de X. Luego Γ es contravariante-

mente finito.

Sea Y ∈ U y h : B → Y con B ∈ Υ, considere los Λ-módulos (0, Y, 0) y (0, B, 0). Sea

(α, β) : (X ′, Y ′, f) → (0, Y, 0) una ΛΥ
Γ -aproximación derecha de (0, Y, 0) aśı existe morfismo

(γ, δ) tal que el siguiente diagrama conmuta:

(0, B, 0)
(0,h)
��

(γ,δ)

xxqqqqqqqqqqq

(X ′, Y ′, f) (α,β) // (0, Y, 0)

de modo que h = βδ. Luego β es una Υ-aproximación derecha de Y . Luego Υ es contravariante-

mente finito.

⇐) Sea (X, Y, g) ∈ Λ − mod, de modo que X ∈ T − mod, Y ∈ U − mod y g : X →

HomU(M,Y ) es un U -morfismo. Sea tY : YΥ → Y una Υ-aproximación derecha de Y , ahora

considere el diagrama de pull − back

Z
ω //

θ
��

X

g

��
HomU(M,YΥ) tY∗ // HomU(M,Y )

.

Sea sZ : ZΓ → Z una Γ-aproximación derecha de Z. Se probara que (ωsZ , tY ) : (ZΓ, YΥ, θsZ)→

(X, Y, g) es una ΛΥ
Γ -aproximación derecha de (X, Y, g).
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Sea (α, β) : (A,B, f)→ (X, Y, g) morfismo con (A,B, f) ∈ ΛΥ
Γ , aśı existe γ : B → YΥ tal

que tY γ = β ya que B ∈ Υ y tY es una Υ-aproximación. De modo que se tiene el siguiente

diagrama conmutativo:

A α

%%

γ∗f

''

Z ω //

θ
��

X

g

��
HomU(M,YΥ)

tY∗

// HomU(M,Y )

entonces existe un único δ : A→ Z tal que ωδ = α y θδ = γ∗f , aśı existe η : A→ ZΓ tal que

sZη = δ ya que A ∈ Γ y sZ es una Γ-aproximación. Luego del diagrama conmutativo

A
η //

f
��

ZΓ

θsZ
��

HomU(M,B) γ∗
// HomU(M,YΥ)

se tiene que (η, γ) ∈ HomΛΥ
Γ

(
(A,B, f), (ZΓ, YΥ, θsZ)

)
, además el siguiente diagrama conmuta

(ZΓ, YΥ, θsZ) (ωsZ ,tY ) // (X, Y, g)

(A,B, f)
(α,β)

88qqqqqqqqqq(η,γ)

ggOOOOOOOOOOO

b )

⇒) Sea X ∈ T y h : X → A con A ∈ Γ, considere los Λ-módulos (X, 0, 0) y (A, 0, 0). Sea

(α, β) : (X, 0, 0)→ (X ′, Y ′, f) una ΛΥ
Γ -aproximación izquierda de (X, 0, 0) aśı existe morfismo

(γ, δ) tal que el siguiente diagrama conmuta:

(X, 0, 0) (α,β)//

(h,0)
��

(X ′, Y ′, f)
(γ,δ)

xxpppppppppp

(A, 0, 0)

de modo que h = γα. Luego α es una Γ-aproximación izquierda de X. Luego Γ es covariantemente

finito.
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Sea Y ∈ U y h : Y → B con B ∈ Υ, considere los Λ-módulos (0, Y, 0) y (0, B, 0). Sea

(α, β) : (0, Y, 0) → (X ′, Y ′, f) una ΛΥ
Γ -aproximación izquierda de (0, Y, 0) aśı existe morfismo

(γ, δ) tal que el siguiente diagrama conmuta:

(0, Y, 0) (α,β)//

(0,h)
��

(X ′, Y ′, f)
(γ,δ)

xxqqqqqqqqqqq

(0, B, 0)

de modo que h = δβ. Luego β es una Υ-aproximación izquierda de Y . Luego Υ es covariantemente

finito.

⇐) Sea (X, Y, g) ∈ Λ−mod, de modo que X ∈ T −mod, Y ∈ U−mod y g : M⊗T X → Y

es un U -morfismo. Sea sX : X → XΓ una Γ-aproximación izquierda de X, ahora considere el

diagrama de push− out

M ⊗T X
g //

1⊗sX
��

Y

ω

��
M ⊗T XΓ

θ // E .

Sea tE : E → EΥ una Υ-aproximación izquierda de E. Se probara que (sX , tEω) : (X, Y, g)→

(XΓ, EΥ, tEθ) es una ΛΥ
Γ -aproximación izquierda de (X, Y, g).

Sea (α, β) : (X, Y, g)→ (A,B, f) morfismo con (A,B, f) ∈ ΛΥ
Γ , aśı existe γ : XΓ → A tal

que γsX = α ya que A ∈ Γ y sX es una Γ-aproximación. De modo que se tiene el siguiente

diagrama conmutativo:

M ⊗T X
g //

1⊗sX
��

Y

ω

�� β





M ⊗T XΓ
θ //

f◦(1⊗γ) 22

E

B

entonces existe un único δ : E → B tal que δω = β y δθ = f ◦ (1⊗ γ), aśı existe η : EΥ → B

tal que ηtE = δ ya que B ∈ Υ y tE es una Υ-aproximación. Luego del diagrama conmutativo

M ⊗T XΓ
tEθ //

1⊗γ
��

EΥ

η

��
M ⊗T A f

// B
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se tiene que (γ, η) ∈ HomΛΥ
Γ

(
(XΓ, EΥ, tEθ), (A,B, f)

)
, además el siguiente diagrama conmuta

(X, Y, g)

(α,β) &&MMMMMMMMMM

(sX ,tEω) // (XΓ, EΥ, tEθ)

(γ,η)wwoooooooooooo

(A,B, f)

�

Proposición 2.1.20 Sea A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones).

Si A es contravariantemente finita, entonces A tiene morfismos derechos que casi se dividen.

Si A es covariantemente finita, entonces A tiene morfismos izquierdos que casi se dividen.

Demostración.

Por el corolario V .1.17 de [ARS1] existe un morfismo minimal derecho que casi de divide

B
d // C en Λ−mod con C ∈ A.

Si B ∈ A hemos terminado.

Si B /∈ A, entonces al ser A contravariantemente finita, B tiene una A-aproximación

derecha minimal rAB
gB // B . Probaremos que dgB es un morfismo derecho que casi se

divide.

dgB no es un epimorfismo que se divide, pues si lo fuese existiŕıa s : C → rAB tal que

(dgB)s = 1C lo que contradice que d es un morfismo derecho que casi se divide.

Ahora consideremos un morfismo f : X → C tal que X ∈ A y f no es un epimorfismo que

se divide, entonces tenemos un diagrama conmutativo:

X
t

vvn n n n n n n n

s
��~

~
~

~
f
��

rAB
gB // B

d // C

lo que muestra que dgB es un morfismo derecho que casi se divide.

La segunda parte es análoga. �
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2.2 subcategoŕıas homológicamente finitas y funtorial-

mente finitas

Definición 2.2.1 Sea A subcategoŕıa plena de C como antes (no necesariamente cerrada bajo

extensiones).

Se dice que A es funtorialmente finita en C si A es contravariantemente finita en C y

covariantemente finita en C.

Se dice que A es homológicamente finita en C si A es contravariantemente finita en C o si

A es covariantemente finita en C.

Proposición 2.2.2 Sea A subcategoria plena, cerrada bajo sumas directas, cerrada bajo isomor-

fismos y cerrada bajo sumandos directos de Λ−mod. Si las clases de isomorf́ıa de inescindibles

de A conforman un conjunto finito. Entonces A es funtorialmente finita.

Demostración.

Sea {X1, X2, . . . Xn} una lista completa (sin repeticiones) de representantes de clases de

isomorf́ıa de inescindibles de A. Sea Z ∈ Λ−mod inescindible. Recordemos que HomΛ(Xi, Z)

es finitamente generado como R-módulo y es finitamente generado como EndΛ(Xi)op-módulo.

[ARS1]

Sean {f1, . . . , fsi} un conjunto de generadores de HomΛ(Xi, Z) como EndΛ(Xi)op-módulo

y sea gi el morfismo Xi
∐
. . .
∐
Xi

(f1,...,fsi ) // Z
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Sea f ∈ HomΛ(Xi, Z) y f = α1f1 + · · ·+ αsifsi con αj ∈ EndΛ(Xi), para j ∈ {1, . . . , si}.

Entonces tenemos un diagrama conmutativo

Xi


α1
...

αsi


{{wwwwwwwwwwww

f

��si∐
j=1

Xi

(f1,...,fsi )
gi

// Z

Ahora sean h1, h2, . . . , hl ∈ HomΛ(Xi, Z), y sean β1, . . . , βl ∈ HomΛ(Xi,
si∐
i=1

Xi) tales que

giβs = hs para cada s (s ∈ {1, . . . l}). Entonces tenemos un diagrama conmutativo

l∐
s=1

Xi

(β1,...,βl)

||yyyyyyyyyyyyy

(h1,...,hl)

��si∐
j=1

Xi gi
// Z

Sea θ ∈ HomΛ(X,Z) con X ∈ A, de modo que hay un isomorfismo

ϕ : X → m1X1
∐
m2X2

∐
· · ·

∐
mnXn

. Consideremos ahora la siguiente composición

γi : miXi
µi //m1X1

∐ · · ·∐mnXn
ϕ−1
// X

θ // Z

donde µi es la inclusión canónica.

Luego, existen morfismos β̂i : miXi →
si∐
j=1
Xi tales que γi = giβ̂i. Luego tenemos un diagrama

conmutativo

m1X1
∐ · · ·∐mnXn

β̂1
∐
···
∐
β̂n

��
(γ1,...,γn)

((PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP X
ϕoo

θ

��
s1X1

∐ · · ·∐ snXn (g1,...gn)
// Z
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En otras palabras (g1, . . . , gn) es una A-aproximación derecha de Z. De esta forma A es

contravariantemente finita en A.

Para la segunda parte considere D : Λ −mod → Λop −mod la dualidad presentada en el

teorema II.3.3 de [ARS1]. Luego las clases de isomorfia de inescindibles de D(A) conforman un

conjunto finito y aśı D(A) es contravariantemente finito en (Λ)op −mod, entonces por el lema

2.1.15 se tiene que A es covariantemente finito en Λ−mod. �

Proposición 2.2.3 Si la dimensión proyectiva de la envolvente inyectiva de Λ como Λ-módulo

izquierdo es menor o igual a 1 entonces pd1 es funtorialmente finita en Λ−mod.

Demostración.

Sea I0(Λ) la envolvente inyectiva de Λ como Λ-módulo izquierdo y supongamos la hipótesis.

Sean X ∈ Λ−mod, P1
f1 // P0

f0 // X una presentación proyectiva de X y 0 // P1
g1 // I

la envolvente inyectiva de P1, aśı se tiene el siguiente diagrama conmutativo

0 // P1
(f1g1) // P0 q I π //

(1,0)
��

Y //

h
���
�
� 0

P1
f1 // P0

f0 // X // 0,

donde h es el morfismo inducido,
(
f1
g1

)
es inyectivo ya que g1 es inyectivo y Y es el cokernel de

(
f1
g1

)
.

Además h es suprayectivo ya que (f0, 0) es suprayectivo. Por otro lado, sea Q1⊕Q2⊕· · ·⊕Qn = P1

la descomposición de P1 en inescindibles. Luego I = I1⊕ I2⊕ · · · ⊕ In, donde Ij es la envolvente

inyectiva de Qj, de modo que Ij es sumando directo de I0, la envolvente inyectiva de Λ ya que

Qj es sumando directo de Λ. Aśı I ∈ pd1.

Luego, por la proposición 1.2.16 y el lema 1.2.14 se tiene que Y ∈ pd1. Por otro lado, existe

morfismo α : I → K tal que el siguiente diagrama conmuta

I

π(0,1)
��

α

xxqqqqqqqqqqqqq
0

&&MMMMMMMMMMMMM

K
i // Y

h // X,
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donde K = Ker h. Ahora, sean c ∈ K y
(
p
a

)
∈ P0 q I tal que π

((
p
a

))
= c, de modo que

0 = h(c) = hπ
((

p
a

))
= f0(1, 0)

((
p
a

))
= f0(p), aśı existe p′ ∈ P1 tal que f1(p′) = p, luego

π
((

p
a

)
−
(
f1
g1

)
(p′)

)
= c y α(a−g1(p)) = c, es decir α es epimorfismo. Luego de la sucesión exacta

0 // K0 // I
α // K // 0 se tiene la sucesión exacta

0 // HomΛ(Z,K0) // HomΛ(Z, I) // HomΛ(Z,K)BC
GF@A

// Ext1Λ(Z,K0) // Ext1Λ(Z, I) = 0 // Ext1Λ(Z,K)BC
GF@A

// Ext2Λ(Z,X) = 0,

para Z ∈ pd1, de modo que ExtΛ(Z,K) = 0 y de la sucesión exacta

0 // HomΛ(Z,K) // HomΛ(Z, Y ) h∗ // HomΛ(Z,X) // Ext1Λ(Z,K)

se concluye que h es una pd1-aproximación derecha de X. Luego pd1 es contravariantemente

finito y por el ejemplo 2.1.6 se tiene que pd1 es funtorialmente finita. �

Observación 2.2.4 Si Λ en un álgebra hereditaria entonces cumple con las hipótesis de la

proposición 2.2.3. J

2.2.1 El álgebra de Kronecker

Sea k un campo algebraicamente cerrado. La k-álgebra de Kronecker es la k álgebra de

dimensión finita asociada al carcaj:

Q : · ·
α

ee

β

yy

Este es un ejemplo de una k-álgebra de Artin y la denotaremos por Γ. Todo Γ-módulo puede ser

representado por

U V

Tα

ff

Tβ

xx
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donde U y V son k-espacios vectoriales, Tα y Tβ son transformaciones lineales. Todo morfismo de

Γ-módulos puede ser representado como transformaciones lineales T1 y T2 que hacen conmutar el

siguiente diagrama

U

T1

��

V

Tα

gg

Tβ

ww

T2

��
U ′ V ′

T ′α

gg

T ′β

ww

Ahora, para n ∈ N se definen los siguientes módulos

Qn : kn+1 kn

fα

kk

fβ
ss

Jn : kn kn+1

gα

jj

gβ
tt

Mn
c : kn kn

Jnc
ss

I

kk

Mn
∞ : kn kn

I
ss

Jn0

kk

donde fα =
(

0
I

)
, fβ =

(
I
0

)
, gα = (0, I), gβ = (I, 0) y Jnc es la matriz de Jordan de dimensión n y

eigenvalor c.

Lema 2.2.5 Sea n ∈ N,

a ) Qn es inescindible.

b ) Jn es inescindible.
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c ) Mn
∞ es inescindible.

d ) Mn
c es inescindible para todo c ∈ k.

Demostración.

a ) Sean {aij} y {bij} matrices tales que el siguiente diagrama conmuta

kn+1

{aij}

��

kn

fα

hh

fβ
uu

{bij}

��
kn+1 kn

fα

hh

fβ
uu

De modo que



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an+11 an+12 · · · an+1n


= {aij}fβ = fβ{bij} =



b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
... ... . . . ...

bn1 bn2 · · · bnn

0 0 · · · 0


y 

a12 a13 · · · a1n+1

a22 a23 · · · a2n+1
... ... . . . ...

an+12 an+13 · · · an+1n+1


= {aij}fα = fα{bij} =



0 0 · · · 0

b11 b12 · · · b1n
... ... . . . ...

bn1 bn2 · · · bnn


.

Aśı, a11 = a22 = · · · = ann = b11 = b22 = · · · = bnn, aij = bij = 0 para i 6= j y

an+1j = ajn+1 = 0 para 1 ≤ j ≤ n+ 1. De esta forma EndΓ(Qn) ∼= k, luego EndΓ(Qn) es un

anillo local, es decir, Qn es un Γ-módulo inescindible.

La parte b ) es análoga.
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c ) Sean {aij} y {bij} matrices tales que el siguiente diagrama conmuta

kn

{aij}

��

kn
I

vv

Jn0

hh

{bij}

��
kn+1 kn,

I
uu

Jn0

hh



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann





a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann


=



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann


y 

b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
... ... . . . · · ·

bn1 bn2 · · · bnn





b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
... ... . . . · · ·

bn1 bn2 · · · bnn


=



b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
... ... . . . · · ·

bn1 bn2 · · · bnn


;

es decir, la pareja de transformaciones lineales ({aij}, {bij}) es un idempotente en el anillo

EndΓ(Mn
∞). De modo que {aij} = {bij} y

a12 a13 · · · a1n 0

a22 a23 · · · a2n 0
... ... . . . ... ...

an2 an2 · · · ann 0


= {aij}Jn0 = {bij}Jn0 =



0 0 · · · 0 0

a11 a12 · · · a1n−1 a1n
... ... . . . ... ...

an−11 an−12 · · · an−1n−1 an−1n


Aśı, aij = 0 para i ≤ j y aij = ai−1j−1. Luego de la igualdad a2

11 = a11 se tiene que a11 = 0

o a11 = 1 ya que k es un campo; por otro lado, de la igualdad a21a11 + a11a21 se tiene que

a21 = 0, de la misma forma ai1 = 0 para 2 ≤ i ≤ n. Entonces {aij} = In×n o {aij} = 0, es decir

EndΓ(Mn
∞) es un anillo local y por el teorema II.2.2 de [ARS1] se tiene que Mn

∞ es inescindible.

La parte d ) es análoga. �
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Teorema 2.2.6 [ Teorema VIII.7.5 de [ARS1] ]

a ) Los conjuntos {Qn|n ∈ N}, {Jn|n ∈ N} y {Mn
c |n ∈ N, c ∈ k o c = ∞} constituye un

conjunto completo de Γ-módulos inescindibles no isomorfos.

b )

max{0, n−m+ 1} = dimkHomΓ(Qm, Qn),

max{0,m− 1− n} = dimkExt
1
Γ(Qm, Qn),

max{0,m− n+ 1} = dimkHomΓ(Jm, Jn),

max{0, n− 1−m} = dimkExt
1
Γ(Jm, Jn),

n = dimkHomΓ(Qm,M
n
c ) = dimkHomΓ(Mn

c , Jm),

= dimkExt
1
Γ(Mn

c , Qm) = dimkExt
1
Γ(Jm,Mn

c ),

0 = Homγ(Jm, Qm) = HomΓ(Jm,Mn
c ) = HomΓ(Mn

c , Qm)

= Ext1Γ(Qm, jm) = Ext1Γ(Qm,M
n
c ) = Ext1Γ(Mn

c , Jm),

δc,d min{m,n} = dimkHomΓ(Mn
c ,M

m
d )

= dimkExt
1
Γ(Mn

c ,M
n
d ),

donde δc,d es la delta de Kronecker. �

Definición 2.2.7

Se dice que M ∈ Λ −Mod es preproyectivo si existe n ∈ N tal que (D Tr)n(M) es un

objeto proyectivo distinto de cero.

Se dice que M ∈ Λ −Mod es preinyectivo si existe n ∈ N tal que (Tr D)n(M) es un

objeto inyectivo distinto de cero.

Observación 2.2.8 Lo generado por el conjunto {Qn|n ∈ N} son los objetos preproyectivos de

Γ−mod, lo que genera el conjunto {Jn|n ∈ N} son los objetos preinyectivos de γ −mod y lo

que se genera del conjunto {Mn
c |n ∈ N, c ∈ k o c =∞} son los objetos conocidos como módulos

regulares. (ver capitulo VIII de [ARS1]) J
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Definición 2.2.9

R es la subcategoŕıa plena de Γ −mod cuyos objetos son las sumas finitas de módulos

regulares.

RI es la subcategoŕıa plena de Γ−mod cuyos objetos son las sumas finitas de módulos

regular y módulos preinyectivos.

PR es la subcategoŕıa plena de Γ−mod cuyos objetos son las sumas finitas de módulos

regulares y módulos preproyectivos.

Observación 2.2.10 Las subcategoŕıas R, RI y PR son cerradas bajo isomorf́ıa, cerradas bajo

sumas directas y cerradas bajo sumandos directos(Ver [A1]). J

Proposición 2.2.11

a ) La categoŕıa R es cerrada bajo extensiones.

b ) La categoŕıa RI es cerrada bajo extensiones.

c ) La categoŕıa PR es cerrada bajo extensiones.

Demostración.

a ) Sea A
f // B

g // C una sucesión exacta corta con A y C regulares. Supongamos que

B no es regular, de modo que existe B′ submodulo inescindible de B que no es regular.

Caso I. B′ es preproyectivo. Entonces, por el teorema 2.2.6, se tiene el siguiente diagrama

conmutativo

A
f //

0   @@@@@@@@ B
g //

π
��

C

Bi

donde π es la proyección canónica, aśı, por el lema 1.3.1 existe un único morfismo α : C → B′ tal

que π = αg y por el teorema 2.2.6 α = 0. Luego B′ = 0, lo que contradice la definición de B′.
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Caso II. B′ es preinyectivo. Entonces, por el teorema 2.2.6, se tiene el siguiente diagrama

conmutativo

B′

σ
��

0

  AAAAAAAA

A
f // B

g // C

donde σ es la inclusión canónica, aśı, por el lema 1.3.1 existe un único morfismo α : B′ → A tal

que σ = fα y por el teorema 2.2.6 α = 0. Luego B′ = 0, lo que contradice la definición de B′.

De esta forma B es regular.

b ) y c ) son análogos. �

Proposición 2.2.12 En la categoŕıa R hay sucesiones que casi se dividen.

Demostración.

Sea M un inescindible no Ext-proyectivo en R, entonces no es proyectivo en Γ-mod y por

el teorema 1.15 de [ARS1] existe una sucesión que casi se divide η : D Tr M // E //M .

Si D Tr M es preinyectivo entonces existe n ∈ N tal que (Tr D)n(D Tr M) es un módulo

inyectivo, es decir, (Tr D)n−1(M) es inyectivo lo que contradice que M es regular. Aśı D Tr M

no es preinyectivo. Si D Tr M es preproyectivo etonces existe n ∈ N tal que (D Tr)n(D Tr M)

es un módulo proyectivo, es decir (D Tr)n+1(M) es proyectivo, lo que contradice que M es

regular. Aśı D Tr M es un módulo regular y por la proposición 2.2.11 E es regular y aśı η es

sucesión que casi se divide en R. De forma análoga se prueba que existe sucesión que casi se

divide M → N → Tr D M . �

Lema 2.2.13 Sean n,m ∈ N, c ∈ k y f ∈ HomΓ(Mn
c ,M

m
c ) entonces f puede identificarse con

la tranformación lineal asociada a la matriz

c1In + c2J
n
0 + c3(Jn0 )2 + · · ·+ cn(Jn0 )n−1 si n = m.

(
c1Im + c2J

m
0 + c3(Jm0 )2 + · · ·+ cm(Jm0 )m−1

)
(Im|0) si n > m.

(
0
In

)(
c1In + c2J

n
0 + c3(Jn0 )2 + · · ·+ cn(Jn0 )n−1

)
si n < m.
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Demostración.

Si n = m. Supongamos que el morfismo f se puede identificar con las matrices {aij} y {bij}

tales que los siguientes diagramas conmutan

kn

{aij}

��

kn

Jnc
ww

In

gg

{bij}

��
kn Kn

Jnc
ww

In

gg

Aśı {aij} = {bij}. Luego, de la igualdad

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann





c 0 · · · 0

1 c · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · c


=



c 0 · · · 0

1 c · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · c





a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann


se obtiene que

a1jc+ a1j+1 = aijc

ainc = ai−1n + ainc

aijc+ aij+1 = ai−1j + aijc

para 1 < i ≤ n y 1 ≤ j < n, de modo que

aij+1 = ai−1j

aij+1 = 0

0 = ai−1n

para 1 < i ≤ n y 1 ≤ j < n luego aij = 0 para i < j y aśı

{aij} = a11In + a21J
n
0 + a31(Jn0 )2 + · · ·+ an1(Jn0 )n−1.

La prueba para los otros dos casos es análoga. �
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Observación 2.2.14 0 //M1
c

((0
1),(0

1)) //M2
c

((1,0),(1,0)) //M1
c

// 0 es sucesión que casi se

divide en R.

Proposición 2.2.15 Sean c ∈ k y n ∈ N− {1}, entonces

0 //Mn
c

fn //Mn+1
c ⊕Mn−1

c

gn //Mn
c

// 0

es sucesión que casi se divide en R, donde fn = J2n
0

(
In
In

)
(In + Jn0 + (Jn0 )2 + · · ·+ (Jn0 )n−1) y

gn = (In + Jn0 + (Jn0 )2 + · · ·+ (Jn0 )n−1) (In,−In)An con An = I2n + e1,n+1.

Demostración.

Se probara que fn es un morfismo izquierdo que casi se divide.

Claramente fn no es sección. Sea M inescindible en R y f ∈ HomΓ(Mn
c ,M) tal que f no es

sección. Aśı, M ∼= Mm
c para algún m ∈ N.

Caso I. m = n. Por el lema 2.2.13 f se puede identificar con la transformación lineal asociada a la

matriz
n∑
i=1

ciJi−1

donde J es la matriz de Jordan de tamaño n y eigenvalor cero y J0 es la matriz identidad

de tamaño n, además c1 = 0 (de otra forma f es sección).

Considere la transformación lineal asociada a la matriz

h =
(
c2J0 + (c3 − c2)J+ · · ·+ (cn − cn−1)Jn−2

)
B

donde B es la matriz de tamaño n× 2n definida por

B =

 0 0

0 In−1


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De modo que BJ2n
0

(
In
In

)
= J y aśı

hfn =
((
c2J0 + (c3 − c2)J+ · · ·+ (cn − cn−1)Jn−2

)
B
)(

J2n
0

(
In
In

)(
n−1∑
i=0
Ji
))

=
(
c2J0 + (c3 − c2)J+ · · ·+ (cn − cn−1)Jn−2

)(
BJ2n

0

(
In
In

))(
n−1∑
i=0
Ji
)

=
(
c2J0 + (c3 − c2)J+ · · ·+ (cn − cn−1)Jn−2

)
J
(
n−1∑
i=0
Ji
)

=
(
c2J+ (c3 − c2)J2 + · · ·+ (cn − cn−1)Jn−1

)(n−1∑
i=0
Ji
)

= c2J
(
n−1∑
i=0
Ji
)

+ (c3 − c2)J2
(
n−1∑
i=0
Ji
)

+ · · ·+ (cn − cn−1)Jn−1
(
n−1∑
i=0
Ji
)

= c2

(
n−1∑
i=1
Ji
)

+ (c3 − c2)
(
n−1∑
i=2
Ji
)

+ · · · (cj − cj−1)
n−1∑
j−1
Ji
+ · · ·+ (cn − cn−1)Jn−1

= c2

(
n−1∑
i=1
Ji
)

+ c3

(
n−1∑
i=2
Ji
)
− c2

(
n−1∑
i=2
Ji
)

+ · · ·+ cnJn−1 − cn−1Jn−1

= c2J+ c3J2 + · · ·+ cnJn−1

=
n∑
i=2

ciJi−1 = f,

es decir f se factoriza a través de fn.

Los casos para n < m y n > m son análogos. �

Observaciones 2.2.16

Las subcategoŕıas RI y PR tienen sucesiones que casi se dividen.

La categoŕıa R no es homológicamente finita.

La subcategoŕıa RI es covariantemente finita en Γ−mod, pero no es contravariantemente

finita en Γ−mod.

La categoŕıa PR es contravariantemente finita en Γ−mod, pero no es covariantemente

finita en Γ−mod. J
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Subcategoŕıas localmente covariantemente nilpo-

tentes y localmente contravariantemente nilpoten-

tes

En esta sección se presentarán las definiciones de subcategoŕıas localmente covariantemente

nilpotentes y subcategoŕıas localmente contravariantemente nilpotentes, esto es a través del radical

n-ésimo de un par de objetos, estas subcategorias proporcionan una herramienta para determinar

si una subcategoria es covariantemente finita o contravariantemente finita.

3.1 el radical

Definición 3.1.1 Sean Λ un álgebra de artin, A,B ∈ Λ−mod y indΛ la subcategoria plena de

Λ−mod cuyos objetos son los Λ- módulos insecindibles.

radΛ(A,B) = {f ∈ HomΛ(A,B)|hfg 6∈ Aut(X) para todo g : A → X y para todo h :

X → B con X ∈ indΛ}.

Para n ≥ 2, radnΛ(A,B) = {f ∈ HomΛ(A,B)| existen X ∈ Λ − mod y morfismos g ∈

radΛ(A,X), h ∈ radn−1
Λ (X,B) tales que f = hg}.

91
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rad0(A,B) = HomΛ(A,B).

Proposición 3.1.2 Sea Λ un R-álgebra de artin. Entonces radΛ es una R-relación en Λ−mod.

Demostración.

Primero probaremos que radΛ(A,B) es un R-submódulo de HomΛ(A,B) para cada par de

objetos A , B de Λ−mod . Sean A,B ∈ Λ−mod, r ∈ R, f1, f2 ∈ radΛ(A,B) y g : X → A

, h : B → X, Λ-morfismos con X ∈ indΛ. Como f1 y f2 estan en radΛ(A,B) entonces

hf1g y hf2g son no isomorfismos, y, al ser X inescindible, hf1g − hf2g = h(f1 − f2)g no es

un isomorfismo, ya que EndΛ(X) es local. Luego radΛ(A,B) es un subgrupo de HomΛ(A,B),

además hrf1g = h◦r1A◦f ◦g no es isomorfismo, de modo que rf ∈ radΛ(A,B) y aśı radΛ(A,B)

es un R submódulo de HomΛ(A,B).

Para completar la prueba se debe verificar que si f ∈ radΛ(A,B) y f ′ ∈ HomΛ(B,C)

entonces f ′f ∈ radΛ(A,C) y dualmente si f ∈ radΛ(A,B) y f ′′ ∈ HomΛ(E,A) entonces

ff ′′ ∈ radΛ(E,B).

Para la primer parte sean f ∈ radΛ(A,B), f ′ ∈ HomΛ(B,C), g : X → A, h : C → X,

con X ∈ indΛ. Entonces h(f ′f)g = (hf ′)fg no es isomorfismo, ya que f ∈ radΛ(A,B), y

aśı f ′f ∈ radΛ(A,C).

Para finalizar si f ∈ radΛ(A,B), f ′′ ∈ HomΛ(E,A), g : X → E, h : B → X, con X ∈ indΛ.

Entonces h(ff ′′)g = hf(f ′′g) no es isomorfismo ya que f ∈ radΛ(A,B), y aśı ff ′′ ∈ radΛ(E,B).

�

Proposición 3.1.3 Sean X, Y ∈ indΛ entonces

a ) radΛ(X,Z) = {f ∈ HomΛ(X,Z)|f no es sección} para todo Z ∈ Λ−mod.

b ) radΛ(Z,X) = {f ∈ HomΛ(Z,X)|f no es retracción} para todo Z ∈ Λ−mod.

c ) radΛ(X, Y ) = {f ∈ HomΛ(X, Y )|f no es isomorfismo}.

d ) f ∈ HomΛ(X, Y ) es irreducible si y solo si f ∈ radΛ(X, Y ) \ rad2
Λ(X, Y ).
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Demostración.

a ) Sea Z ∈ Λ−mod.

Sea f ∈ radΛ(X,Z), si f es sección, existe morfismo g : Z → X tal que gf = 1X , entonces

la composición

X X
f // Y

g // X

no es isomorfismo ya que f ∈ radΛ(X,Z) lo que es una contradicción. Por lo tanto radΛ(X,Z) ⊂

{f ∈ HomΛ(X,Z)|f no es sección }.

Para la otra contención sea f ∈ HomΛ(X,Z) no sección, sean g : A → X , h : Z → A

morfismos con A ∈ indΛ. Si la composición A
g // X

f // Z
h // A es isomorfismo entonces

hf es retracción y por lo tanto hf es isomorfismo ya que X y A son inescindibles, de modo que f

es retracción lo que es una contradicción. Aśı hfg no es isomorfismo y entonces f ∈ radΛ(X,Z).

b ) Sea Z ∈ Λ−mod.

Sea f ∈ radΛ(Z,X), si f es retracción, existe morfismo g : X → Z tal que fg = 1X ,

entonces la composición

X
g // Z

f // X X

no es isomorfismo ya que f ∈ radΛ(Z,X) lo que es una contradicción. Por lo tanto radΛ(Z,X) ⊂

{f ∈ HomΛ(X,Z)|f no es retracción }.

Para la otra contención sea f ∈ HomΛ(Z,X) no retracción, sean g : A→ Z , h : X → A

morfismos con A ∈ indΛ. Si la composición A
g // Z

f // X
h // A es isomorfismo entonces

fg es sección y por lo tanto fg es isomorfismo ya que X y A son inescindibles, de modo que f

es sección lo que es una contradicción. Aśı hfg no es isomorfismo y entonces f ∈ radΛ(Z,X).

c ) Se sigue de la equivalencia para morfismos entre modulos inescindibles

f isomorfismo si y solo f es sección o f es retracción

d ) Se sigue de a) y b). �
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Observaciones 3.1.4

radnΛ es un R-submódulo de radn−1
Λ .

Si f ∈ radnΛ(A,B) entonces existen Y1, · · · , Yn−1 ∈ Λ − mod y morfismos f1 : A →

Y1 ∈ radΛ(A, Y1) , fn : Yn−1 → B ∈ radΛ(Yn−1, B), fi : Yi−1 → yi ∈ radΛ(Yi−1, Yi)

para i = 2, . . . , n− 1 tales que f = fn · · · f1, de modo que si h ∈ HomΛ(E,A) entonces

hf ∈ radnΛ(E,B) por la proposición 3.1.2. De la misma forma si h ∈ HomΛ(B,C) entonces

fh ∈ radnΛ(A,C). J

Lema 3.1.5 Sea Λ una R-álgebra de Artin. Sean A,B ∈ Λ − mod con descomposiciones

A = A1 ⊕ · · · ⊕ At, B = B1 ⊕ · · · ⊕ Bs en inescindibles, sean σi : Ai → A, π′j : B → Bj las

inclusiones y proyecciones canónicas. Entonces f ∈ radΛ(A,B) si y solo si π′jfσi ∈ radΛ(Ai, Bj)

para todo i = 1, . . . , t, j = 1, . . . , s.

Demostración.

⇒ )

Sea f ∈ radΛ(A,B), entonces πjfσi ∈ radΛ(Ai, Bj) por la proposición 3.1.2.

⇐ )

Sean g : X → A, h : B → X, con X ∈ indΛ, entonces:

hfg = h

 s∑
j=1

σ′jπ
′
j

 f ( t∑
i=1

σiπi

)
g =

s∑
j=1

t∑
j=1

h(σ′jπ′jfσiπi)g

=
s∑
j=1

t∑
i=1

(hσ′j)(π′jfσi)(πig),

donde σ′j : Bj → B, πi : A → Ai son las proyecciones e inclusiones canónicas. Luego hfg 6∈

Aut(X), ya que (hσ′j)(π′jfσi)(πig) 6∈ Aut(X) y X es inescindible. Aśı f ∈ radΛ(A,B). �

Proposición 3.1.6 Sea Λ una R-álgebra de Artin. Sea n ∈ N entonces si A = A1 ⊕ · · · ⊕ At,

B = B1 ⊕ · · · ⊕ Bs ∈ Λ − mod, entonces f ∈ radnΛ(A,B) si y solo si π′jfσi ∈ radnΛ(Ai, Bj)

para todo i = 1, . . . , t, j = 1, . . . , s, donde σi : Ai → A, π′j : B → Bj son las inclusiones y

proyecciones canónicas.
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Demostración.

La prueba se hara por inducción sobre n.

Caso base n = 1. Lema 3.1.5.

Supongamos cierto el enunciado para n = t.

⇒ )

Sean A = A1⊕ · · · ⊕As ,B = B1⊕ · · · ⊕Bl ∈ Λ−mod. Sean σi : Ai → A, πi : A→ Ai ,

σ′j : Bj → B, π′j : B → Bj las inclusiones y proyecciones canónicas. Sea f ∈ radt+1
Λ (A,B),

de modo que f = hg con g : A → Y ∈ radΛ(A, Y ) y h : Y → B ∈ radtΛ(Y,B). Sean

Y = Y1 ⊕ · · · ⊕ Yu descomposición de Y en inescindibles, σ′′k : Yk → Y , π′′k : Y → Y las

inclusiones y proyecciones canónicas. Entonces

π′jfσi = π′jhgσi = (π′jh)
(

u∑
k=1

σ′′kπ
′′
k

)
(gσi)

=
u∑
k=1

(π′jh)(σ′′kπ′′k)(gσi)

=
u∑
k=1

(π′jhσ′′k)(π′′kgσi)

de modo que π′jfσi ∈ radt+1
Λ ya que π′′kgσi ∈ radΛ(Ai, Yk) (Por el lema 3.1.5) y π′jhσ′′k ∈

radtΛ(Yk, Bj) (por hipótesis de inducción).

⇐ )

Sean A = A1⊕ · · · ⊕As, B = B1⊕ · · · ⊕Bl ∈ Λ−mod. Sean σi : Ai → A, πi : A→ Ai ,

σ′j : Bj → B, π′j : B → Bj las inclusiones y proyecciones canónicas. Sea f ∈ HomΛ(A,B)

tal que π′jfσi ∈ radt+1
Λ (Ai, Bj) para todo i = 1, . . . , s , j = 1, . . . , l.

De esta forma para cada i = 1, . . . , s y cada j = 1, . . . , l existen morfismos hij : Yij →

Bj ∈ radtΛ(Yij, Bj) y gij : Ai → Yij ∈ radΛ(Ai, Yij) tales que π′jfσi = hijgij.

Sea Y =
s∐
i=1

l∐
j=1

Yij, con σij : Yij → Y , πij : Y → Yij las inclusiones y proyecciones

canónicas. Se define gi =
l∑

j=1
σijgij y hj =

s∑
i=1

hijπij, aśı por la proposición 3.1.2, gi ∈
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radΛ(Ai, Y ) y por la observación 3.1.4, hj ∈ radtΛ(Y,Bj). Ahora sean g =
s∑
i=1

giπi y

h =
l∑

j=1
σ′jhj de modo que por la proposición 3.1.2 g ∈ radΛ(A, Y ) y por la observación

3.1.4 h ∈ radtΛ(Y,B). Por otro lado se tiene que

hg =
l∑

j=1
σ′jhj

s∑
i=1

giπi

=
l∑

j=1

s∑
i=1

σ′jhjgiπi

=
l∑

j=1

s∑
i=1

σ′j

(
s∑

a=1
hajπaj

)(
l∑

b=1
σibgib

)
πi

=
l∑

j=1

s∑
i=1

σ′j

(
s∑

a=1

l∑
b=1

hajπajσibgib

)
πi

πajσib =
{ 1 si a = i y b = j

0 en otro caso


=

l∑
j=1

s∑
i=1

σ′jhijgijπi

=
l∑

j=1

s∑
i=1

σ′jπ
′
jfσiπi

=
 l∑
j=1

σ′jπ
′
j

 f ( s∑
i=1

σiπi

)

= f.

Por lo tanto f ∈ radt+1
Λ (A,B). �

3.2 subcategoŕıas localmente covariantemente nilpoten-

tes y localmente contravariantemente nilpotentes

Definición 3.2.1 Sea C subcategoŕıa plena de Λ−mod.

C ∈ obj(C) es contravariantemente nilpotente si existe n ∈ N tal que radnΛ(X,C) = 0 para

todo X ∈ C.
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C es localmente contravariantemente nilpotente si cada C ∈ C es contravariantemente

nilpotente.

C ∈ obj(C) es covariantemente nilpotente si existe n ∈ N tal que radnΛ(C,X) = 0 para

todo X ∈ C.

C es localmente covariantemente nilpotente si cada C ∈ C es covariantemente nilpotente.

Observación 3.2.2 Si C ∈ objC es contravariantemente nilpotente con radnΛ(X,C) = 0 para

todo X ∈ C, entonces radn+i
Λ (X,C) = 0 para todo X ∈ C con i = 0, 1, . . .. J

Proposición 3.2.3 Sea C subcategoŕıa plena y cerrada bajo sumandos directos de Λ − mod

entonces C es localmente contravariantemente nilpotente si y solo si para cada C ∈ ind C1 existe

n ∈ N tal que radnΛ(X,C) = 0 para todo X ∈ ind C.

Demostración.

⇒ )

Es directo de la definición.

⇐ )

Sea Y ∈ C con Y = Y1⊕ · · · ⊕ Ym ∈ C una descomposición de Y en inescindibles. Como C es

cerrada bajo sumandos directos entonces Yi ∈ ind C para cada i, aśı existen n1, n2, · · · , nm ∈ N

tales que radniΛ (X, Yi) = 0 para todo X ∈ C.

Sean Z ∈ C y f ∈ radnΛ(Z, Y ) con n = max{n1, · · · , nm}. Sea Z = Z1⊕· · ·⊕Zl una descom-

posición de Z en inescindibles, de modo que f =
(

m∑
i=1

σiπi

)
f

 l∑
j=1

σ′jπ
′
j

 =
m∑
i=1

l∑
j=1

σi(πifσ′j)π′j =

0 ya que πifσ′j ∈ radnΛ(Zj, Yi) = 0. �

Proposición 3.2.4 Sea C subcategoŕıa plena y cerrada bajo sumandos directos de Λ − mod

entonces C es localmente covariantemente nilpotente si y solo si para cada C ∈ ind C existe

n ∈ N tal que radnΛ(C,X) = 0 para todo X ∈ ind C.
1ind C denota la subcategoria plena de indΛ cuyos objetos son los inescindibles de Λ que viven en C.
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Demostración.

⇒ )

Es directo de la definición.

⇐ )

Sea Y ∈ C con Y = Y1 ⊕ · · · ⊕ Ym ∈ C. Como C es cerrada bajo sumandos directos entonces

Yi ∈ ind C para cada i, aśı existen n1, n2, · · · , nm ∈ N tales que radniΛ (Yi, X) = 0 para todo

X ∈ C.

Sean Z ∈ C y f ∈ radnΛ(Y, Z) con n = max{n1, · · · , nm}. Sea Z = Z1⊕· · ·⊕Zl descomposi-

ción de Z en inescindibles, de modo que f =
 l∑
j=1

σ′jπ
′
j

 f ( m∑
i=1

σiπi

)
=

l∑
j=1

m∑
i=1

σ′j(π′jfσi)πi = 0

ya que π′jfσi ∈ radnΛ(Yi, Zj) = 0. �

Lema 3.2.5 [Harada-Sai] Sea n ∈ N y para cada i ∈ Z, sea Ai un Λ-módulo inescindible

con l(Ai) ≤ n, y sean fi : Ai → Ai+1 no isomorfismos. Entonces l(Im(fi+2m−2 · · · fi)) ≤

max{n−m, 0} para cada m ∈ N.

Demostración.

La prueba se hara por inducción sobre m.

Si m = 1, como fi : Ai → Ai+1 no es un isomorfismo, entonces fi no es inyectiva y no es

suprayectiva, y por el corolario 1,3 de [ARS1], se tiene que l(Im fi) < l(Ai+1) ≤ n, es decir

l(Im fi) ≤ n− 1.

Supongamos cierto el enunciado para m = t.

Sean f = fi+2t−1 , g = fi+2t−2 · · · fi y h = fj+2t−2 · · · fj con j = i+ 2t de modo que se tiene

el diagrama conmutativo

Ai

g

��

fi+2t+1−2···fi // Ai+2t+1−1

Ai+2t−1
f // Aj

h

OO

De esta forma lo que se debe probar es: l(Im hfg) ≤ max{n− t− 1, 0}.
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Si n− t ≤ 0 entonces l(Im hfg) ≤ l(Im h) ≤ 0 = max{n− t− 1, 0} ya que Im hfg 6

Im hf 6 Im h.

Si n− t > 0, supongamos que l(Im hfg) > n− t− 1 ≥ 0.

Por hipótesis de inducción sabemos que l(Im g) ≤ n − t y l(Im h) ≤ n − t, además

l(Im hfg) ≤ l(Im hf) ≤ l(Im h) ya que Im hfg 6 Im hf 6 Im h. Luego l(Im hfg) =

l(Im hf) = l(Im h) = n− t.

Por otro lado de las sucesiones exactas

0 // Ker f|Im g
// Im g

f|Im g // Im fg // 0

0 // Ker f|Im fg
// Im fg

h|Im fg // Im hfg // 0

se tiene que l(Im hfg) ≤ l(Im fg) ≤ l(Im g) de modo que l(Im fg) = l(Im g) = n− t.

Aśı el morfismo h|Im fg : Im fg → Im h es un isomorfismo, y de la sucesión exacta que se

divide

0 // ker h // Aj
h // Im h // 0

se tiene que Aj = ker h ⊕ h−1
|Im fg(Im h) = ker h ⊕ Im fg, y, al ser Aj inescindible,

ker h = 0 ya que l(Im fg) = n − t > 0, luego fg es un epimorfismo y aśı f es un

epimorfismo.

Análogamente hf|Im g : Im g → Im hfg, de modo que Ai+2t−1 = Im g ⊕ ker hf , y

aśı ker hf = 0, luego f es monomorfismo.

Por lo tanto f es un isomorfismo, lo que contradice la hipótesis de f . Entonces l(Im hfg) ≤

n− t− 1. �

Corolario 3.2.6 Sea n ∈ N y para cada i ∈ Z, sea Ai un Λ-módulo inescindible con l(Ai) ≤ n,

y sean fi : Ai → Ai+1 no isomorfismos. Entonces f2n−1f2n−2 · · · f1 = 0.

Demostración.

Aplicando el lema 3.2.5 para i = 1 y m = n. �
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Definición 3.2.7 Una categoria C es acotada si existe n ∈ N tal que la longitud de cada

inescindible de C es a lo mas n.

Proposición 3.2.8 Sea C subcategoŕıa plena de Λ − mod cerrada bajo sumandos directos y

acotada entonces

C es contravariantemente nilpotente.

C es covariantemente nilpotente.

Demostración.

Sea n ∈ N tal que l(A) ≤ n para todo A ∈ ind C. Sean X, Y ∈ ind C y f ∈ rad2n
Λ (X, Y ). Por

la observación 3.1.4 existen Z1, . . . , Z2n−1 ∈ Λ−mod y morfismos f1 : X → Z1 ∈ radΛ(X,Z1),

f2n : Z2n−1 → Y ∈ radΛ(Z2n , Y ), fi : Zi−1 → Zi ∈ radΛ(Zi−1, Zi) con i = 2, . . . , 2n − 1 tales

que f = f2n · · · f1.

Dadas las descomposiciones en inescindibles Zi = Zi1 ⊕ · · ·Zili con sus respectivas inclu-

siones y proyecciones canónicas σ(i, j) : Zij → Zi, π(i, j) : Zi → Zij. Se define fk(i, j) =

π(k, j)fkσ(k − 1, i) para k ∈ {2, · · · 2n − 1}, f1(j) = π(1, j)f1 y f2n(j) = f2nσ(2n−1, j). Aśı,

f1(j) ∈ radΛ(X,Z1j), f2n(j) ∈ radΛ(Z2nj, Y ) y fk(i, j) ∈ radΛ(Zk−1i, Zkj) por la proposición

3.1.6. Luego, por la proposición 3.1.3 f1(j), f2n(j) y fk(i, j) no son isomorfismos; además

f1 =
l1∑
j=1

σ(1, j)f1(j),

f2n =
l2n−1∑
j=1

f2n(j)π(2n − 1, j),

fi =
li∑

ji=1

li−1∑
ji−1=1

σ(i, ji)fi(ji−1, ji)π(i− 1, ji−1).
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De esta forma

f = f2nf2n−1 · · · f3f2f1

= f2nf2n−1 · · · f3

l2∑
j2=1

l1∑
j1=1

σ(2, j2)f2(j1, j2)π(1, j1)
l1∑
k=1

σ(1, k)f1(k)

= f2nf2n−1 · · · f3

l2∑
j2=1

σ(2, j2)
l1∑

j1=1

l1∑
k=1

f2(j1, j2)π(1, j1)σ(1, k)f1(k)

= f2nf2n−1 · · · f3

l2∑
j2=1

σ(2, j2)
l1∑

j1=1
f2(j1, j2)f1(j1)

= f2nf2n−1 · · ·
l3∑

j3=1

l2∑
j2=1

σ(3, j3)f3(j2, j1)π(2, j2)
l2∑

j2=1

l1∑
j1=1

σ(2, j2)f2(j1, j2)f1(j1)

= f2nf2n−1 · · ·
l3∑

j3=1

l2∑
j2=1

l1∑
j1=1

σ(3, j3)f3(j2, j1)f2(j1, j2)f1(j1)

...

= f2n

l2n−1∑
j2n−1=1

· · ·
l1∑

j1=1
σ(2n − 1, j2n−1)f2n−1(j2n−2, j2n−1) · · · f2(j1, j2)f1(j1)

=
l2n−1∑
k=1

f2n(k)π(2n − 1, k)
l2n−1∑

j2n−1=1
· · ·

l1∑
j1=1

σ(2n − 1, j2n−1)f2n−1(j2n−2, j2n−1) · · · f2(j1, j2)f1(j1)

=
l2n−1∑

j2n−1=1

l2n−2∑
j2n−2=1

· · ·
l1∑

j1=1
f2n(j2n−1)f2n−1(j2n−2, j2n−1) · · · f2(j1, j2)f1(j1).

Aplicando el corolario 3.2.6 se tiene que f = 0.

Aplicando la proposición 3.2.3 C es localmente contravariantemente nilpotente.

Aplicando la proposición 3.2.4 C es localmente covariantemente nilpotente. �

Corolario 3.2.9 Sea C subcategoŕıa plena de Λ−mod cerrada bajo sumandos directos con un

numero finito de representantes de clases de isomorf́ıa de Λ-módulos inescindibles, entonces

C es localmente contravariantemente nilpotente.

C es localmente covariantemente nilpotente.
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Demostración.

Sean A1, . . . , Am ∈ C representantes de las clases de isomorf́ıa de Λ-módulos inescindibles,

sean ni = l(Ai) y n = max{n1, . . . , cm} aśı la longitud de todo inescindible de C es menor o

igual a n y por lo tanto C es acotada, al aplicar la proposición 3.2.8 se obtiene el resultado. �

Lema 3.2.10 Sean Y ∈ Λ −mod, Y = Y1 ⊕ · · · ⊕ Yn descomposición de Y en inescindibles,

ρi : Ni → Yi 1 ≤ i ≤ n morfismos derechos que casi se dividen y h : X → Y un morfismo con

X ∈ indΛ y X 6∼= Yi 1 ≤ i ≤ n, entonces h se factoriza a través de ρ =



ρ1 0 · · · 0

0 ρ2 · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · ρn


:

N1 qN2 q · · · qNn → Y .

Demostración.

Sea hi = πih, con πi la proyección canónica. Si hi es retracción, entonces X ∼= Yi lo que

contradice la definición de X, de modo que hi no es retracción y aśı existe gi : X → Ni tal que

ρigi = hi. Por lo tanto

ρ

(
n∑
i=1

σ̂igi

)
=

n∑
i=1

σi(ρigi) =
n∑
i=1

σihi =
n∑
i=1

σi(πih) =
(

n∑
i=1

σiπi

)
h = h,

donde σ̂i y σi son las inclusiones canónicas. �

Corolario 3.2.11 Sean Y ∈ Λ−mod, Y = Y1⊕ · · · ⊕ Yn descomposición de Y en inescindibles,

ρi : Ni → Yi 1 ≤ i ≤ n morfismos derechos que casi se dividen, y X = X1 ⊕X2 ⊕ · · · ⊕Xm con

Xi 6∼= Yj para 1 ≤ i ≤ m , 1 ≤ j ≤ n, entonces todo morfismo h : X → Y se factoriza a través

de ρ =



ρ1 0 · · · 0

0 ρ2 · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · ρn


: N = N1 qN2 q · · · qNn → Y .
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Demostración.

Sean h : X → Y y hi = hσi, con σi la inclusión canónica. Del lema 3.2.10 para cada

1 ≤ i ≤ m existe morfismo gi : Xi → N tal que ρgi = hi, de modo que

ρ

(
m∑
i=1

giπi

)
=

m∑
i=1

(ρgi)πi =
m∑
i=1

(hσi)πi = h

(
m∑
i=1

σiπi

)
= h,

donde πi es la proyección canónica. �

Lema 3.2.12 Sean X ∈ Λ−mod, X = X1 ⊕ · · · ⊕Xn descomposición de X en inescindibles,

ρi : Xi → Ni 1 ≤ i ≤ n morfismos izquierdos que casi se dividen, y h : X → Y un morfismo con

Y ∈ indΛ y Y 6∼= Xi 1 ≤ i ≤ n, entonces h se factoriza a través de ρ =



ρ1 0 · · · 0

0 ρ2 · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · ρn


:

X → N1 qN2 q · · · qNn.

Demostración.

Sea hi = hσi, donde σi es la inclusión canónica. Si hi es sección, entonces Y ∼= Xi lo que

contradice la definición de Y , de modo que hi no es sección y aśı existe gi : Ni → Y tal que

giρi = hi. Por lo tanto(
n∑
i=1

giπ̂i

)
ρ =

n∑
i=1

(giρi)πi =
n∑
i=1

hiπi =
n∑
i=1

(hσi)πi = h

(
n∑
i=1

σiπi

)
= h,

donde π̂i y πi son las proyecciones canónicas. �

Corolario 3.2.13 Sean X ∈ Λ−mod, X = X1⊕· · ·⊕Xn descomposición de X en inescindibles,

ρi : Xi → Ni 1 ≤ i ≤ n morfismos izquierdos que casi se dividen, y Y = Y1 ⊕ Y2 ⊕ · · · ⊕ Ym con

Yi 6∼= Xj para 1 ≤ i ≤ m , 1 ≤ j ≤ n, entonces todo morfismo h : X → Y se factoriza a través

de ρ =



ρ1 0 · · · 0

0 ρ2 · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · ρn


: X → N = N1 qN2 q · · · qNn.
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Demostración.

Sean h : X → Y y hi = πih, con πi la proyección canónica. Del lema 3.2.12 para cada

1 ≤ i ≤ m existe morfismo gi : N → Yi tal que giρ = hi, de modo que(
m∑
i=1

σigi

)
ρ =

m∑
i=1

σi(giρ) =
m∑
i=1

σi(πih) =
(

m∑
i=1

σiπi

)
h = h,

donde σi es la inclusión canónica. �

Lema 3.2.14 Sea C subcategoŕıa plena de Λ−mod como antes.

a) Para cada C ∈ ind Λ\C y cada n entero no negativo, existe algún morfismo f : DqY → C

con D ∈ C, Y ∈ 〈ind Λ \ C〉 tal que f|Y ∈ radnΛ(Y,C) y Im HomΛ(X, f) = Hom(X,C)

para cada X ∈ C.

b) Para cada C ∈ ind Λ\C y cada n entero no negativo, existe algún morfismo g : C → DqZ

con D ∈ C, Z ∈ 〈ind Λ \ C〉, tal que (0, 1)g ∈ radnΛ(C,Z) y Im HomΛ(g,X) =

Hom(C,X) para cada X ∈ C.

Demostración.

a) Sea C ∈ ind Λ \ C. La prueba se hara por inducción sobre n.

Para n = 0, se tiene que 0q C (0,1) // C es el morfismo deseado ya que 1C ∈ rad0
Λ(C,C).

Supongamos que existe un morfismo fm : D q Y → C, con D ∈ C, fm|Y ∈ radmΛ (Y,C) y

ImHomΛ(X, fm) = Hom(X,C) para cada X ∈ C.

Sea Y = Y1⊕· · ·⊕Yb una descomposición de Y en inescindibles. Sean ρi : Ni → Yi morfismos

derechos que casi se dividen para 1 ≤ i ≤ b y sean N = N1q· · ·qNb y ρ =



ρ1 0 · · · 0

0 ρ1 · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · ρb


:

N → Y .

Sean X ∈ C y h : X → C, por hipótesis de inducción existe morfismo
(
u
t

)
: X → D q Y tal

que h = fm
(
u
t

)
y por el corolario 3.2.11 existe morfismo v : X → N tal que t = ρv, de modo
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que se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

X

(uv)

uukkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk

(ut)

||zzzzzzzzzzzzzzzzzz

h

��
D qN

(1 0
0 ρ)

// D q Y
fm

// C

es decir HomΛ(X,C) = Im HomΛ
(
X, fm+1 = fm

(
1 0
0 ρ

))
.

Ahora sea N = NC ⊕ Y0, donde NC ∈ C y Y0 ∈ 〈ind Λ \ C〉, luego ρ : N → Y = (α, β) :

NC ⊕ Y0 → Y .

Sea Y ′0 un sumando directo inescindible de Y0, luego existe i ∈ {1, · · · , b} tal que Y ′0 es

sumando directo de Ni y aśı β|Y ′0 = ρi|Y ′0 es irreducible ya que ρi es morfismo derecho que

casi se divide, de modo que aplicando la proposición 3.1.3 β|Y ′0 ∈ radΛ(Y ′0 , Yi) y por lo tanto,

por el lema 3.1.5, β ∈ radΛ(Y0, Y ). Además fm+1|Y0 = fm|Y β y fm|Y ∈ radmΛ (Y,C), es decir

fm+1|Y0 ∈ radm+1
Λ (Y0, C).

b)

Sea C ∈ ind Λ \ C. La prueba se hara por inducción sobre n.

Para n = 0 consideremos C
(0

1) // 0q C es el morfismo deseado ya que 1C ∈ rad0
Λ(C,C).

Supongamos que existe un morfismo gm : C → D q Z, con D ∈ C, (0, 1)gm ∈ radmΛ (C,Z) y

ImHomΛ(gm, X) = Hom(C,X) para cada X ∈ C.

Sea Z = Z1 ⊕ · · · ⊕ Zb una descomposición de Z en inescindibles. Sean ρi : Zi → Ni

morfismos izquierdos que casi se dividen para 1 ≤ i ≤ b y sean N = N1 q · · · q Nb y ρ =

ρ1 0 · · · 0

0 ρ1 · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · ρb


: Z → N .

Sean X ∈ C y h : C → X, por hipótesis de inducción existe morfismo (u, t) : DqZ → X tal

que h = (u, t)gm y por el corolario 3.2.13 existe morfismo v : N → X tal que t = vρ, de modo
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que se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

C
gm //

h

��

D q Z
(1 0

0 ρ) //

(u,t)

||zzzzzzzzzzzzzzzzzz
D qN

(u,v)

uukkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk

X

es decir HomΛ(C,X) = ImHomΛ
(
gm+1 =

(
1 0
0 ρ

)
gm, X

)
.

Ahora sea N = NC ⊕ Z0, donde NC ∈ C y Z0 ∈ 〈ind Λ \ C〉, luego ρ : Z → N =
(
α
β

)
: Z →

NC ⊕ Z0.

Sea Z ′0 un sumando directo inescindible de Z0, luego existe i ∈ {1, · · · , b} tal que Z ′0 es

sumando directo de Ni y aśı πZ′0β = π′Z′0
ρi es irreducible ya que ρi es morfismo izquierdo que

casi se divide, de modo que aplicando la proposición 3.1.3 πZ′0β|Zi ∈ radΛ(Zi, Z ′0) y por lo tanto,

por el lema 3.1.5, β ∈ radΛ(Z,Z0). Además (0, 1)gm+1 = β(0, 1)gm y (0, 1)gm ∈ radmΛ (C,Z),

es decir (0, 1)gm+1 ∈ radm+1
Λ (C,Z0). �

Proposición 3.2.15 Sea C como antes, sea Ĉ = 〈ind Λ \ C〉

a) si Ĉ es localmente contravariantemente nilpotente, entonces C es contravariantemente finito.

b) si Ĉ es localmente covariantemente nilpotente, entonces C es covariantemente finita.

Demostración.

a)

Sea C ∈ Ĉ, entonces existe n ∈ N tal que radnΛ(Y,C) = 0 para todo Y ∈ Ĉ. Por el lema

3.2.14 existe morfismo fn : Dq Y → C con D ∈ C, Y ∈ Ĉ y tal que para cada X ∈ C se cumple

que Im (X, fn) = HomΛ(X,C) y fn|Y ∈ radnΛ(Y,C) = 0, de modo que fn = (f ′n, 0), luego

f ′n : D → C es una C-aproximación derecha de C.

b)

Sea C ∈ Ĉ, entonces existe n ∈ N tal que radnΛ(C,Z) = 0 para todo Z ∈ Ĉ. Por el lema

3.2.14 existe morfismo gn : C → DqZ con D ∈ C, Z ∈ Ĉ y tal que para cada X ∈ C se cumple
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que Im (gn, X) = HomΛ(C,X) y (0, 1)gn ∈ radnΛ(C,Z) = 0, de modo que gn =
(
g′n
0

)
, luego

g′n : C → D es una C-aproximación izquierda de C. �
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Subcategoŕıas cerradas bajo extensiones y sucesio-

nes que casi se dividen.

En esta sección A es una subcategoŕıa plena de Λ−mod cerrada bajo sumas directas, cerrada

bajo sumandos directos y cerrada bajo isomorf́ıa, donde Λ es una R-álgebra de Artin sobre R un

anillo artiniano conmutativo. Se darán las definiciones de objetos Ext-proyectivos, Ext-inyectivos

y se define cuando una subcategoŕıa tiene sucesiones que casi se dividen y cuando tiene devilmente

sucesiones que casi se dividen. Se trabajara con objetos A-inyectivo divisibles y A-proyectivo

divisibles, aśı como A-secciones y A-retracciones, todo esto con la finalidad de probar que una

subcategoŕıa funtorialmente finita y cerrada bajo extensiones tiene sucesiones que casi se dividen.

Se finaliza presentando el ejemplo de Igusa, Smal∅ y Todorov, presentado en [IST1], que nos

muestra que existen categoŕıas que tienen debilmente sucesiones que casi se dividen pero no tienen

sucesiones que casi se dividen. Esta sección esta basada principalmente en [KP1], [Kl1] y [IST1].

4.1 subcategoŕıas con sucesiones que casi se dividen

Definición 4.1.1 Sean A, C ∈ A, Ext1A(C,A) denota al subconjunto de Ext1Λ(C,A) de las

clases de equivalencia de las sucesiones exactas 0 → A → B → C → 0 con B ∈ A (A no

109
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necesariamente cerrada bajo extensiones).

Decimos que C ∈ A es Ext-proyectivo en A si Ext1A(C,A) = 0 para cada A ∈ A.

Decimos que A ∈ A es Ext-inyectivo en A si Ext1A(A,C) = 0 para cada C ∈ A.

Decimos que A tiene sucesiones que casi se dividen a la izquierda si A tiene morfismo

izquierdos que casi se dividen y para todo objeto A ∈ A inescindible y no Ext-inyectivo en

A existe una sucesión que casi se divide en A

A→ B → C.

Decimos que A tiene sucesiones que casi se dividen a la derecha si A tiene morfismos

derechos que casi se dividen y para todo objeto C ∈ A inescindible y no Ext-proyectivo en

A existe una sucesión que casi se divide en A

A→ B → C.

Decimos que A tiene sucesiones que casi se dividen si A tiene sucesiones que casi se dividen

a la derecha y A tiene sucesiones que casi se dividen a la izquierda.

Observación 4.1.2 Algunos autores (ver [LPC1]), al definir una subcategoŕıa con sucesiones

que casi se dividen por la derecha o por la izquierda no piden la hipótesis de ser una categoŕıa con

morfismo derechos o izquierdos que casi se dividen. Esto motiva la siguiente definición. J

Definición 4.1.3

Se dice que A tiene debilmente sucesiones que casi se dividen por la derecha si para todo

objeto C ∈ A inescindible y no Ext-proyectivo en A existe una sucesión que casi se divide

en A

A→ B → C.
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Se dice que A tiene debilmente sucesiones que casi se dividen por la izquierda si para todo

objeto a ∈ A inescindible y no Ext-inyectivo en A existe una sucesión que casi se divide en

A

A→ B → C.

Se dice que A tiene debilmente sucesiones que casi se dividen si A tiene debilmente

sucesiones que casi se dividen por la derecha y si A tiene debilmente sucesiones que casi se

dividen por la izquierda.

Proposición 4.1.4 Sean A subcategoria plena de Λ−mod, cerrada bajo isomorfismos, cerrada

bajo sumandos directos y cerrada bajo isomorfia, A,B,C ∈ Λ − mod, f ∈ HomΛ(A,B),

g ∈ HomΛ(B,C) y D : Λ−mod→ (Λ)op −mod la dualidad presentada en el teorema II.3.3 de

[ARS1]. Entonces

a ) Si f es una sección entonces D(f) es una retracción.

b ) Si f es una retracción entonces D(f) es una sección.

c ) f es una sección (retracción) si y solo si D(f) es una retracción (sección).

d ) f es un isomorfismo si y solo si D(f) es un isomorfismo.

e ) Si f es morfismo izquierdo que casi se divide en A entonces D(f) es morfismo derecho que

casi se divide en D(A).

f ) Si f es morfismo derecho que casi se divide en A entonces D(f) es morfismo izquierdo que

casi se divide en D(A).

g ) f es morfismo izquierdo (derecho) que casi se divide en A si y solo si D(f) es morfismo

derecho (izquierdo) que casi se divide en D(A).

h ) A
f // B

g // C es sucesión exacta corta si y solo si D(C) D(g) // D(B) D(f) // D(A) es

sucesión exacta corta.
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i ) A
f // B

g // C es sucesión exacta que casi se divide en A si y solo si

D(C) D(g) // D(B) D(f) // D(A)

es sucesión que casi se divide en D(A).

j ) A es cerrada bajo extensiones si y solo si D(A) es cerrada bajo extensiones.

k ) Si A es Ext-proyectivo en A entonces D(A) es Ext-inyectivo en A.

l ) Si A es Ext-inyectivo en A entonces D(A) es Ext-proyectivo en A.

m ) A es Ext-proyectivo (Ext-inyectivo) en A si y solo si A es Ext-inyectivo (Ext-proyectivo)

en A.

n ) Si A tiene sucesiones que casi se dividen a la izquierda entonces D(A) tiene sucesiones que

casi se dividen a la derecha.

o ) Si A tiene sucesiones que casi se dividen a la derecha entonces D(A) tiene sucesiones que

casi se dividen a la izquierda.

p ) A tiene sucesiones que casi se dividen a la derecha si y solo si D(A) tiene sucesiones que

casi se dividen a la izquierda.

q ) A tiene sucesiones que casi se dividen si y solo si D(A) tiene sucesiones que casi se dividen.

Demostración.

a ) Sea g : B → A tal que 1A = gf luego 1D(A) = D(1A) = D(gf) = D(f)D(g).

b ) Es análogo al inciso anterior. c ) y d ) se siguen de a ) y b ).

e ) Sea h : D(Y ) → D(A) un morfismo que no es retracción con Y ∈ A. Al ser D pleno

existe α : A→ Y tal que D(α) = h, entonces por el inciso c ) se tiene que α no es sección, de

modo que existe α′ : B → Y tal que el siguiente diagrama conmuta

A
f //

α
��

B

α′~~~~~~~~~~

Y
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Aśı el diagrama

D(Y )
h
��

D(α′)

{{vvvvvvvvv

D(B) D(f) // D(A)

conmuta, es decir, D(f) es un morfismo derecho que casi se divide en D(A).

f ) Es análogo al inciso anterior. g ) se sigue de e ) y f.

h ) Por la proposición 1.1.34 se tiene que D(f) es un epimorfismo, además D(f) ◦ D(g) =

D(g ◦ f) = D(0) = 0. Sea h : X → D(B) tal que D(f)h = 0. Luego existen Y ∈ Λ−mod y

ϕ : D(Y )→ X un isomorfismo, ya que D es denso, aśı se tiene diagrama conmutativo

A
f //

0 ��???????? B

D(hϕ)
��
Y,

de modo que por el lema 1.3.1 existe un único morfismo β : C → Y tal que βg = D(hϕ), de

modo que se tiene el diguiente diagrama conmutativo

D(Y )

D(β)

������������������
ϕ

��
X

h
��

D(C)
D(g)

// D(B)

luego D(g)D(β)ϕ−1 = D(βg)ϕ−1 = DD(hϕ)ϕ−1 = hϕϕ−1 = h. Ahora bien, sea β′ : X → D(C)

tal que D(g)β′ = h, entonces D(g)β′ϕ = hϕ y aśı gD(β′ϕ) = D(hϕ), luego, por unicidad de β

se tiene que D(β′ϕ) = β, de modo que β′ = D(β)ϕ−1. Entonces por el lema 4.1.4 se tiene que

D(C) D(g) // D(B) D(f) // D(A) es sucesión exacta corta.

i ) Se sigue de h ) y g ).

j ) Sea D(A) f // B
g // D(C) sucesión exacta corta con A,C ∈ A entonces por el

inciso e ) se tiene que C
D(g)// D(B)D(f) // C es sucesión exacta corta, luego D(B) ∈ A, y

aśı B = DD(B) ∈ D(A).
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k ) Sea P ∈ A un objeto Ext-proyectivo en A. Sea η : D(A) D(f) // D(E) D(g) // D(F ) ∈

Ext1D(A)

(
D(F ),D(A)

)
, entonces por el inciso h ) se tiene que D(η) : A g // E

f // F ∈

Ext1A(F,A) de modo que f es retracción ya que A es Ext-proyectivo, entonces D(f) es sección

por el inciso b ) de modo que Ext1D(A)

(
�,D(A)

)
, es decir D(A) es Ext-inyectivo.

l) Es análogo y m ) se sigue de k ) y l ).

n ) Sea D(X) inescindible y no Ext-proyectivo, de modo que por el inciso m ) se tiene que

X no es Ext-inyectivo en A y claramente es inescindible. Luego existe

X
α // Y

g // Z

una sucesión que casi se divide en A, y aśı,

D(Z) D(g) // D(Y ) D(f) // D(X)

es sucesión que casi se divide en D(A) por el inciso i ).

o ) Es análogo y p ) y q ) se siguen de n ) y o ). �

Lema 4.1.5 Sea A como antes, α : 0 // A
f // B

g // C // 0 conflación en A y A =

Y ⊕ X con Y un objeto Ext-inyectivo en A entonces α es isomorfa a la suma directa

de la conflación en A que se divide 0 // Y
1Y // Y // 0 // 0 y una conflación en A

0 // X // E // C // 0 .

Demostración.

Como Y es Ext-inyectivo se tiene diagrama conmutativo

0 // A
f //

(0,1)
��

B
g //

q
��

C // 0

0 // Y
(1

0)// Y q C (0,1) // C // 0
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de modo que Y ∼= f
((

0
Y

))
ya que qf(y) =

(
y
0

)
. Ahora bien para b ∈ B consideremos el elemento

b− f
(

0 0
1 0

)
q(b) y notemos que

(1, 0)q
(
b− f

(
0 0
0 1

)
q(b)

)
= (1, 0)

[
q(b)− qf

(
0 0
1 0

)
q(b)

]

= (1, 0)
[
q(b)−

(
0 1
0 0

)(
0 0
1 0

)
q(b)

]

= (1, 0)
[
q(b)−

(
1 0
0 0

)
q(b)

]

= (1, 0)
[(
y

c

)
−
(
y

0

)]
= 0

es decir b− f
(

0 0
1 0

)
q(b) ∈ Ker (1, 0)q y aśı B = f

((
0
Y

))
+Ker (1, 0)q. Luego si b ∈ f

((
0
Y

))
∩

Ker (1, 0)q entonces

0 = (1, 0)q(b) = (1, 0)qf
(

0
y

)

= (1, 0)
(

1
0

)
(0, 1)

(
0
y

)

= (1)(y) = y

de modo que B = f
((

0
Y

))
⊕Ker (1, 0)q. Por otro lado (1, 0)qf

((
X
0

))
= (1, 0)

(
1
0

)
(0, 1)

(
X
0

)
= 0,

es decir, f
((

X
0

))
⊂ Ker (1, 0)q. Asi α tiene una descomposición

0 // X ⊕ Y
( f1 0

0 f2) // Ker (1, 0)q ⊕ f
((

0
Y

)) (g1,0) // C // 0

�

Proposición 4.1.6 Sea A contravariantemente finita (no necesariamente cerrada bajo extensio-

nes) y sean C ∈ A no Ext-proyectivo y B d // C un morfismo derecho que casi se divide en A.

Entonces d es un epimorfismo.

Demostración.

Como C no es Ext-proyectivo, existe sucesión exacta que no se divide

0 // L
f //M

g // C // 0
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con L,M ∈ A, luego M
g // C es un epimorfismo que no se divide, de modo que hay un

diagrama conmutativo:

M

~~}
}

}
}

g
��

B
d // C

de donde d es epimorfismo. �

Proposición 4.1.7 Sea A covariantemente finita (no necesariamente cerrada bajo extensiones)

y sean A ∈ A no Ext-inyectivo y A i // B un morfismo izquierdo que casi se divide en A.

Entonces i es un monomorfismo.

Demostración.

Como A no es Ext-inyectivo, existe sucesión exacta que no se divide

0 // A
f // L

g //M // 0

con L,M ∈ A, luego A
f // L es un monomorfismo que no se divide, de modo que hay un

diagrama conmutativo:

A i //

f
��

B

��~
~

~
~

L

de donde i es monomorfismo. �

Definición 4.1.8 Sean A,C ∈ A.

Decimos que A es A-inyectivo divisible si cualquier monomorfismo s : A→ B, con B ∈ A,

es una sección.

Decimos que C es A-proyectivo divisible si cualquier epimorfismo r : B → C, con B ∈ A,

es una retracción.
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Proposición 4.1.9

A-inyectivo divisible implica Ext-inyectivo.

A-proyectivo divisible implica Ext-proyectivo. �

ejemplo. Sea Λ =

 k 0

k ⊕ k k

 y A la subcategoria plena de todos los Λ módulos proyectivos

finitamente generados.

Notemos que A es cerrada bajo isomorfismos, sumandos directos y extensiones.

Todos los objetos de A son A-proyectivos divisibles y Ext-inyectivos, pero el monomorfismo

no divisible

0

0
��

0 ((
0 66 K(

1

1

)
��

K

(
1

0

)
(((

0

1

) 66 K

muestra que el proyectivo inescindible 0
0 ))

0
55 K no es A-inyectivo divisible.

Proposición 4.1.10 Sea rAI
gI // I A-aproximación derecha minimal de I, con I inyectivo en

Λ−mod, entonces rAI es A-inyectivo divisible.

Demostración.

Dado h : rAI → L monomorfismo con L ∈ A existe, por inyectividad de I, t : L→ I tal que

th = gI . Como gI es una A-aproximación derecha existe u : L→ rAI tal que gIu = t, de modo

que gIuh = th = gI , luego por minimalidad de gI se sigue que uh es un automorfismo, aśı que h

es una sección.

Proposición 4.1.11 Sea A contravariantemente finita (no necesariamente cerrada bajo ex-

tensiones) y sea M ∈ A. Entonces existe un monomorfismo f : M → I con I A-inyectivo

divisible.
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Demostración.

Sea σ : M → I(M) la envolvente inyectiva de M . Como A es contravariantemente finita

tenemos un diagrama conmutativo

M σ //

f
���
�
� I(M)

rAI(M)
gI(M)

99ttttttttt

de donde f es un monomorfismo y, por 4.1.10 rAI(M) es A-inyectivo divisible. �

Proposición 4.1.12 Sea I un A-inyectivo divisible y sea I = I1⊕ I2, entonces I1 es A-inyectivo

divisible.

Demostracioón.

Sea f : I1 → A monomorfismo con A ∈ A, luego I1 ⊕ I2

f 0

0 1


// A⊕ I2 también es monomor-

fismo, aśı existe A⊕ I2

α β

γ δ


// I1 ⊕ I2 tal que

1 0

0 1

 =

α β

γ δ


f 0

0 1

 =

αf β

γf δ


De modo que f es una sección. �

Lema 4.1.13 Sea A contravariantemente finita (no necesariamente cerrada bajo extenciones) y

sea I0 ∈ A un A-inyectivo divisible, entonces I0 es sumando directo de rAI con I inyectivo en

Λ-mod.
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Demostración.

Se verifica através del diagrama conmutativo:

I0

1I0

��

σ //

f

���
�
� I(I0)

rAI(I0)
gI(I0)

::uuuuuuuuu

r

��
I0

Corolario 4.1.14 Sea A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) entonces M

es A-inyectivo divisible si y solo si es sumando directo de rAI para I un Λ-módulo inyectivo.

Demostración.

Se sigue del lema 4.1.13 y de las proposiciones 4.1.12 y 4.1.10. �

Proposición 4.1.15 Sea A contravariantemente finita (no necesariamente cerrada bajo exten-

siones) y sean I1, I2 A-inyectivos divisibles, entonces I1 q I2 es A-inyectivo divisible.

Demostración.

Del lema 4.1.13 existen I ′1 y I ′2 tales que I1 ⊕ I ′1 = rAJ1 y I2 ⊕ I ′2 = rAJ2, con J1 y J2

inyectivos en Λ−mod , y aśı J1 q J2 es inyectivo en Λ−mod. Por 2.1.11

(I1 q I2)∐ (I ′1 q I ′2) ∼= rAJ1 q rAJ2

gI1 0

0 gI2


// J1 q J2

es una A-aproximación derecha minimal de J1 q J2 luego (I1 q I2)∐ (I ′1 q I ′2) es A-inyectivo

divisible por 4.1.10, de modo que I1 q I2 es A-inyectivo divisible por 4.1.12. �

Corolario 4.1.16 La suma directa finita de objetos A-inyectivo divisibles es un objeto A-inyectivo

divisible. �



120 Sergio S. Chan Castro

Proposición 4.1.17 Sea P
fP // lAP A-aproximación izquierda minimal de P , con P proyectivo

en Λ−mod, entonces lAP es A-proyectivo divisible.

Demostración.

Dado h : L→ lAP epimorfismo con L ∈ A existe, por proyectividad de P , t : P → L tal que

ht = fP . Como fP es una A-aproximación izquierda existe u : lAP → P tal que ufP = t, de

modo que hufP = ht = fP , luego por minimalidad de fP se sigue que hu es un automorfismo,

aśı que h es una retracción. �

Proposición 4.1.18 Sea A covariantemente finita (no necesariamente cerrada bajo extensiones)

y sea M ∈ A. Entonces existe un epimorfismo g : P →M con P A-proyectivo divisible.

Demostración.

Sea π : P (M)→M la cubierta proyectiva de M . Como A es covariantemente finita tenemos

un diagrama conmutativo

P (M) π //

fP (M)

��

M

lAP (M)
g

;;w
w

w
w

w

de donde g es un epimorfismo y, por 4.1.17 lAP (M) es A-proyectivo divisible. �

Proposición 4.1.19 Sea P un A-proyectivo divisible y sea P = P1 ⊕ P2, entonces P1 es

A-proyectivo divisible.
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Demostración.

Sea g : A→ P1 epimorfismo con A ∈ A, luego A⊕ P2

g 0

0 1


// P1 ⊕ P2 también es epimorfismo,

aśı existe P1 ⊕ P2

α β

γ δ


// A⊕ P2 tal que1 0

0 1

 =

g 0

0 1


α β

γ δ

 =

gα gβ

γ δ


De modo que g es una retracción. �

Lema 4.1.20 Sea P0 ∈ A un A-proyectivo divisible, entonces P0 es sumando directo de lAP

con P proyectivo en Λ-mod.

Demostración.

Se verifica através del diagrama conmutativo:

P (P0) π //

fP (P0)

��

P0

lAP (P0)
g

;;w
w

w
w

w

P0

s

;;vvvvvvvvv
1P0

II

Corolario 4.1.21 Sea A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) entonces M

es A-proyectivo divisible si y solo si es sumando directo de lAP para P un Λ-módulo proyectivo.

Demostración.

Se sigue del lema 4.1.20 y de las proposiciones 4.1.19 y 4.1.17. �

Proposición 4.1.22 Sea A covariantemente finita (no necesariamente cerrada bajo extensiones)

y sean P1, P2 A-proyectivos divisibles, entonces P1 q P2 es A-proyectivo divisible.
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Demostración.

Del lema 4.1.20 existen P ′1 y P ′2 tales que P1 ⊕ P ′1 = lAQ1 y P2 ⊕ P ′2 = lAQ2. Con Q1 y Q2

proyectivos en Λ−mod , y aśı Q1 qQ2 es un proyectivo en Λ−mod. Por 2.1.13

Q1 qQ2

fP1 0

0 fP2


// lAQ1 q lAQ2 ∼= (P1 q P2)∐ (P ′1 q P ′2)

es una A-aproximación izquierda minimal de Q1qQ2 luego (P1 q P2)∐ (P ′1 q P ′2) es A-proyectivo

divisible por 4.1.17, de modo que P1 q P2 es A-proyectivo divisible por 4.1.19. �

Corolario 4.1.23 La suma directa finita de objetos A-proyectivo divisibles es un objeto A-

proyectivo divisible. �

4.2 secciones y retracciones en subcategoŕıas

Definición 4.2.1 Sean A ∈ A y Z ∈ Λ −mod. Un morfismo g : A → Z es una A-sección si

g = hf para f : A → V y h : V → Z con V ∈ A implica que f es una sección. Un morfismo

f : Z → A es una A-retracción si f = gh para h : Z → V y g : V → A con V ∈ A implica que

g es una retracción.

Observación 4.2.2

a ) Si g : A→ Z es A-sección entonces g es morfismo minimal derecho.

b ) Si f : Z → A es A-retracción entonces f es morfismo minimal izquierdo. J

Proposición 4.2.3

a ) Un morfismo g : A→ Z con A,Z ∈ A es A-sección si y solo si es una sección.

a’) Un morfismo f : Z → A con A,Z ∈ A es A-retracción si y solo si es una retracción.
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b ) Un morfismo irreducible g : A→ Z ∈ Λ−mod con A ∈ A y Z 6∈ A es una A-sección.

b’) Un morfismo irreducible f : Z → A ∈ Λ−mod con A ∈ A y Z 6∈ A es una A-retracción.

c ) Sea A ∈ A inescindible. Entonces existe A-sección g : A→ Z con Z 6∈ A inescindible si y

solo si existe algún morfismo minimal izquierdo que casi se divide f : A→ B ∈ Λ−mod

con B 6∈ A.

c’) Sea A ∈ A inescindible. Entonces existe unaA-retracción f : Z → A con Z 6∈ A inescindible

si y solo si existe algún morfismo minimal derecho que casi se divide h : B → A ∈ λ−mod

con B 6∈ A.

Demostración.

a ) Si g es A sección, la igualdad g = 1Zg implica que g es sección. Supongamos ahora que

g es sección, de modo que existe j : Z → A tal que jg = 1A. Si g = hf para f : A → V y

h : V → Z entonces (jh)f = 1A, luego f es sección y g es A-sección.

a’) Es análogo al inciso anterior.

b ) Si g = hf para f : A→ V y h : V → Z con V ∈ A, entonces h no es retracción ya que

A es cerrado bajo sumandos directos y Z 6∈ A. Aśı, al ser g un morfismo irreducible se tiene que

f es sección, luego g es A-sección.

b’) Es análogo al inciso anterior.

c ) ⇒) Sea f : A→ B un morfismo minimal izquierdo que casi se divide, de modo que existe

h : B → Z tal que g = hf , ya que g no es sección al ser Z inescindible. Aśı B 6∈ A (de otra

forma f seria sección lo que contradice la definición de f).

⇒) Sea B1 ⊕ · · · ⊕Bn descomposición de B en inescindibles. Como A es cerrado bajo sumas

directas existe i ∈ {1, . . . , n} tal que Bi 6∈ A. Luego πif : A→ Bi es irreducible por el teorema

1.5.20, donde πi es la proyección canónica, aśı, πif es A-sección, por b).

c’) Es análogo al inciso anterior. �
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Proposición 4.2.4 Sea A contravariantemente finita entonces g : A → Z con A ∈ A es A-

sección si y solo si existe un morfismo g′ : A′ → Z con A′ ∈ A tal que (g, g′) : Aq A′ → Z es

una A-aproximación derecha minimal de Z.

Demostración.

⇒) Sea gZ : rAZ → Z la A-aproximación derecha minimal de Z, de modo que existe

f : A→ rAZ tal que el siguiente diagrama conmuta

rAZ
gZ // Z

A

f

OO�
�
� g

=={{{{{{{{{

luego f es sección y aśı existe un isomorfismo (f, f ′) : AqA′ → rAZ, además como A es cerrada

bajo sumandos directos se tiene que A′ ∈ A. Luego (g, gZf ′) : Aq A′ → Z es A-aproximación

derecha minimal de Z ya que el diagrama

Aq A′
(g,gZf ′)

##GGGGGGGGGG

rAZ
gZ //

∼=

OO

Z

X

h

OO�
�
� h

;;wwwwwwwwww

conmuta para todo h : X → Z con X ∈ A.

⇐) Sea g = hf para f : A→ V y h : V → Z con V ∈ A, entonces existe
(
h1
h2

)
: V → AqA′

tal que el siguiente diagrama conmuta:

Aq A′ (g,g′) // Z

V

(h1
h2)
OO

h

;;wwwwwwwwww

aśı el diagrama

Aq A′ (g,g′) // Z

Aq A′
(g,g′)

;;wwwwwwwww
(h1f 0
h2f 1)

OO
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conmuta ya que

(g, g′)

h1f 0

h2f 1

 = (gh1f + g′h2f, g
′)

=
(
(gh1 + g′h2)f, g′

)
=
((

(g, g′)
(
h1

h2

))
f, g′

)

= (hf, g′)

= (g, g′).

Entonces, existe

α β

γ δ

 : Aq A′ → Aq A′ tal que

1 0

0 1

 =

α β

γ δ


h1f 0

h2f 1

 =

αh1f + βh2f β

γh1f + δh2f δ

 =

(αh1 + βh2)f β

(γh1 + δh2)f δ


de modo que f es sección y por lo tanto g es A-sección. �

Proposición 4.2.5 Sea A covariantemente finita entonces f : Z → A con A ∈ A es A-

retracción si y solo si existe un morfismo f ′ : Z → A′ con A′ ∈ A tal que
(
f
f ′

)
: Z → Aq A′ es

una A-aproximación izquierda minimal de Z.

⇒) Sea fZ : Z → lAZ A-aproximación izquierda minimal de Z, de modo que existe

g : lAZ → A tal que el siguiente diagrama conmuta

Z
fZ //

f
��

lAZ

g
}}{

{
{

{

A

luego g es retracción y aśı existe un isomorfismo
(
g
g′

)
: lAZ → AqA′, además como A es cerrada

bajo sumandos directos se tiene que A′ ∈ A. Luego
(

f
g′fZ

)
: Z → A q A′ es A-aproximación
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izquierda minimal de Z ya que el diagrama

Aq A′

∼=
��

Z
fZ //

h ##GGGGGGGGGG

( f

g′fZ) ;;wwwwwwwwww
lAZ

ĥ
���
�
�

X

conmuta para todo h : Z → X con X ∈ A.

⇐) Sea f = gh para h : Z → V y g : V → A con V ∈ A, entonces existe (h1, h2) :

Aq A′ → V tal que el siguiente diagrama conmuta:

Z
( ff ′) //

h
��

Aq A′

(h1,h2){{wwwwwwwwww

V

aśı el diagrama

Z
( ff ′) //

( ff ′) ##GGGGGGGGG Aq A′

(gh1 gh2
0 1 )

��
Aq A′

conmuta ya que gh1 gh2

0 1


f
f ′

 =

gh1f + gh2f
′

f ′



=

g(h1f + h2f
′)

f ′



=

g
(

(h1, h2)
(
f
f ′

))
f ′



=

gh
f ′

 =

f
f ′



entonces, existe

α β

γ δ

 : Aq A′ → Aq A′ tal que

1 0

0 1

 =

gh1 gh2

0 1


α β

γ δ

 =

gh1α + gh2γ gh1β + gh2δ

γ δ

 =

g(h1α + h2γ) g(h1β + h2δ)

γ δ


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de modo que g es retracción y por lo tanto f es A-retracción. �

Corolario 4.2.6 Sea A contravariantemente finita. Un módulo inescindible A ∈ A es sumando

directo de rAZ para Z un Λ-módulo inescindible con Z 6∈ A si y solo si existe A → B un

morfismo minimal izquierdo que casi se divide en A con B 6∈ A.

Demostración.

Se sigue de las proposiciones 4.2.3 y 4.2.4. �

Corolario 4.2.7 Sea A covariantemente finita. Un módulo inescindible A ∈ A es sumando

directo de lAZ para Z un Λ-módulo inescindible con Z 6∈ A si y solo si existe A→ B un morfismo

minimal derecho que casi se divide en A con B 6∈ A.

Demostración.

Se sigue de las proposiciones 4.2.3 y 4.2.5. �

4.3 subcategoŕıas cerradas bajo extensiones

Lema 4.3.1 Sea g ∈ HomΛ(A,Z) entonces

a ) hay una tranformacion natural entre los funtores contravariantes Ext1Λ(�, A) y Ext1Λ(�, Z).

b ) hay una transformación natural entre los funtores covariantes Ext1Λ(Z,�) y Ext1Λ(A,�).

Demostración.

a ) Se debe probar que el diagrama

Ext1Λ(N,A)

f

��

g // Ext1Λ(N,Z)

f

��
Ext1Λ(M,A)

g
// Ext1Λ(M,Z)
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conmuta para todo Λ-morfismo f : M → N , donde g y f son los morfismo inducidos por g y f

respectivamente.

Sea η : A ε // L
ε′ // N ∈ Ext1Λ(N,A), g(η) se obtiene a través del diagrama de push−out

η : A

g

��

ε // L

δ
��

ε′ // N

g(η) : Z
γ // E

γ′ // N

de forma similar se obtiene f
(
g(η)

)
a través del diagrama de pull − back

f
(
g(η)

)
: Z

α // E ′
α′ //

β

��

M

f

��
g(η) : Z

γ // E
γ′ // N

Análogamente se tiene

f(η) : A
φ // H

φ′ //

σ

��

M

f

��
η : A

ε // L
ε′ // N

f(η) : A
φ //

g

��

H
φ′ //

µ

��

M

g
(
f(η)

)
: Z

ϕ // H ′
ϕ′ //M

Luego del diagrama conmutativo

A
φ //

g

��

H

δσ





µ
��

Z
ϕ //

γ 22

H ′

E
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existe un único morfismo θ : H ′ → E tal que θµ = δσ y θϕ = γ y aśı del diagrama conmutativo

A
φ //

g

��

H

0





µ
��

Z
ϕ //

0 22

H ′

γ′θ−fϕ′
  @@@@@@@@

0

se tiene la conmutatividad del siguiente diagrama:

f(η) : A
φ //

g

��

H
φ′ //

µ

��

M

g
(
f(η)

)
: Z

ϕ // H ′

θ

��

ϕ′ //M

f

��
g(η) : Z

γ // E
γ′ // N

De la misma forma del diagrama conmutativo

H φ′

��

δσ

''

E ′ α′ //

β
��

M

f
��

E
γ′ // N

existe un único morfismo θ′ : H → E ′ tal que α′θ′ = φ′ y δσ = βθ′. Luego del diagrama

conmutativo

0 0

��

0

&&

αg−θ′φ
��@@@@@@@

E ′
α′ //

β
��

M

f
��

E
γ′ // N
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se tiene la conmutatividad del siguiente diagrama:

f(η) : A
φ //

g

��

H
φ′ //

θ′

��

M

f
(
g(η)

)
: Z

α // E ′

β

��

α′ //M

f

��
g(η) : Z

γ // E
γ′ // N

Aśı, por la proposición 2.3.13 de [G1] se tiene que f
(
g(η)

)
∼ g

(
f(η)

)
ya que ambos son

factorizaciones del morfismo

A
φ //

g
��

H
φ′ //

δσ
��

M

f
��

Z
γ // E

γ′ // N

b ) Se debe probar que el diagrama

Ext1Λ(Z,M)

f

��

g // Ext1Λ(A,M)

f

��
Ext1Λ(Z,N)

g
// Ext1Λ(A,N)

conmuta para todo Λ-morfismo f : M → N , donde g y f son los morfismo inducidos por g y f

respectivamente.

Sea η : M ε // L ε′ // Z ∈ Ext1Λ(Z,M), f(η) se obtiene a través del diagrama de push−

out

η : M

f

��

ε // L

δ
��

ε′ // Z

f(η) : N
γ // E

γ′ // Z

de forma similar se obtiene g
(
f(η)

)
a través del diagrama de pull − back

g
(
f(η)

)
: N

α // E ′
α′ //

β

��

A

g

��
f(η) : N

γ // E
γ′ // Z
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Análogamente se tiene

g(η) : M
φ // H

φ′ //

σ

��

A

g

��
η : M ε // L ε′ // Z

g(η) : M
φ //

f

��

H
φ′ //

µ

��

A

f
(
g(η)

)
: N

ϕ // H ′
ϕ′ // A

Luego del diagrama conmutativo

M
φ //

f
��

H

δσ





µ
��

N
ϕ //

γ 22

H ′

E

existe un único morfismo θ : H ′ → E tal que θµ = δσ y θϕ = γ y aśı del diagrama conmutativo

M
φ //

f
��

H

0





µ
��

N
ϕ //

0 22

H ′

γ′θ−gϕ′
  @@@@@@@@

0

se tiene la conmutatividad del siguiente diagrama:

g(η) : M
φ //

f

��

H
φ′ //

µ

��

A

f
(
g(η)

)
: N

ϕ // H ′

θ

��

ϕ′ // A

g

��
f(η) : N

γ // E
γ′ // Z
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De la misma forma del diagrama conmutativo

H φ′

��

δσ

''

E ′
α′ //

β
��

A

g

��
E

γ′ // Z

existe un único morfismo θ′ : H → E ′ tal que α′θ′ = φ′ y δσ = βθ′. Luego del diagrama

conmutativo

0 0

��

0

&&

αf−θ′φ
��@@@@@@@

E ′ α′ //

β
��

A

g

��
E

γ′ // Z

se tiene la conmutatividad del siguiente diagrama:

g(η) : M
φ //

f

��

H
φ′ //

θ′

��

A

g
(
f(η)

)
: N α // E ′

β

��

α′ // A

g

��
f(η) : N

γ // E
γ′ // Z

Aśı, por la proposición 2.3.13 de [G1], se tiene que f
(
g(η)

)
∼ g

(
f(η)

)
ya que ambos son

factorizaciones del morfismo

M
φ //

f
��

H
φ′ //

δσ
��

A

g
��

N
γ // E

γ′ // Z

�

Lema 4.3.2 Sean A como antes, M ∈ Λ − mod y fM : M → lAM una A-aproximación

izquierda minimal de M entonces

Ext1Λ(fM ,�) : Ext1Λ(lAM,�)|A → Ext1Λ(M,�)|A

es un monomorfismo de funtores covariantes.
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Demostración.

Considere el diagrama conmutativo exacto

0 // N // V
α //

β
��

M //

fM

��

0

0 // N //W
g // lAM // 0

en Λ −mod con N ∈ A de tal forma que 0 // N // V
α //M // 0 se divide. Luego

existe morfismo α′ : M → V tal que αα′ = 1M y aśı gβα′ = fM . Como A es cerrado

bajo extensiones se tiene que W ∈ A y aśı existe morfismo h : lAM → W tal que βα′ =

hfM . Entonces fM = gβα′ = ghfM de modo que gh es isomorfismo debido a que fM es

morfismo minimal izquierdo, luego g es retracción y 0 // N //W
g // lAM se divide. Esto

prueba que Ext1Λ(fM , N) : Ext1Λ(lAM,N)→ Ext1Λ(M,N) es un monomorfismo de R-módulos

y aśı Ext1Λ(fM ,�) : Ext1Λ(lAM,�)|A → Ext1Λ(M,�)|A es un monomorfismo de funtores

covariantes. �

Lema 4.3.3 Sean A como antes, M ∈ Λ−mod y gM : rAM →M una A-aproximación derecha

minimal de M entonces

Ext1Λ(�, gM) : Ext1Λ(�, rAM)|A → Ext1Λ(�,M)|A

es un monomorfismo de funtores contravariantes.

Demostración.

Considere el diagrama conmutativo exacto

0 // rAM
f //

gM
��

W //

β
��

N // 0

0 //M
α // V // N // 0

en Λ −mod con N ∈ A de tal forma que 0 //M
α // V // N // 0 se divide. Luego

existe morfismo α′ : V → M tal que α′α = 1M y aśı α′βf = gM . Como A es cerrado

bajo extensiones se tiene que W ∈ A y aśı existe morfismo h : W → rAM tal que α′β =
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gMh. Entonces gM = α′βf = gMhf de modo que hf es isomorfismo debido a que gM es

morfismo minimal izquierdo, luego f es sección y 0 // rAM
f //W // N se divide. Esto

prueba que Ext1Λ(N, gM) : Ext1Λ(N, rAM)→ Ext1Λ(N,M) es un monomorfismo de R-módulos

y aśı Ext1Λ(�, gM) : Ext1Λ(�, rAM)|A → Ext1Λ(�,M)|A es un monomorfismo de funtores

contravariantes. �

Observación 4.3.4 Para M un Λ-modulos τ(M) = D Tr M y σ(M) = Tr D (M), donde

D es la dualidad presentada en el teorema II.3.3 de [ARS1] y Tr es la transpuesta de M . (ver

capitulo IV de [ARS1]).

Proposición 4.3.5 Sean M ∈ Λ −mod y gτM : rAτM → τM una A-aproximación derecha

minimal de τM entonces Ext1Λ(M,�)|A = 0 si y solo si Ext1Λ(M, rAτM) = 0.

Demostración.

⇒) es inmediato ya que rAτM ∈ A.

⇐) Supongamos que Ext1Λ(M,�)|A 6= 0, es decir, existe sucesión que no se divide,

0 // N
α //W

β //M // 0,

con N ∈ A, aśı, 1M : M →M no se factoriza a través de β y por el corolario IV, 4,4 de [ARS1]

existe un morfismo j : N → τM que no se factoriza a través de α, el cual, induce el siguiente

diagrama conmutativo

0 // N
α //

j
��

W
β //

��

M // 0

0 // τM // V //M // 0.
Ahora, como N ∈ A se tiene que j = gτMh para algún morfismo h : N → rAτM , de tal forma

que se tiene el siguiente diagrama conmutativo

0 // N
α //

h
��

W
β //

γ

��

M // 0

0 // rAτM
δ //

gτM
��

E //

��

M // 0

0 // τM // V //M // 0.
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Por hipótesis 0 // rAτM
γ // E //M // 0 se divide, de modo que existe morfismo

δ′ : E → rAτM tal que δ′δ = 1rAτM y aśı, j = gτMh = gτMδ
′δh = gτMδ

′γα lo que contradice

la definición de j. Luego, Ext1Λ(M,�) = 0. �

Lema 4.3.6 Sea g : A→ Z un Λ-morfismo con A ∈ A y tal que

Ext1Λ(�, g) : Ext1Λ(�, A)|A → Ext1Λ(�, Z)|A

es un monomorfismo de funtores contravariantes.

a ) Si Ext1Λ(σZ,A) = 0, entonces A es Ext-inyectivo en A.

b ) Si σZ ∈ A, entonces Ext1Λ(σZ,A) = 0 si y solo si A es Ext-inyectivo en A.

Demostración.

a ) Sea 0 // A α // B
β // C // 0 una sucesión exacta con C ∈ A, y sea η su clase

correspondiente en Ext1Λ(C,A). Sea h : σZ → C un morfismo, aśı del diagrama de pull − back

0 // A // E //

��

σZ //

h
��

0

0 // A α // B
β // C // 0

se tiene que h se factoriza a través de β ya que 0 // A // E // σZ // 0 se divide.

Aśı por el resultado dual al corolario IV, 4,4 de [ARS1] se tiene que todo morfismo A → Z se

factoriza a través de α, en particular el morfismo g, de modo que existe γ : B → Z tal que

γα = g. Luego del diagrama de push− out

0 // A α //

g
��

B
β //

��

C // 0

0 // Z // L // C // 0

se tiene que 0 // Z // L // C // 0 se divide ya que el diagrama

A
α //

g
��

B

�� γ





Z //

1Z 22

L

Z
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conmuta. Se sigue que Ext1Λ(C, g)(η) = 0 y aśı η = 0 ya que Ext1Λ(C, g) es un monomorfismo.

Por lo tanto A es Ext-inyectivo en A.

b ) Se sigue de a ) y la definición 4.1.1. �

Lema 4.3.7 Sea g : A→ C una A-sección entonces

Ext1Λ(�, g) : Ext1Λ(�, A)|A → Ext1Λ(�, C)|A

es un monomorfismo de funtores contravariantes.

Demostración.

Considere el diagrama exacto conmutativo

0 // A α //

g

��

B //

h
��

D // 0

0 // C
β // B′ // D // 0

donde la sucesión inferior se divide, de modo que existe β′ : B′ → C tal que g = β′hα y aśı α es

sección ya que A es cerrada bajo extensiones. Luego Ext1Λ(�, g) es un monomorfismo de funtores

contravariantes. �

Teorema 4.3.8 Sean A como antes, A cerrada bajo extensiones, C ∈ A inescindible y no

Ext-proyectivo en A y gτC : rAτC → τC una A-aproximación derecha minimal de τC

a ) Ext1Λ(C, rAτC) tiene un soclo simple como EndΛ(C)op-módulo.

b ) rAτC = A ⊕ Y con A inescindible, Y Ext-inyectivo en A y Ext1Λ(C,A) tiene un soclo

simple como EndΛ(C)op-módulo.

c ) Existe un diagrama exacto conmutativo

α : 0 // rAτC
f //

gτC
��

B
g //

t
��

C // 0

β : 0 // τC
u // F

v // C // 0
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donde β es sucesión que casi se divide en Λ −mod, g es morfismo derecho que casi se

divide en A y t es A-aproximación derecha minimal de F . La sucesión α es isomorfa a la

suma directa de la sucesión exacta que se divide 0 // Y
1Y // Y // 0 // 0 y una

sucesión 0 // A
p // E

q // C // 0 que casi se divide en A.

Demostración.

a ) Por el lema 4.3.3 se tiene que Ext1Λ(�, gτC) : Ext1Λ(�, rAτC) → Ext1Λ(�, τC) es

un monomorfismo de funtores contravariantes ya que A es cerrado bajo extensiones. Luego

Ext1Λ(C, gτC) : Ext1Λ(C, rAτC) → Ext1Λ(C, τC) es un monomorfismo de R-módulos y, por el

lema 4.3.1, es un monomorfismo de EndΛ(C)op-módulos. Por otro lado como C no es Ext-

proyectivo en A entonces por la proposición 4.3.5 Ext1Λ(C, rAτC) no es cero y tiene soclo

distinto de cero, además como C no es proyectivo de la proposición V, 2,1 de [ARS1] se tiene

que Ext1Λ(C, τC) posee un soclo simple como EndΛ(C)op-módulo. Aśı Ext1Λ(C, rAτC) tiene un

soclo simple como EndΛ(C)op-módulo.

b ) Si rAτC = A1 ⊕ · · · ⊕ Am,, donde Aj es inescindible para j = 1, . . . ,m, entonces la

imagen del monomorfismo Ext1Λ(C, gτC) es un EndΛ(C)op-submódulo de Ext1Λ(C, τC) isomorfo

a Ext1Λ(C, rAτC) ∼=
⊕m
j=1Ext

1
Λ(C,Aj). usando la aditividad del funtor Ext1Λ(C,�) : Λ−mod→

EndΛ(C)op −mod. Ahora bien, por a ) existe precisamente una i tal que Ext1Λ(C,Ai) 6= 0 tiene

un soclo simple como EndΛ(C)op-módulo, y Ext1Λ(C,Aj) = 0 para j 6= i. Esto sugiere tomar

A = Ai y Y = ⊕
j 6=iAj. Por la proposición 4.2.4 se tiene que gτC|Y : Y → τC es una A-sección

y aśı Ext1Λ(�, gτC|Y ) es un monomorfismo de funtores contravariantes por el lema 4.3.7. Luego,

aplicando el lema 4.3.6 se tiene que Y es Ext-inyectivo en A.

c ) Sea α : 0 // rAτC
f // B

g // C // 0 sucesión exacta que no se divide cuya clase

de equivalencia pertenezca al soclo de Ext1Λ(C, rAτC) como EndΛ(C)op-módulo, entonces se

tiene diagrama conmutativo

α : 0 // rAτC
f //

gτC
��

B
g //

t
��

C // 0

β : 0 // τC
u // F

v // C // 0
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donde β pertenece al soclo de Ext1Λ(C, τC) como EndΛ(C)op-módulo ya que Ext1Λ(C, gτC) es

monomorfismo, de modo que por la proposición V ,2,1 de [ARS1] β es sucesión que casi se divide

en Λ − mod. Ahora bien, como C y rAτC ∈ A entonces B ∈ A ya que A es cerrada bajo

extensiones y si h : X → C no es retracción con X ∈ A entonces gτC(αh) = (gτCα)h = βh se

divide ya que β es sucesión que casi se divide en Λ−mod, y aśı αh se divide ya que Ext1Λ(C, gτC)

es monomorfismo, luego h se factoriza a través de g, es decir, g es morfismo derecho que casi se

divide en A y por el lema 2.1.10 inciso b ) t es una A-aproximación derecha minimal de F . Por

otro lado por el lema 4.1.5 α es isomorfa a la suma directa de las sucesiones

0 // Y
1Y // Y // 0 // 0

y

α′ : 0 // A
p // E

q // C // 0
donde q es morfismo tal que el siguiente diagrama conmuta

B
g //

ϕ
��

C

E

q

??~~~~~~~~

y aśı q es morfismo derecho que casi se divide en A y por la proposición 1.5.13, se tiene que α′ es

sucesión que casi se divide en A. �

Corolario 4.3.9 Sea A subcategoŕıa de Λ − mod contravariantemente finita y cerrada bajo

extensiones entonces en A hay sucesiones que casi se dividen a la derecha.

Demostración.

Se sigue del teorema 4.3.8. �

Corolario 4.3.10 Sea A subcategoŕıa de Λ−mod covariantemente finita y cerrada bajo exten-

siones entonces en A hay sucesiones que casi se dividen a la izquierda.

Demostración.

Se sigue del corolario 4.3.9 y de la proposición 4.1.4. �
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Corolario 4.3.11 Sea A subcategoŕıa de Λ−mod funtorialmente finita y cerrada bajo extensiones

entonces en A hay sucesiones que casi se dividen.

Demostración.

Se sigue de los corolarios 4.3.9 y 4.3.10. �

4.4 el ejemplo de igusa, smal∅ y todorov

Sea k un campo algebraicamente cerrado. Considere la k-álgebra kQ asociada al carcaj:

Q : ·

γ

?? ·αoo

β

��

Sea Λ1 = kQ/I donde I es el ideal bilateral generado por los elementos βγ, αγ y γα. De esta

forma Λ1 es una k-álgebra de dimensión seis sobre k, aśı Λ1 es una k-álgebra de Artin.

Los Λ1-modulos proyectivos inescindibles son:

P1 : k

1

;; k

0
zz 0oo y P2 : k2

(0 0
1 0)

::k
2.

(1 0
0 0)

xx (0 0
1 0)oo

Los Λ1-módulos simples son:

S1 : k

0

;; 0

0
zz 0oo y S2 : 0

0

;; k.

0
zz 0oo

Los Λ1-módulos inyectivos inescindibles son:

I1 : k

(0
0)

;;k
2

(1,0)

zz (0,1)oo y I2 : k

(1
0)

;;k
2.

(0,1)

zz (0,0)oo
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Observación 4.4.1 Existe un epimorfismo canónico de k-álgebras η : Λ1 → Γ, donde Γ es la k-

álgebra de Kronecker definida en el capitulo dos, aśı el funtor restricción Fη : Γ−mod→ Λ1−mod

es fiel y pleno por el Teorema de Silver (ver [Sil1], [BSZ1] y [CP1]). Además

Fη

 U V

α

ff

β

xx

 = U

0

<<V.
αoo

β

||

J

Observación 4.4.2 Si µ : 0 // A
f // B

g // C // 0 es sucesión exacta entonces

Fη(µ) : 0 // Fη(A) f // Fη(B) g // Fη(C) // 0

también es exacta. Además Fη(µ) se divide si y solo si µ se divide.

Proposición 4.4.3 Si M ∈ Λ1 − mod es de dimensión proyectiva finita entonces M tiene

dimensión par sobre k.

Demostración.

Se sigue del lema 1.2.4 ya que P1 y P2 tienen dimensión par sobre k. �

Observaciones 4.4.4

S1,S2, I1 y I2 no pertenecen a fpd.

Fη(Qn) no pertenece a fpd para toda n ∈ N.

Fη(Jn) no pertenece a fpd para toda n ∈ N.

Abusando de la notación se tomará Mn
c = Fη (Mn

c ) para n ∈ N y c ∈ k ∪ {∞} J

Lema 4.4.5 Si U
L

<<V.
Noo

M

||
es una representación de un Λ1-módulo C, entonces existe un

monomorfismo j : P1 → C si y solo si L 6= 0.
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Demostración.

⇒) Sea f = (f1, f2) : P1 → C monomorfismo. Si L = 0 entonces para todo c ∈ k se tiene

que f2(c) = Lf1(c) = 0, de modo que f2 no es un monomorfismo, lo que contradice la definición

de f .

⇐) Sea u ∈ U tal que v = l(u) 6= 0. Para c ∈ k se definen f1(c) = cu y f2(c) = cv, aśı

Lf1(c) = L(cu) = cL(u) = cv = f2(c)

Mf2(c) = M(cv) = M [cL(u)] = ML(cu) = 0

Nf2(c) = N(cv) = N [cL(u)] = NL(cu) = 0.

De modo que f = (f1, f2) : P1 → C es un morfismo de Λ1-módulos, además f1 y f2 son

monomorfismos, es decir, f es un monomorfismo. �

Lema 4.4.6 Sea M ∈ Λ1 −mod entonces existe una sucesión exacta

0 // ∐m
j=1 P1 //M // C // 0

donde m ∈ N ∪ {0} y C ∈ Im Fη.

Demostración.

Si M ∈ Im Fη entonces la sucesión exacta corta 0 //M
∼= //M es la que se requiere.

Si M /∈ Im Fη, por el lema 4.4.5 existe un monomorfismo j1 : P1 → M , luego se tiene

sucesión exacta corta P1
j1 //M

π1 // Cok j1 . Si Cok j1 ∈ Im Fη entonces se concluye la

prueba, de lo contrario exsite monomorfismo j2 : P1 → Cok j1, aśı se tiene el siguiente diagrama

conmutativo

P1
j′2

{{w
w

w
w

w
j2
��

M π1
// Cok j1

Ahora, sean p, q ∈ P1 tales que j1(p)− j′2(q) = 0, entonces j2(q) = π1j
′
2(q) = π1j1(q) = 0, de

modo que q = 0, luego p = 0, es decir (j1, j′2) : P1 q P1 →M es un monomorfismo. Aśı se tiene
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la sucesión exacta corta

P1 q P1
(j1,j′2)

//M
π2 // Cok (j1, j

′
2)

Note que l(M) ≥ l(Cok j1) ≥ l
(
Cok (j1, j

′
2)
)

, Aśı procediendo recursivamente se obtiene el

resultado. �

Observación 4.4.7 M ∈ fpd si y solo si C ∈ fpd. J

Proposición 4.4.8

i ) Para c ∈ k existe sucesión exacta

0 // P1 // P2 //M1
c

// 0

ii ) Para n ∈ N existe sucesión exacta

0 // S1
∐(n−1∐

i=1
P1

)∐
S2 //

n∐
i=1

P2 //Mn
∞

// 0

Demostración.

i ) Se verifica a través de los siguientes diagramas conmuativos:

P1 :

��

k

( 1
−c)

��

1

<< k

(0
1)

��

0oo

0

||

P2 :

��

k2

(c,1)

��

(0 0
1 0)

<<k
2

(1,0)

��

(0 0
1 0)oo

(1 0
0 0)

{{

M1
c : k

0
<< k

1oo

c

||
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ii ) Sea ei,j la i-j-matriz elemental1. Sea n ∈ N, considere los siguientes diagramas:

S1
∐(n−1∐

i=1
P1

)∐
S2 :

��

kn

A

��

X

;;k
n

B

��

0oo

0
{{

n∐
i=1

P2 :

��

k2n

C

��

Z

;;k
2n

D

��

Zoo

Y

zz

Mn
∞ : kn

0
;;k
n

Jn0oo

I

{{

Donde

A = e2n,1 +
n−1∑
j=1

e2n−2j+1,n−j+1 −
n−1∑
j=1

e2n−2j,n−j+1,

B =
n∑
j=1

e2n−2j+2,j,

C =
n∑
j=1

ej,2j−1 +
n−1∑
j=1

ej+1,2j,

D =
n∑
j=1

ej,2j−1,

X =
n−1∑
j=1

ej,n+1−j,

Y =
n∑
j=1

e2j−1,2j−1,

Z =
n∑
j=1

e2j,2j−1,

I es la matriz identidad y Jn0 es la matriz de Jordan de tamaño n.

1Tiene el elemento uno en la posición i, j y cero en las demás entradas
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Se probará que las parejas (A,B) y (C,D) son Λ1-morfismos.

Y B =
 n∑
j=1

e2j−1,2j−1

 n∑
j=1

e2n−2j+2,j

 = 0

ZB =
 n∑
j=1

e2j,2j−1

 n∑
j=1

e2n−2j+2,j

 = 0

ZA =
 n∑
j=1

e2j,2j−1

e2n,1 +
n−1∑
j=1

e2n−2j+1,n−j+1 −
n−1∑
j=1

e2n−2j,n−j+1


=
 n∑
j=1

e2j,2j−1

n−1∑
j=1

e2n−2j+1,n−j+1


=

n−1∑
j=1

e2n−2j+2,n+1−j

=
 n∑
j=1

e2n−2j+2,j

n−1∑
j=1

ej,n+1−j

 = BX

CY =
 n∑
j=1

ej,2j−1 +
n−1∑
j=1

ej+1,2j

 n∑
j=1

e2j−1,2j−1


=
 n∑
j=1

ej,2j−1

 n∑
j=1

e2j−1,2j−1


=
 n∑
j=1

ej,2j−1

 = D

CZ =
 n∑
j=1

ej,2j−1 +
n−1∑
j=1

ej+1,2j

 n∑
j=1

e2j,2j−1


=
n−1∑
j=1

ej+1,2j

 n∑
j=1

e2j,2j−1


=
n−1∑
j=1

ej+1,2j−1


=
n−1∑
j=1

ej+1,j

 n∑
j=1

ej,2j−1

 = Jn0 D

DZ =
 n∑
j=1

ej,2j−1

 n∑
j=1

e2j,2j−1

 = 0
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Además,

CA =
 n∑
j=1

ej,2j−1 +
n−1∑
j=1

ej+1,2j

e2n,1 +
n−1∑
j=1

e2n−2j+1,n−j+1 −
n−1∑
j=1

e2n−2j,n−j+1


=
 n∑
j=1

ej,2j−1

n−1∑
j=1

e2n−2j+1,n−j+1

−
n−1∑
j=1

ej+1,2j

n−1∑
j=1

e2n−2j,n−j+1


=

n∑
j=2

ej,n−(n−j+1)+1 −
n−1∑
j=1

ej+1,n−(n−j)+1

=
n∑
j=2

ej,j −
n−1∑
j=1

ej+1,j+1 = 0

DB =
 n∑
j=1

ej,2j−1

 n∑
j=1

e2n−2j+2,j

 = 0,

es decir, Im A ⊂ Ker C y Im B ⊂ Ker D. Ahora bien, sea
2n∑
k=1

bkek ∈ Ker C, entonces

0 =
 n∑
j=1

ej,2j−1 +
n−1∑
j=1

ej+1,2j

( 2n∑
k=1

bkek

)

=
 n∑
j=1

ej,2j−1

( 2n∑
k=1

bkek

)
+
n−1∑
j=1

ej+1,2j

( 2n∑
k=1

bkek

)

=
n∑
j=1

b2j−1ej +
n−1∑
j=1

b2jej+1

de modo que, b1 = 0 y b2j = −b2j+1, para j = 1, · · · , n. Aśı, tomando x =
b2ne1 −

n∑
j=2

b2j−2ej

,
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se tiene que

Ax =
e2n,1 +

n−1∑
j=1

e2n−2j+1,n−j+1 −
n−1∑
j=1

e2n−2j,n−j+1

b2ne1 −
n∑
j=2

b2j−2ej


= b2ne2n +

n−1∑
j=1

e2n−2j+1,n−j+1

− n∑
j=2

b2j−2ej

−
n−1∑
j=1

e2n−2j,n−j+1

− n∑
j=2

b2j−2ej


= b2ne2n −

n−1∑
j=1

b2n−2je2n−2j+1 +
n−1∑
j=1

b2n−2je2n−2j

= b2ne2n −
n−1∑
k=1

b2n−2(n−k)e2n−2(n−k)+1 +
n−1∑
k=1

b2n−2(n−k)e2n−2(n−k)

= b2ne2n −
n−1∑
k=1

b2ke2k+1 +
n−1∑
k=1

b2ke2k

= b2ne2n +
n−1∑
k=1
− (−b2k+1) e2k+1 +

n−1∑
k=1

b2ke2k

= b2ne2n +
n−1∑
k=1

b2k+1e2k+1 +
n−1∑
k=1

b2ke2k

=
2n∑
k=1

bkek

es decir, Ker C ⊂ Im A. De forma análoga se prueba que Ker D ⊂ Im B. �

Corolario 4.4.9

Mn
c infpd para toda c ∈ k y toda n ∈ N.

Mn
∞ no pertenece a fpd para toda n ∈ N. �

Proposición 4.4.10 Sea M un Λ1-módulo inescindible no isomorfo a P1. Entonces M ∈ fpd si

y solo si existe una sucesión exacta 0 //
m∐
i=1

P1 //M // C // 0 , donde m ∈ N ∪ {0}

y C ∼= Mn1
c1 q · · · qM

nt
ct para números naturales t, n1, . . . , nt y c1, . . . , ct ∈ k.

Demostración.

Se sigue del lema 4.4.6, la observación, 4.4.7 y la proposición 4.4.9.
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Proposición 4.4.11 M ∈ fpd si y solo si M ∈ pd1

Demostración.

Por la proposición 4.4.10 existe sucesión exacta 0 //
m∐
i=1

P1 //M // C // 0 y por

el lema 1.2.14, se tiene que M ∈ pd1, ya que Mn
c ∈ pd1 para toda c ∈ k y toda n ∈ N. �

Corolario 4.4.12 Sea M un Λ1-módulo inescindible en fpd. M es Ext-proyectivo en fpd si y

solo si M ∼= P1 o M ∼= P2.

Demostración.

M ∈ pd1 por la proposición 4.4.11, aśı se tiene sucesión exacta 0 // Q1 // Q0 //M // 0 ,

donde Q1 y Q0 son Λ1-módulos proyectivos. Luego, al ser M un objeto Ext-proyectivo en fpd,

se tiene que Q0 ∼= Q1 qM , de modo que M es proyectivo y al ser inescindible se concluye la

prueba. �

Proposición 4.4.13 En fpd no hay objetos Ext-inyectivos.

Demostración.

Sea M ∈ fpd inescindible y Ext-inyectivo. Entonces M 6∼= P1 y por el lema 4.4.10 se tiene la

sucesión exacta 0 //
m∐
i=1

P1 //M // C // 0 donde C ∼= Mn1
c1 q · · · qM

nt
ct . Luego, de

la proposición 2.2.15 y de la observación 4.4.2 se tiene la sucesión exacta de Λ1-módulos que no

se divide

0 //Mn1
c1

fn1 //Mn1+1
c1 qMn1−1

c1

gn1 //Mn1
c1

// 0

de modo que se tiene el diagrama conmutativo

0 //Mn1
c1

i

��

fn1 //Mn1+1
c1 qMn1−1

c1

��

gn1 //Mn1
c1

// 0

0 // C // X //Mn1
c1

// 0
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de donde la sucesión inferior no se divide. Por otro lado de la sucesión exacta larga covariante

0 // HomΛ1(Y,
n∐
i=1

P1) // HomΛ1(Y,M) // HomΛ1(Y,C)BC
GF
@A

// Ext1Λ1(Y,
n∐
i=1

P1) // Ext1Λ1(Y,M) // Ext1Λ1(Y,C)BC
GF
@A

// Ext2Λ1(Y,
n∐
i=1

P1) // Ext2Λ1(Y,M) // Ext2Λ1(Y,C)BC
GF
@A

// ... ... ...BC
GF
@A

// ExtnΛ1((Y,
n∐
i=1

P1) // ExtnΛ1(Y,M) // ExtnΛ1(Y,C)BC
GF
@A

// ... ... ...
para Y ∈ fpd se obtiene la sucesión exacta

Ext1Λ1(Y,
n∐
i=1

P1) // Ext1Λ1(Y,M) // Ext1Λ1(Y,C) // 0

y al ser M un objeto Ext-inyectivo en fpd se concluye que ExtΛ1(Y,C) = 0 lo que es una

contradicción para Y = Mn1
c1 . �

Corolario 4.4.14 Sea N un Λ1-módulo tal que N /∈ fpd y ExtΛ1(X,N) = 0 para todo X ∈ fpd.

Entonces N no tiene una fpd-aproximación derecha.

Demostración.

Sean rN : Nfpd → N una fpd-aproximación derecha minimal de fpd y f : P → N la cubierta

proyectiva de N , entonces f se factoriza a través de rN y aśı Nfpd 6= 0. Por otro lado, para

X ∈ fpd se tiene que ExtΛ1(X, rN) : ExtΛ1(X,Nfpd) → ExtΛ1(X,N) es un monomorfismo

por el lema 4.3.3, de modo que ExtΛ1(X,Nfpd) = 0 y aśı Nfpd es un objeto Ext-inyectivo en

fpd lo que contradice la proposición 4.4.13. �
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Proposición 4.4.15 El Λ1-módulo S2 no tiene una fpd-aproximación derecha.

Demostración.

Considere la siguiente sucesión exacta corta:

P1 :

��

k

1

��

1

== k

(1
0)

��

0oo

0

}}

I2 :

��

k

0

��

(1
0)

==k
2

(0,1)

��

(0,0)oo

(0,1)

}}

S2 : 0
0

== k
0oo

0

}}

Aśı, de la sucesión exacta larga covariante, se tiene la sucesión exacta

ExtΛ1(X,P1)→ ExtΛ1(X, I2)→ ExtΛ1(X,S2)→ Ext2Λ1(X,P1),

de modo que si X ∈ fpd, entonces ExtΛ1(X,S2) = 0 y por el corolario 4.4.14 se tiene que S2

no tiene una fpd-aproximación derecha. �

Corolario 4.4.16

fpd es covariantemente finita en Λ1 −mod pero no es contravariantemente finita.

fpd es homológicamente finita en Λ1 −mod, pero no es funtorialmente finita. �
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Proposición 4.4.17 P1 no tiene morfismo derecho que casi se divide.

Demostración.

Considere el siguiente monomorfismo: j : S2 → P1

0

0

��

0

== k

1

��

0oo

0

}}

k

1

== k
0oo

0

}}

Como la dimensión de P1 sobre k es dos, entonces S2 es el único submodulo no trivial de P1.

Si g : X → P1 es un morfismo derecho que casi se divide en fpd, entonces se tiene diagrama

conmutativo

S2
ω

~~}}}}}}}}
j
��

X g
// P1.

Sea v : Y → S2 un morfismo con Y ∈ fpd entonces jv no es retracción, y existe u : Y → X tal

que jv = gu, luego jωu = gu = jv, de modo que ωu = v, es decir, ω es una fpd-aproximación

de S2, lo que contradice la proposición 4.4.15. �

Corolario 4.4.18

fpd no tiene morfismos derechos que casi se dividen.

fpd no tiene morfismos que casi se dividen. �

Observación 4.4.19 fpd tiene debilmente sucesiones que casi se dividen, pero no tiene sucesiones

que casi se dividen. J
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Sucesiones que casi se dividen en las categoŕıas

M(Λ), p(Λ) y p1(Λ)

En esta sección Λ es una R-álgebra de Artin sobre R un anillo artiniano conmutativo. Se

definirán la categoŕıa M(Λ) de morfismos de Λ-módulos y las subcategoriás m(Λ), P(Λ), p(Λ),

p1(Λ) y p2(Λ). Se determinarán los objetos inescindibles de p(Λ), aśı como los objetos Ext-

proyectivos y Ext-inyectivos en la subcategoŕıa p(Λ). Se concluye con la formula para determinar

todas las sucesiones que casi se dividen en la categoŕıa p(Λ).

5.1 la categoŕıa de morfismos M(Λ)

Definición 5.1.1 Se define la categoŕıa M(Λ) de morfismos de Λ-Mod en objetos como las

ternas (X1 , X2 , ϕX), donde X1 y X2 son Λ módulos izquierdos y ϕX ∈ HomΛ(X1, X2). Un

morfismo f : X → Y ∈M(Λ) es el par (f1, f2), donde fi ∈ HomΛ(Xi, Yi) para i ∈ {1, 2}, tales

que ϕY f1 = f2ϕX . La composición en M(Λ) es componer en cada componente. P(Λ) es la

subcategoria plena de M(Λ) cuyos objetos son los morfismos entre Λ módulos proyectivos. m(Λ)

es la subcategoŕıa plena de M(Λ) cuyos objetos son los morfismos entre Λ-módulos finitamente

generados. De la misma manera se define p(Λ) como la subcategoria plena de M(Λ), cuyos

151
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objetos son los morfismos entre Λ-módulos proyectivos finitamente generados.

Observaciones 5.1.2

La categoŕıa m(Λ) es isomorfa a la categoŕıa Λ̃C donde Λ̃ =

Λ 0

Λ Λ

.

La categoŕıa p(Λ) es isomorfa a la subcategoŕıa P̃C de Λ̃C con P̃ =

P 0

Λ P

, donde P es

el conjunto de los Λ-módulos proyectivos.

La categoŕıaM(Λ) adquiere una estructura exacta natural a través de la categoŕıa Λ̃−Mod.

Las categoŕıas P(Λ), m(Λ) y p(Λ) heredan de M(Λ) una estructura exacta al ser, todas,

cerradas bajo extensiones. J

Considere, para un Λ módulo proyectivo P , los siguientes objetos de P(Λ):

S(P ) := (P , 0 , 0), U(P ) := (P , P , 1P ) y T (P ) := (0 , P , 0).

Y para i ∈ {1, 2} denotamos por Fi : P(Λ)→ Λ−Mod la proyección definida por Fi(X) = Xi

para todo objeto X : X1 → X2 ∈ P(Λ) y Fi
(
(f1, f2)

)
= fi para todo morfismo (f1, f2) ∈ P(Λ).

Observación 5.1.3 Si P es inescindible en Λ−Mod, entonces los objetos U(P ), S(P ) y T (P )

son inescindibles en P(Λ). J

Lema 5.1.4

a ) Los funtores HomP(Λ)
(
U(P ),�

)
y HomΛ

(
P,F1(�)

)
son naturalmente isomorfos.

b ) Los funtores HomP(Λ)
(
�, U(P )

)
y HomΛ

(
F2(�), P

)
son naturalmente isomorfos.

c ) Los funtores HomP(Λ)
(
T (P ),�

)
y HomΛ

(
P,F2(�)

)
son naturalmente isomorfos.

d ) Los funtores HomP(Λ)
(
�, S(P )

)
y HomΛ

(
F1(�), P

)
son naturalmente isomorfos.
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Demostración.

a ) Para X = X1
ϕX // X2 ∈ P(Λ) se define ηX : HomP(Λ)

(
U(P ), X

)
→ HomΛ

(
P,F1(X)

)
=

HomΛ
(
P,X1

)
como ηX

(
(g1, g2)

)
= g1. Claramente ηX es un isomorfismo para toda X ∈ P(Λ).

Sean A := A1
ϕA // A2 , B := B1

ϕB // B2 ∈ P(Λ) y (f1, f2) ∈ HomP(Λ)(A,B) se debe

probar la conmutatividad del siguiente diagrama

HomP(Λ)
(
U(P ), A

)
ηA //

(f1,f2)∗
��

HomΛ
(
P,A1

)
f1∗
��

HomP(Λ)
(
U(P ), B

)
ηB
// HomΛ

(
P,B1

)
.

Sea (g1, g2) ∈ HomP(Λ)
(
U(P ), A

)
entonces

(
ηB ◦ (f1, f2)∗

)(
(g1, g2)

)
= ηB

(
(f1 ◦ g1, f2 ◦ g2)

)
= f1 ◦ g1

= f1∗(g1)

=
(
f1∗ ◦ ηA

)(
(g1, g2)

)
b ), c ) y d ) son analógos. �

Lema 5.1.5 Sea X := X1
ϕX // X2 ∈ P(Λ) entonces

T (X1)
(fg) // T (X2)⊕ U(X1) (f ′, g′)// X

es una conflación en P(Λ), donde

f = (0, ϕX) : T (X1)→ T (X2)

g = (0,−1X1) : T (X1)→ U(X1)

f ′ = (0, 1X2) : T (X2)→ X

g′ = (1X1 , ϕX) : U(X1)→ X
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Demostración.(
f
g

)
y (f ′, g′) son morfismos en P(Λ) debido a la conmutatividad de los siguientes diagramas

0 0 //

0
��

X1

( 0
1X1

)
��

X1
1X1 //

( 0
1X1

)
��

X1

ϕX
��

X1

( ϕX
−1X1

)
// X2 ⊕X1 X2 ⊕X1

(1X2 ,ϕX)
// X2

T (X1)
(fg) // T (X2)⊕ U(X1) T (X2)⊕ U(X1) (f ′,g′) // X.

Aśı se debe probar que las sucesiones

0 0 // X1
1X1 // X1

X1

( ϕX
−1X1

)
// X2 ⊕X1

(1X2 ,ϕX)
// X2

son exactas cortas.

Claramente la sucesión superior es exacta corta,
(
ϕX
−1X1

)
es monomorfismo y (1X2 , ϕX) es

epimorfismo, luego de la composición (1X2 , ϕX)
(
ϕX
−1X1

)
= 1X2ϕX + ϕX(−1X1) = ϕX − ϕX =

0 se tiene que Im
(
ϕX
−1X1

)
⊂ Ker (1X2 , ϕX). Ahora bien sea (x2, x1) ∈ Ker (1X2 , ϕX) de

modo que x2 = −ϕX(x1), luego (x2, x1) = (−ϕX(x1), x1) = (ϕX(−x1), x1) =
(
ϕX
−1X1

)
(−x1).

Aśı Im
(
ϕX
−1X1

)
= Ker (1X2 , ϕX).. �

Lema 5.1.6 Sea X := X1
ϕX // X2 ∈ P(Λ) entonces

X
(rs) // U(X2)⊕ S(X1) (r′, s′)// S(X2)

es una conflación en P(Λ), donde

r = (ϕX , 1X2) : X → U(X2)

s = (−1X1 , 0) : X → S(X1)

r′ = (1X2 , 0) : U(X2)→ S(X2)

s′ = (ϕX , 0) : S(X1)→ S(X2)
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Demostración.

Es analógo al lema 5.1.5. �

Lema 5.1.7 Todo objeto Ext-inyectivo en P(Λ) es isomorfo a un sumando directo de U(Q)⊕

S(Q′) para Λ-módulos proyectivos Q y Q′, como consecuencia los objetos Ext-inyectivos ines-

cindibles en P(Λ) son los objetos isomorfos a U(P ) o S(P ) para algún Λ-módulo proyectivo

inescindible P .

Demostración.

Sea X := X1
ϕX // X2 un objeto Ext-inyectivo en P(Λ) por el lema 5.1.6 se tiene conflación

X
(rs) // U(X2)⊕ S(X1) (r′, s′)// S(X2)

de modo que X es sumando directo de U(X2)⊕ S(X1).

Sea P proyectivo y sea

P
f1 //

1
��

X1
g1 //

ϕX
��

Y1

ϕY
��

P
f2 // X2

g2 // Y2

una sucesión exacta enM(Λ) con ϕY ∈ P(Λ), de modo que P
f2 // X2

g2 // Y2 es una sucesión

exacta en Λ −Mod con Y2 un proyectivo, de modo que existe h : x2 → P tal que hf2 = 1P ,

luego el siguiente diagrama conmuta

X1
hϕX //

ϕX
��

P

1
��

X2
h // P,

además hϕXf1 = hf2 = 1P , de modo que la sucesión se divide y entonces U(P ) es Ext-inyectivo

en P(Λ).

Por otro lado, si

P
f1 //

0
��

X1
g1 //

ϕX
��

Y1

ϕY
��

0 0 // X2
g2 // Y2
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es una sucesión exacta en M(Λ) con ϕY ∈ P(Λ), entonces P
f1 // X1

g1 // Y1 es una sucesión

exacta en Λ −Mod con Y1 un proyectivo, de modo que existe h : X1 → X tal que hf1 = 1P ,

luego S(P ) es Ext-inyectivo.

Se sigue, por el lema 5.1.4, que los objetos U(P ) y S(P ) son Ext-inyectivos (Ext-inyectivos

inescindibles) en P(Λ) para P Λ-módulo proyectivo (proyectivo inescindible).

Luego si X es Ext-inyectivo inescindible en P(Λ) entonces es isomorfo a U(P ) o S(P ) para

P un Λ-módulo proyectivo inescindible. �

Lema 5.1.8 Todo objeto Ext-proyectivo en P(Λ) es isomorfo a un sumando directo de U(Q)⊕

T (Q′) para Λ-módulos proyectivos Q y Q′, como consecuencia los objetos Ext-proyectivos

inescindibles en P(Λ) son los objetos isomorfos a U(P ) o T (P ) para algún Λ-módulo proyectivo

inescindible P .

Demostración.

Es análogo al lema 5.1.7. �

Definición 5.1.9 Denotaremos por p1(Λ) la subcategoŕıa plena de p(Λ) que consiste de las

ternas (P,Q, ϕ), donde ϕ : P → Q es un morfismo de Λ módulos con imagen contenida en rQ.

La subcategoria plena de p1(Λ) que consiste de las ternas (P,Q, ϕ) tal que ker(ϕ) ⊆ rP es

denotada por p2(Λ).

Observación 5.1.10 Si X1
ϕ // X2 ∈ p2(Λ) entonces X1

ϕ // X2
π // Cok ϕ es una reso-

lución proyectiva minimal de Cok ϕ. J

Lema 5.1.11 Sean X : P1
g // P2 ∈ p2(Λ) y f = (f1, f2) ∈ EndΛ̃(X) tal que Cok (f) = 0

entonces f es nilpotente.
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Demostración.

Sea m ∈ N tal que rm = 0. Del diagrama exacto conmutativo

P1
g //

f1
��

P2
π //

f2
��

Cok g

0
��

P1
g // P2

π // Cok g

se tiene que f2(P2) ⊂ Ker π = Im g ⊂ rP2. Luego

fm2 (P2) = fm−1
2 f2(P2)

⊂ fm−1
2 r(P2)

= rfm−1
2 (P2)

= rfm−2
2 f2(P2)

⊂ rfm−2
2 r(P2)

= r2fm−2
2 (P2)

...

⊂ rm−2f2r(P2)

= rm−1f2(P2)

⊂ rm(P2) = 0
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y aśı se tiene que gfm1 = fm2 g = 0, de modo que fm1 (P1) ⊂ Ker g ⊂ rP1. Luego

(fm1 )m(P1) = (fm1 )m−1fm1 (P1)

⊂ (fm1 )m−1r(P1)

= r(fm1 )m−1(P1)

= r(fm1 )m−2fm1 (P1)

⊂ r(fm1 )m−2r(P1)

= r2(fm1 )m−2(P1)
...

⊂ rm−2fm1 r(P1)

= rm−1fm1 (P1)

⊂ rm(P1) = 0

entonces fm2 = (fm2
1 , fm

2
2 ) = (0, 0), es decir, f es nilpotente. �

Proposición 5.1.12 Para X ∈ p2(Λ) se tiene que

a ) f ∈ EndΛ̃(X) es nilpotente si y solo si Cok f es nilpotente.

b ) X es inescindible si y solo si Cok(X) es inescindible.

c ) Sea s : X → Y un morfismo en P(Λ). Entonces, s es una sección si y solo si Cok(s) es

una sección.

d ) Sea r : Z → X un morfismo en P(Λ). Entonces r es una retracción si y solo si Cok(r) es

una retracción.

Demostración.

a ) Sea l ∈ N tal que f l = 0, entonces 0 = Cok f l = (Cok f)l. La otra implicación se sigue

del lema 5.1.11.

b ) Claramente X 6= 0 si y solo si Cok X 6= 0.
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⇐) Sea X = X1⊕X2 con X1 6= 0 y X2 6= 0, entonces Cok X ∼= Cok X1qCok X2 y como

p2(Λ) es cerrado bajo sumandos directos, se sigue que Cok X se escinde.

⇒) Sea Cok X = Y1⊕Y2 con Y1 6= 0 y Y2 6= 0, sean Q1
g1 // P1

π1 // Y1 y Q2
g2 // P2

π2 // Y2

las resoluciones proyectivas minimales de Y1 y Y2 respectivamente, de esta forma X es isomorfo a

la suma directa de g1 y g2, es decir, X se escinde.

c )⇒) Sea r : Y → X tal que rs = 1X . Luego 1Cok X = Cok 1X = Cok rs = Cok r◦ Cok s.

⇐) Sea r′ : Cok Y → Cok X tal que r′Cok s = 1CokX . Como el funtor Cok es pleno

existe r : Y → X tal que Cok(r) = r′, luego Cok(1X − rs) = 0, aśı que existe n ∈ N tal que

tn = 0 donde t = 1X − rs, además (1X − t)(1X + t+ t2 + · · ·+ tn−1) = 1X − tn = 1X , es decir

1X − t = rs es sección, y aśı s es sección.

d )⇒) Sea s : X → Z tal que rs = 1X . Luego 1Cok X = Cok 1X = Cok rs = Cok r◦ Cok s.

⇐) Sea s′ : Cok X → Cok Z tal que Cok rs′ = 1CokX . Como el funtor Cok es pleno

existe s : X → Z tal que Cok(s) = s′, luego Cok(1X − rs) = 0, aśı que existe n ∈ N tal que

tn = 0 donde t = 1X − rs, además (1X + t+ t2 + · · ·+ tn−1)(1X − t) = 1X − tn = 1X , es decir

1X − t = rs es retracción, y aśı r es retracción. �

Proposición 5.1.13 Si X es inescindible en P(Λ) entonces es isomorfo a uno de los siguientes

objetos:

U(P ) con P un Λ-módulo proyectivo inescindible.

S(P ) con P un Λ-módulo proyectivo inescindible.

P
ϕ // Q ∈ p2(Λ) con Cok ϕ un Λ-módulo inescindible.
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Demostración.

Sea P
f // Q ∈ p(Λ), y sea P ′

f0 // Q′
ρ // Cok f la resolución proyectiva minimal de

Cok f . De modo que se tiene el diagrama conmutativo

Q′

ρ

��
Q

t

<<y
y

y
y

y π // Cok f

donde π es la proyección canónica y t es epimorfismo ya que ρ es cubierta proyectiva de Cok f .

Luego el siguiente diagrama conmuta

Q′

t′

����������

Q
t // Q′

y por el lema 1.5.1 Q = t′(Q′)⊕Ker t, luego Im f = t′(Ker ρ)⊕Ker t. Como Q es proyectivo

se tiene que Ker t es proyectivo y el siguiente diagrama conmuta

Ker t
f ′

uuk k k k k k k k k

P
f // Im f

π2 // Ker t

donde π2 es la proyección canónica, y aplicando nuevamente el lema 1.5.1 se tiene que P =

f ′(Ker t)⊕Ker π2f . De modo que f =
(
f1 f2
0 f ′

)
y π = (ρt′, 0), donde f ′ y t′ son los morfismos

inversos de los isomorfismos f ′ : ker t→ f ′(Ker t) y t′ : Q′ → t′(Q′) respectivamente.

Ahora considere el isomorfismo

t′ −t′f2f
′

0 1

 : t′(Q′)⊕Ker t→ Q′⊕Ker t, luego, se tiene

que t′ −t′f2f
′

0 1


f1 f2

0 f ′

 =

t′f1 t′f2 − t′f2

0 f ′



=

t′f1 0

0 f ′

 .
Sean c ∈ Ker t, c = f(p) y ff ′(c) = t′(q) + f(p), entonces t′(q) = f(f ′(c) − p), aśı,

q = tf(f ′(c)− p) y ρ(q) = ρtf(f ′(c)− p) = πf(f ′(c)− p) = 0, es decir ρt′f2f
′ = 0. Luego el
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siguiente diagrama conmuta

Ker π2f ⊕ f ′(Ker t)

f1 f2

0 f ′


// t′(Q′)⊕Ker t (ρt′,0) //t′ −t′f2f

′

0 1


��

Cok f

Ker π2f ⊕ f ′(Ker t)

t′f1 0

0 f ′


// Q′ ⊕Ker t (ρ,0) // Cok f

De esta forma f es isomorfo a la suma directa de los morfismos Ker π2f
t′f1 // Q′ y

f ′(Ker t) f ′ // Ker t . Por otro lado, existe morfismo ϕ : Ker π2f → P ′ tal que el siguiente

diagrama conmuta

Ker π2f
ϕ

zzvvvvvvvvvv
t′f1
��

P ′
f0 // Ker ρ // 0

Luego, como f1 es suprayectiva a t′(Ker ρ) y t′ es un isomorfismo se tiene que ϕ es un epimorfismo,

de modo que se tiene diagrama conmutativo

P ′

ϕ′

zzuuuuuuuuuu

Ker π2f
ϕ // P ′

y por el lema 1.5.1 se tiene que Ker π2f = ϕ′(P ′)⊕Ker ϕ. De modo que t′f1 = (g, 0) y del

diagrama conmutativo

ϕ′(P ′) g //

ϕ′ ##FFFFFFFF
Ker ρ

P ′
f0

;;xxxxxxxxx

se tiene que g es cubierta proyectiva de Kerρ, donde ϕ′ es la inversa del isomorfismo ϕ′ : P ′ →

ϕ(P ′), es decir, g ∈ p2(Λ).

De esta forma f es isomorfo a
n∐
i=1

U(Ai)
m∐
j=1

S(Bj)
l∐

k=1
C ′j, donde

n⊕
i=1

Ai = Ker t,
m⊕
j=1

Bj =

Ker ϕ y
l⊕

k=1
Cj = Cok f son descomposiciones en inescindibles de Ker t, Ker ϕ y Cok f
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respectivamente, y los objetos C ′j son las cubiertas proyectivas de los inescindibles Cj. Aśı, por la

observación 5.1.3 y la proposición 5.1.12 se concluye la prueba. �

Observaciones 5.1.14

Los inescindibles de p(Λ) de la forma P
1 // P no viven en p1(Λ).

Los inescindibles de p(Λ) de la forma P 0 // 0 pertenecen a p1(Λ) pero no a p2(Λ). J

Observaciones 5.1.15

Si f : L → M es un morfismo izquierdo que casi se divide en p1(Λ) tal que es un

monomorfmismo, entonces g es un morfismo izquierdo que casi se divide en p(Λ).

Si g : M → N es un morfismo derecho que casi se divide en p1(Λ) tal que es un epimorfismo,

entonces g es un morfismo derecho que casi se divide en p(Λ).

Si f : L → M es un morfismo izquierdo que casi se divide en p2(Λ) tal que es un

monomorfismo, entonces g es un morfismo izquierdo que casi se divide en p1(Λ). J

Proposición 5.1.16 La categoŕıa p(Λ) es funtorialmente finita en m(Λ).

Demostración.

Al ser Λ una álgebra de Artin hay solamente un número finito de clases de isomorf́ıa de Λ-

módulos proyectivos, de modo que la categoŕıa de los Λ-módulos proyectivos finitamente generados

es funtorialmente finita en Λ-mod por la proposición 2.2.2. Luego por el teorema 2.1.19 se tiene

que p(Λ) es funtorialmente finita en m(Λ). �
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Proposición 5.1.17 La categoŕıa p1(Λ) es funtorialmente finita en m(Λ).

Demostración.

Sean P1, P2, · · · , Pn una lista completa de representantes de las clases de isomorf́ıa de Λ-

módulos proyectivos inescindibles y para i ∈ {1, · · · , n} se define P̂i := Pi
1 // Pi de modo

que por el corolario 3.2.9 la categoŕıa Ĉ = 〈P̂1, . . . , P̂n〉 es contravariantemente nilpotente y

covariantemente nilpotente. Luego por la proposición 3.2.15 y la observación 5.1.14 p1(Λ) es

funtorialmente finito en p(Λ), aśı por las proposiciones 2.1.16, 2.1.17 y 5.1.16 se tiene que p1(Λ)

es funtorialmente finita en m(Λ). �

Proposición 5.1.18 La categoŕıa p2(Λ) es funtorialmente finita en m(Λ).

Demostración.

Sean P1, P2, · · · , Pn una lista completa de representantes de las clases de isomorfíıa de Λ-

módulos proyectivos inescindibles y para i ∈ {1, · · · , n} se definen P̂i := Pi
0 // 0 de modo

que por el corolario 3.2.9 la categoŕıa Ĉ = 〈P̂1, . . . , P̂n〉 es contravariantemente nilpotente y

covariantemente nilpotente. Luego por la proposición 3.2.15 y la observación 5.1.14 p2(Λ) es

funtorialmente finito en p1(Λ). Aśı por las proposiciones 2.1.16, 2.1.17 y 5.1.17 se tiene que p2(Λ)

es funtorialmente finita en m(Λ). �

Teorema 5.1.19 En p(Λ) hay sucesiones exactas que casi se dividen.

Demostración.

Por la proposición 5.1.16 p(Λ) es funtorialmente finito en m(Λ) y por el corolario 4.3.11 tiene

sucesiones que casi se dividen al ser cerrada bajo extensiones. �
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Teorema 5.1.20 En p1(Λ) hay sucesiones exactas que casi se dividen.

Demostración.

Por las proposiciones 5.1.17 y 2.1.20 se tiene que p1(Λ) tiene morfismos derechos que casi se

dividen y tiene morfismos izquierdos que casi se dividen.

Sea A ∈ p1(Λ) inescindible y no Ext-inyectivo en p1(Λ), entonces existe

0 // A
i // B // C // 0

sucesión exacta que no se divide con C ∈ p1(Λ). Sea f : A→M un morfismo minimal izquierdo

que casi se divide en p1(Λ), aśı se tiene el diagrama conmutativo

A
f //

i
��

M

~~}
}

}
}

B

de modo que f es un monomorfismo, y por la observación 5.1.15 se tiene que f es un morfismo

minimal izquierdo que casi se divide en p(Λ).

Por otro lado, como L no es Ext-inyectivo en p(Λ), existe una sucesión que casi se divide en

p(Λ)

0 // L
f ′ //M ′ g // N // 0.

Luego, exite isomorfismo γ : M ′ → M tal que γf ′ = f , de modo que se tiene el siguiente

diagrama conmutativo

0 // L
f ′ //M ′ g //

γ

��

N //

∼=
���
�
� 0

0 // L
f //M

π // Cok f // 0

Además, N ∈ cPuno ya que es inescindible y no es Ext-proyectivo en p(Λ).

Aśı, p1(Λ) tiene sucesiones que casi se dividen a la izquierda, análogamente p1(Λ) tiene

sucesiones que casi se dividen a la derecha, es decir, p1(Λ) tiene sucesiones que casi se dividen. �
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5.2 sucesiones que casi se dividen a través del funtor

cok

Lema 5.2.1 [Herradura] Sea 0 // L i //M d // N // 0 sucesión exacta en Λ−mod

y sean P1
f // P0

πL // L , Q1
h // Q0

πN // N resoluciones proyectivas de L y N respecti-

vamente entonces existe resolución proyectiva M1
g //M0

πM //M de M tal que el siguiente

diagrama conmuta:

0 // P1
i1 //

f

��

M1
d1 //

g

��

Q1 //

h
��

0

0 // P0
i0 //

πL
��

M0
d0 //

πM
��

Q0 //

πN
��

0

0 // L
i //

��

M

��

d // N

��

// 0

0 0 0

Demostración.

Al ser d epimorfismo y Q0 proyectivo, existe un morfismo t : Q0 → M tal que el siguiente

diagrama conmuta:

Q0

πN
��

t

~~|||||||

M d // N

luego 0 = πNh = dth de modo que existe morfismo s′ : Q1 → L tal que is′ = th aśı existe

morfismo s : Q1 → P0 tal que πLs = s′. Se sigue que el siguiente diagrama es conmutativo

0 // P1
(1

0) //

f

��

P1 qQ1
(0,1) //

(f −s
0 h)

��

Q1 //

h
��

0

0 // P0
(1

0) //

πL
��

P0 qQ0
(0,1) //

(iπL,t)
��

Q0 //

πN
��

0

0 // L

��

i //M d // N

��

// 0

0 0
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De la composición

(iπL, t)
(
f − s
0 h

)
= (iπLf,−iπLs+ th)

= (0,−is′ + th)

= (0,−th+ th) = (0, 0)

se tiene que Im
(
f −s
0 h

)
⊂ Ker (iπL, t). Ahora sea

(
p0
q0

)
∈ P0 qQ0 tal que 0 = (iπL, t)

(
p0
q0

)
=

iπL(p0)+t(q0) de modo que 0 = d
(
iπL(p0)+t(q0)

)
= dt(q0) = πN (q0), asi que existe q1 ∈ Q1 tal

que h(q1) = q0. Luego, de la identidad iπLs = th obtenemos que iπL(p0) = −th(q1) = −iπLs(q1),

de modo que πL(p0) = −πLs(q1), luego existe p1 ∈ P1 tal que f(p1) = p0 + s(q1), por lo que(
f − s
0 h

)(
p1

q1

)
=
(
f(p1)− s(q1)

h(q1)

)

=
(
p0 + s(q1)− s(q1)

q0

)

=
(
p0

q0

)

Aśı Im
(
f −s
0 h

)
= Ker (iπL, t).

Sea m ∈M y sea q ∈ Q0 tal que d(m) = πN (q), luego 0 = d(t(q)−m) aśı que existe l ∈ L

y p ∈ P0 tales que i(l) = t(q) − m y πL(p) = l. De esta forma se tiene que (iπL, t)
(
−p
q

)
=

iπL(−p) + t(q) = −i(l) + t(q) = m− t(q) + t(q) = m aśı que (iπL, t) es suprayectiva. �

Proposición 5.2.2 Considere el diagrama

0 // P1
(1

0) //

f

��

P1 qQ1
(0,1) //

(f −s
0 h)

��

Q1 //

h
��

0

0 // P0
(1

0) //

πL
��

P0 qQ0
(0,1) //

(iπL,t)
��

Q0 //

πN
��

0

0 // L i //M d // N // 0

del lema 5.2.1. Si f, h ∈ p2(Λ) y

P1
(1

0) //

f

��

P1 qQ1
(0,1) //

(f −s
0 h)

��

Q1

h
��

P0
(1

0) // P0 qQ0
(0,1) // Q0
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es sucesión que casi se divide en P(Λ), entonces L i //M d // N es sucesión que casi se

divide en Λ−mod.

Demostración.

Por el lema de la serpiente (lema 1.2.6) se tiene sucesión exacta

0 // Ker f
(1

0)| // Ker
(
f −s
0 h

) (0,1)| // Ker h δ // Cok f i′ // Cok
(
f −s
0 h

)
d′ // Cok h // 0

donde δ(q) = −s(q) para q ∈ Ker h. Como h ∈ p2(Λ) entonces la inclusión canónica σh :

ker h→ Q1 no es retracción y aśı el morfismo

ker h
σh //

h
��

Q1

0
��

Q0
0 // 0

no es retracción, de modo que existen morfismos α : Ker h→ P1 y β : Ker h→ Q1 tales que

el siguiente diagrama conmuta

Ker h

σh{{wwwwwwwww(αβ)
uuj j j j j j j j

0

��

P1 qQ1 (0,1)
//

(f −s
0 h)

��

Q1

h

��

0
0

uuj j j j j j j j j

0{{vvvvvvvvvv

P0 qQ0 (0,1)
// Q0

aśı β = (0, 1)
(
α
β

)
= σh y

(
0
0

)
=
(
f −s
0 h

)(
α
β

)
=
(
fα−sβ

0

)
luego fα = sσh, entonces para q ∈ Ker h

se tiene que δ(q) = −s(q) = −sσh(q) = fα(q) = 0 por lo tanto

Cok f
i′ // Cok

(
f −s
0 h

)
d′ // Cok h

es sucesión exacta corta. Ahora por la proposición 5.1.12 i′ no es sección y d′ no es retracción y

por la proposición 5.1.13 Cok h y Cok f son inescindibles en Λ−mod.
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Sea t : Y → Cok h morfismo que no es retracción y sea Y1
ϕY // Y0

πY // Y resolución

proyectiva minimal de Y luego por el lema del levantamiento existen morfismos θ : Y1 → Q1 y

µ : Y0 → Q0 tales que el siguiente diagrama conmuta

Y1
ϕY //

θ
��

Y0
πY //

µ

��

Y

t
��

Q1
h // Q0

π // Cok h

y por la proposición 5.1.12

Y1
θ //

ϕY
��

Q1

h
��

Y0
µ // Q0

no es retracción de modo que existe morfismo

Y1
(u1
u2) //

ϕY
��

P1 qQ1

(f −s
0 h)
��

Y0
(v1v2) // P0 qQ0

tal que el siguiente diagrama conmuta

Y1

θ~~}}}}}}}}(u1
u2)

uul l l l l l l l

ϕY

��

P1 qQ1 (0,1)
//

(f −s
0 h)

��

Q1

h

��

Y0
(v1v2)

uul l l l l l l l

µ
~~}}}}}}}}

P0 qQ0 (0,1)
// Q0

Aśı existe un morfismo ω : Y → Cok
(
f −s
0 h

)
tal que el siguiente diagrama conmuta

Y1
ϕY //

(u1
u2)
��

Y0
πY //

(v1v2)
��

Y

ω
���
�
�

P1 qQ1
(f −s

0 h)// P0 qQ0
π // Cok

(
f −s
0 h

)
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Se sigue que el diagrama

Y

t

��

ω

xxqqqqqqqqqqq

Cok
(
f −s
0 h

)
d′ // Cok h

conmuta, de modo que d′ es morfismo derecho que casi se divide y, por la proposición 1.5.13

Cok f i′ // Cok
(
f −s
0 h

)
d′ // Cok h

es sucesión que casi se divide en Λ−mod. Por otro lado por el primer teorema de isomorf́ıa para

módulos se tienen diagramas conmutativos

P0
πL //

ρf

��

L P0 qQ0
(iπL,t) //

ρ
��

M Q0
πN //

ρh

��

N

Cok f

π′L

=={
{

{
{

{
Cok

(
f −s
0 h

) π′M

::t
t

t
t

t

Cok h

π′N

=={
{

{
{

{

donde π′L, π′M y π′N son isomorfismos. Aśı se tiene que

π′M i
′ρf = π′Mρ

(
1
0

)

= (iπL, t)
(

1
0

)

= iπL

= iπ′Lρf

π′Nd
′ρ = π′Nρh(0, 1)

= πN(0, 1)

= d(iπL, t)

= dπ′Mρ

de modo que el diagrama

0 // Cok f i′ //

π′L
��

Cok
(
f −s
0 h

)
d′ //

π′M
��

Cok h

π′N
��

// 0

0 // L i //M d // N // 0
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conmuta ya que ρf y ρ son epimorfismos, por lo tanto L i //M d // N es isomorfa a

Cok f i′ // Cok
(
f −s
0 h

)
d′ // Cok h y aśı es sucesión que casi se divide en Λ−mod. �

Proposición 5.2.3 Considere el diagrama

0 // P1
(1

0) //

f

��

P1 qQ1
(0,1) //

(f −s
0 h)

��

Q1 //

h
��

0

0 // P0
(1

0) //

πL
��

P0 qQ0
(0,1) //

(iπL,t)
��

Q0 //

πN
��

0

0 // L

��

i //M

��

d // N

��

// 0

0 0 0

del lema 5.2.1. Si f, h ∈ p2(Λ) y L i //M d // N es sucesión que casi se divide en Λ−mod,

entonces

P1
(1

0) //

f

��

P1 qQ1
(0,1) //

(f −s
0 h)

��

Q1

h
��

P0
(1

0) // P0 qQ0
(0,1) // Q0

es sucesión que casi se divide en p(Λ).

Demostración.

Como L
i //M

d // N es sucesión que casi se divide en Λ−mod por la proposición V.1.14

de [ARS1] L es inescindible y por la proposición 5.1.12 f es inescindible en p(Λ) de modo que,

por el lema 1.5.13, es suficiente probar que

P1 qQ1
(0,1) //

(f −s
0 h)

��

Q1

h
��

P0 qQ0
(0,1) // Q0

es morfismo derecho que casi se divide. Para esto probaremos que toda no retracción de X en

Q1
h // Q0 con X inescindible en p(Λ) se factoriza a través de

P1 qQ1
(0,1) //

(f −s
0 h)

��

Q1

h
��

P0 qQ0
(0,1) // Q0
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.

Caso I. X = P ′
1 // P ′ con P ′ proyectivo inescindible. Sea

P ′
α //

1
��

Q1

h
��

P ′
β // Q0

un morfismo en p(Λ) y considere el siguiente morfismo

P ′
(0
α) //

1
��

P1 qQ1

(f −s
0 h)
��

P ′
(−sαβ )

// P0 qQ0

Luego el siguiente diagrama conmuta:

P ′

α~~}}}}}}}}(0
α)

uul l l l l l l l

1

��

P1 qQ1 (0,1)
//

(f −s
0 h)

��

Q1

h

��

P ′
(−sαβ )

uul l l l l l l l

β~~}}}}}}}}

P0 qQ0 (0,1)
// Q0

Caso II. X = P ′ 0 // 0 con P ′ proyectivo inescindible. Sea

P ′ α //

0
��

Q1

h
��

0 0 // Q0

un morfismo en p(Λ) de modo que 0 = thα = is′α luego s′α = 0 y aśı πLsα = 0 se sigue

que Im sα ⊂ Im f por lo tanto existe ω : P ′ → P1 tal que el siguiente diagrama conmuta

P ′

ω

||y
y

y
y

y
sα
��

P1
f // Im f // 0
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considere el siguiente morfismo

P ′
(ωα) //

0
��

P1 qQ1

(f −s
0 h)
��

0
(0

0) // P0 qQ0

Luego el siguiente diagrama conmuta:

P ′

α~~}}}}}}}}(ωα)
uul l l l l l l l

0

��

P1 qQ1 (0,1)
//

(f −s
0 h)

��

Q1

h

��

0
(0

0)
uuk k k k k k k k

0~~||||||||

P0 qQ0 (0,1)
// Q0

ya que
(
f −s
0 h

)(
ω
α

)
=
(
fω−sα
hα

)
=
(
sα−sα

0

)
=
(

0
0

)
.

Caso III . X = P ′1
θ // P ′0 con P ′1, P ′0 proyectivos y Cok θ inescindible. Sea

P ′1
α //

θ
��

Q1

h
��

P ′0
β // Q0

un morfismo en p(Λ) que no es retracción. Luego se tiene diagrama conmutativo

P ′1
θ //

α

��

P ′0
π //

β

��

Cok θ

γ

���
�
�

Q1
h // Q0

πN // N

donde γ no es retracción por 5.1.12 de modo que existe µ : Cok θ →M tal que el siguiente

diagrama conmuta

Cok θ
µ

{{w
w

w
w

w
γ
��

M d // N
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aśı que por el lema del levantamiento existen morfismos
(
z1
z2

)
: P ′0 → P0qQ0 y

(
y1
y2

)
: P ′1 →

P1 qQ1 tales que el siguiente diagrama conmuta

P ′1
θ //

(y1y2)
���
�
�

P ′0
π //

(z1z2)
���
�
�

Cok θ

µ

��
P1 qQ1

(f −s
0 h)// P0 qQ0

(iπL,t) //M

Aśı se tiene diagrama conmutativo

P ′1
θ //

α−y2
��

P ′0
π //

β−z2
��

Cok θ

0
��

Q1
h // Q0

πN // N

luego dt(β − z2) = πN (β − z2) = 0 de modo que existe δ′ : P ′0 → L tal que iδ′ = t(β − z2)

aśı exite δ : P ′0 → P0 tal que πLδ = δ′ por lo tanto iπLδ = iδ′ = t(β − z2). Por otro lado

iπL
(
− δθ + s(α− y2)

)
= iπL

(
− δθ

)
+ iπL

(
s(α− y2)

)
= t

(
− (β − z2)

)
θ + th(α− y2)

= t
(
− (β − z2)θ + h(α− y2)

)
= t(0) = 0

de modo que existe ϕ : P ′1 → P1 tal que el siguiente diagrama conmuta

P ′1

−δθ+s(α−y2)
��

ϕ

||y
y

y
y

y

P1
f // Im f // 0
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Luego el siguiente diagrama conmuta

P ′1

α−y2||xxxxxxxxx

θ

��

( ϕ
α−y2)

uuk k k k k k k k k

P1 qQ1
(0,1) //

(f −s
0 h)

��

Q1

h

��

P ′0( −δβ−z2)

uuk k k k k k k k k

β−z2||xxxxxxxxx

π

��

P0 qQ0
(0,1) //

(iπL,t)

��

Q0

πN

��

Cok θ
0

uuj j j j j j j j j

0{{vvvvvvvvv

M d // N

de donde el siguiente diagrama conmuta:

P ′1

α
~~~~~~~~~~(ϕ+y1

α )
vvl l l l l l l l

θ

��

P1 qQ1 (0,1)
//

(f −s
0 h)

��

Q1

h

��

P ′0(z1−δβ )
vvl l l l l l l l

β~~~~~~~~~~

P0 qQ0 (0,1)
// Q0

�

Proposición 5.2.4 Sean S un Λ-módulo simple no inyectivo, Q ρ // S cubierta proyectiva de

S, S j // I envolvente inyectiva de S y P1
f // P0

π // I resolución proyectiva de I entonces

P1
(1

0) //

f
��

P1 qQ
(0,1) //

(f,h)
��

Q

0
��

P0
1 // P0

0 // 0
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es sucesión que casi se divide en P(Λ) donde h es tal que hace conmutar el diagrama

Q

jρ

��

h

���
�

�
�

P0
π // I

Demostración.

Como S es simple entonces Q es inescindible y por la proposición 5.1.13 Q 0 // 0 es

inescindible en P(Λ) de modo que por el lema 1.5.13, es suficiente probar que

P1
(1

0) //

f
��

P1 qQ
(f,h)
��

P0
1 // P0

es morfismo izquierdo que casi se divide. Para esto probaremos que toda no sección de P1
f // P0

en X con X inescindible en P(Λ) se factoriza a través de

P1
(1

0) //

f
��

P1 qQ
(f,h)
��

P0
1 // P0

Caso I. X = Q′ 0 // 0 con Q′ proyectivo inescindible. Sea

P1
α //

f

��

Q′

0
��

P0
0 // 0

un morfismo en P(Λ) y considere el siguiente morfismo

P1 qQ
(α,0) //

(f,h)
��

Q′

0
��

P0
0 // 0

.
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Luego el siguiente diagrama conmuta:

P1
(1

0) //
α

~~~~~~~~~

f

��

P1 qQ

(α,0)
vvm m m m m m m m

(f,h)

��

Q′

0

��

P0
1 //

0

~~||||||||
P0

0
uul l l l l l l l l

0

Caso II. X = Q′ 1 // Q′ con Q′ proyectivo inescindible. Sea

P1
α //

f

��

Q′

1
��

P0
β // Q′

un morfismo en P(Λ) y considere el siguiente morfismo

P1 qQ
(α,βh)//

(f,h)
��

Q′

1
��

P0
β // Q′

Luego el siguiente diagrama conmuta:

P1
(1

0) //
α

~~~~~~~~~

f

��

P1 qQ

(α,βh)
vvm m m m m m m m

(f,h)

��

Q′

1

��

P0
1 //

β

~~~~~~~~~
P0

β
vvl l l l l l l l l

Q′

Caso III. X = Q′1
θ // Q′0 con Q′1, Q′0 proyectivos y Cok θ inescindible. Sea

P1
α //

f

��

Q′1

θ
��

P0
β // Q′0
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morfismo en P(Λ) que no es sección. Luego se tiene diagrama conmutativo

P1
g //

α
��

P0
π //

β
��

I

γ

���
�
�

Q′1
θ // Q′0

π′ // Cok θ

donde γ no es sección por la proposición 5.1.12, aśı, por la proposición 1.5.9, existe morfismo

δ : I/j(S)→ Cok θ tal que el siguiente diagrama conmuta

I
πj //

γ

��

I/j(S)

δyys s s s s

Cok θ

Por otro lado para p ∈ Ker πjπ se tiene que exite q ∈ Q tal que π(p) = jρ(q) = πh(q) de

modo que existe p′ ∈ P1 tal que f(p′) = p− h(q) luego p = f(p′) + h(q) =
(
f, h

)
(p′, q) es

decir p ∈ Im (f.h). Aśı que, por πjπ(f, h) = (πjπf, πIπh) = (0, πI , jρ) = (0, 0), se tiene

que Im (f, h) = Ker πjπ. Luego Cok (f, h) = I/j(S) y por el lema del levantamiento

exiten morfismos (α1, α2) : P1 qQ→ Q′1 y β′ : P0 → Q′0 tales que el diagrama

P1 qQ
(f,h) //

(α1,α2)
��

P0
πjπ //

β′

��

I/j(S)
γ

��
Q′1

θ // Q′0
π′ // Cok θ

conmuta. Aśı se tiene diagrama conmutativo

P1
f //

α−α1
��

P0
π //

β−β′
��

I

0
��

Q′1
θ // Q′0

π′ // Cok θ
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de modo que existe morfismo t : P0 → Q′1 tal que θt = β − β′. Aśı se tiene que

θ(α, α2 + th) = θ
(
(α1, α2) + (α− α1, th)

)
= θ(α1, α2) + θ(α− α1, th)

= β′(f, h) +
(
θ(α− α1), θth

)
= (β′f, β′h) +

(
(β − β′)f, θth

)
= (β′f + βf − β′f, β′h+ θth)

=
(
βf, β′h+ (β − β′)h

)
= (βf, β′h+ βh− β′h)

= (βf, βh) = β(f, h)

de modo que se tiene diagrama conmutativo

P1
(1

0) //
α

~~~~~~~~~~

f

��

P1 qQ

(α,α2+th)
vvm m m m m m m m

(f,h)

��

Q′1

θ

��

P0
1 //

β

~~}}}}}}}}
P0

β
vvl l l l l l l l l

Q′0

�

Proposición 5.2.5 Sea I un Λ-módulo simple e inyectivo entonces

P1
(1

0) //

f
��

P1 q P0
(0,1) //

(f,1)
��

P0

0
��

P0
1 // P0

0 // 0

es sucesión que casi se divide en P(Λ), donde P1
f // P0

π // I es resolución proyectiva minimal

de I.
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Demostración.

Como I es simple entonces P0 es inescindible y por la proposición 5.1.13 P0
0 // 0 es

inescindible en P(Λ) de modo que, por el lema 1.5.13, es suficiente probar que

P1
(1

0) //

f
��

P1 q P0

(f,1)
��

P0
1 // P0

es morfismo izquierdo que casi se divide. Para esto probaremos que toda no sección de P1
f // P0

en X con X inescindible en P(Λ) se factoriza a través de

P1
(1

0) //

f
��

P1 q P0

(f,1)
��

P0
1 // P0

.

Caso I. X = Q
0 // 0 con Q proyectivo inescindible. Sea

P1
α //

f
��

Q

0
��

P0
0 // 0

un morfismo en P(Λ) y considere el siguiente morfismo

P1 q P0
(α,0) //

(f,1)
��

Q

0
��

P0
0 // 0

.

Luego el siguiente diagrama conmuta:

P1
(1

0) //
α

����������

f

��

P1 q P0

(α,0)
vvl l l l l l l l

(f,1)

��

Q

0

��

P0
1 //

0

~~}}}}}}}}
P0

0
uul l l l l l l l l

0
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Caso II. X = Q
1 // Q con Q proyectivo inescindible. Sea

P1
α //

f

��

Q

1
��

P0
β // Q

un morfismo en P(Λ) y considere el siguiente morfismo

P1 q P0
(α,β) //

(f,1)
��

Q

1
��

P0
β // Q

.

Luego el siguiente diagrama conmuta:

P1
(1

0) //
α

����������

f

��

P1 q P0

(α,β)
vvl l l l l l l l

(f,1)

��

Q

1

��

P0
1 //

β

����������
P0

β
vvl l l l l l l l l

Q

Caso III. X = Q1
θ // Q0 con Q1, Q0 proyectivos y Cok θ inescindible. Sea

P1
α //

f

��

Q1

θ
��

P0
β // Q0

morfismo en P(Λ) que no es sección. Luego se tiene diagrama conmutativo

P1
f //

α

��

P0
π //

β
��

I

γ

���
�
�

Q1
θ // Q0 // Cok θ

donde γ no es sección por la proposición 5.1.12. Si ker γ = {0} entonces se tiene diagrama

conmutativo

0 // I
γ //

1
��

Cok θ

γ′||x
x

x
x

x

I
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lo que contradice que γ no es sección de modo que Ker γ = I ya que I es simple y

aśı γ = 0, se sigue que existe morfismo δ : P0 → Q1 tal que θδ = β. Ahora considere el

siguiente morfismo

P1 q P0
(α,δ) //

(f,1)
��

Q1

θ
��

P0
β // Q0

Luego el siguiente diagrama conmuta:

P1
(1

0) //
α

~~}}}}}}}}

f

��

P1 q P0

(α,δ)
vvl l l l l l l l

(f,1)

��

Q1

θ

��

P0
1 //

β

~~}}}}}}}}
P0

β
vvl l l l l l l l l

Q0

�

Teorema 5.2.6 Sea X := X1
ϕX // X2 inescindible en P(Λ) tal que no es Ext-inyectivo, luego

existe una sucesión que casi se divide en P(Λ)

η : 0 // X
i // Y

d // Z // 0

1 .- Si Cok X es inyectivo se tiene que

i ) Si Cok X no es simple y es envolvente inyectiva del simple S entonces

X1
(1

0) //
ϕX
��

X1 q P
(0,1) //

(ϕX ,h)
��

P

0
��

X2
1 // X2

0 // 0

es sucesión que casi se divide en P(Λ), donde P
π // S es cubierta proyectiva de S

y h hace conmutar el diagrama:

X2

��
P π //

h

66mmmmmmmmm
S // Cok X.
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ii ) Si Cok X es simple entonces

X1
(1

0) //
ϕX
��

X1 qX2
(0,1) //

(ϕX ,1)
��

X2

0
��

X2
1 // X2

0 // 0 .

es sucesión que casi se divide en P(Λ).

2 .- Si Cok X no es inyectivo entonces existe una sucesión que casi se divide en Λ−mod

η′ : 0 // Cok X
f // E

g // N // 0

donde N ∼= Tr D Cok X. Más aún:

i ) El levantamiento de η′ determinado por el lema de la herradura (lema 5.2.1) es isomorfo

a η.

ii ) 0 // Cok X
Cok i // Cok Y

Cok d // Cok Z // 0 es isomorfa a η′.

Demostración.

1. i ) y 1. ii ) se siguen de las proposiciones 5.2.4 y 5.2.5.

Para la segunda parte de acuerdo con la proposición V. 1.14 y el teorema V. 1.15 de [ARS1]

existe η′ con N ∼= Tr D Cok X, ahora, sea N1
ϕN // N2

πN // N resolución proyectiva minimal

de N , de modo que, por la proposición 5.2.3,

X1
(1

0) //

ϕX
��

X1 qN1
(0,1) //

(ϕX −s
0 ϕN

)
��

N1

ϕN
��

X2
(1

0) // X2 qN2
(0,1) // N2

es sucesión que casi se divide en P(Λ) y, por el corolario 1.5.14, es isomorfa a η, de modo que

Z : Z1
ϕZ // Z2 es inescindible en p2(Λ). Luego se tiene diagrama conmutativo

Cok X Cok i //

α
��

Cok Y Cok d //

β
��

Cok Z

γ

��
Cok X

f // E
g // N
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donde α y γ son isomorfismos por la proposición 5.1.12, y por el lema de tres

0 // Cok X
Cok i // Cok Y

Cok d // Cok Z // 0

es isomorfa a η′. �

Teorema 5.2.7 Sea Z : Z1
ϕZ // Z2 inescindible en P(Λ) tal que no es Ext-proyectivo, luego

existe una sucesión que casi se divide en P(Λ)

η : 0 // X
i // Y

d // Z // 0

1.- Si Z 6∈ p2(Λ) entonces Z2 = 0 y Z1 es inescindible, luego Z1 es cubierta proyectiva del

simple S.

i ) Si S no es inyectivo entonces

P1
(1

0) //
ρ

��

P1 q Z1
(0,1) //

(ρ,h)
��

Z1

0
��

P2
1 // P2

0 // 0

es sucesión que casi se divide en P(Λ), donde S
j // I es envolvente inyectiva de

S , P1
ρ // P2 // I es resolución proyectiva minimal de I y h hace conmutar el

diagrama:

P2

��
Z1 //

h

77ooooooo
S

j // I.

ii ) Si S es inyectivo entonces

P
(1

0) //
ρ

��

P q Z1
(0,1) //

(ρ,1)
��

Z1

0
��

Z1
1 // Z1

0 // 0 .

es sucesión que casi se divide en P(Λ), donde P
ρ // Z1 // S es resolución

proyectiva minimal de S.
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2 .- Si Z ∈ p2(Λ) entonces Cok Z no es proyectivo y existe una sucesión que casi se divide en

Λ−mod

η′ : 0 //M
f // L

g // Cok Z // 0

donde M ∼= D Tr Cok Z. Más aún:

i ) El levantamiento de η′ determinado por el lema de la herradura (lema 5.2.1) es isomorfo

a η.

ii ) 0 // Cok X
Cok i // Cok Y

Cok d // Cok Z // 0 es isomorfa a η′.

Demostración.

1. i ) y 1. ii ) se siguen de las proposiciones 5.2.4 y 5.2.5.

Para la segunda parte de acuerdo con la proposición V. 1.14 y el teorema V. 1.15 de [ARS1]

existe η′ con M ∼= D Tr Cok Z, ahora bien sea M1
ϕM //M2

πM //M resolución proyectiva

minimal de M , de modo que, por la proposición 5.2.3,

M1
(1

0) //

ϕM
��

M1 q Z1
(0,1) //

(ϕM −s
0 ϕZ

)
��

Z1

ϕZ
��

M2
(1

0) //M2 q Z2
(0,1) // Z2

es sucesión que casi se divide en P(Λ) y, por el corolario 1.5.15, es isomorfa a η, de modo que

X : X1
ϕX // X2 es inescindible en p2(Λ). Luego se tiene diagrama conmutativo

Cok X Cok i //

α
��

Cok Y Cok d //

β
��

Cok Z

γ
��

M
f // L

g // Cok Z

donde α y γ son isomorfismos por la proposición 5.1.12, y por el lema de tres

0 // Cok X
Cok i // Cok Y

Cok d // Cok Z // 0

es isomorfa a η′. �



Conclusiones

Muchos de los resultados de este trabajo forman parte de la literatura actual, sin embargo, se

busco realizar las pruebas con herramientas puramente homológicas, para el alcance de alumnos

de los últimos semestre de licenciatura. También se lograron generalizar algunos resultados que,

en principio se conocian únicamente para campos perfectos, a álgebras de Artin sobre anillos

conmutativos.

Para continuar con esta linea de investigación se pretende determinar dentro de la teoŕıa de

representaciones de álgebras de Artin cuales son los resultados que siguen siendo validos para

subcategoŕıas que tienen débilmente sucesiones que casi se dividen y encontrar las generalizaciones

adecuadas para aquellos resultados que se invaliden bajo estas hiṕotesis. También, determinar las

condiciones para que una sucesión que casi se divide en la categoŕıa p(Λ) con objetos en p2(Λ)

siga siendo una sucesión que casi se divide, pero en la categoŕıa cPdos y tratar de dar una fórmula

alternativa para estas sucesiones.
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