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Introduccion

Este trabajo tiene como finalidad contribuir como un refuerzo de las herramientas basicas
dentro del algebra homoldgica, asi como de las técnicas de esta disciplina, se pretende que el
lector tenga conocimientos basicos de algebra homoldgica y teoria de categorias, asi como cursos

en teoria de grupos y teoria de anillos.

Dentro de la teoria de representaciones de algebras de Artin una de las herramientas clasicas y
mas trascendentes son las sucesiones que casi se dividen, estas fueron estudiadas en principio por
los grandes investigadores Maurice Auslander, Idun Reiten y Sverre O. Smal& con resultado de
relevancia en 4reas como la geometria algebraica y la topologia algebraica. En anos posteriores se
buscé encontrar las condiciones necesarias para que las sucesiones que casi se dividen se preserven
en subcategorias de médulos, asi surgen los conceptos de las subcategorias homolégicamente
finitas y las subcategorias funtorialmente finitas, sin embargo, en la literatura actual, se encuentran
ciertas inconsistencias con estas nociones, por esta razén tomamos la tarea de plantear estas ideas
desde su forma mas basica, asi como proporcionar ejemplos de los mismos. Entre los resultados mas
relevantes que presentan esta inconsistencia se encuentra que las subcategorias homologicamente
finitas y cerradas bajo extensiones tienen sucesiones que casi se dividen, pero este resultado no
siempre es cierto, de modo que se presenta un ejemplo de una categoria que no cumple con
estas caracteristicas. Dentro de la teoria de representaciones estudiar un médulo a través de los
morfismos que se puedan conectar a traves de él ha sido una herramienta de mucha utilidad y al
poder ver los morfismos como una categoria, la cual denotamos por M(A), se pueden importar
ideas de la teoria de categorias y el algebra homoldgica tales como: el radical, y las resoluciones
proyectivas, entre otros. A través de estos conceptos se definen las categorias p(A), p'(A) y p*(A)
y para la cateoria p(A) se verifica que tiene sucesiones que casi se dividen, asi como se proporciona

la férmula para encontrarlas todas.
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1.1

CAPIiTULO

Conceptos y resultados preliminares

CATEGORIAS

Es este capitulo se presentaran definiciones y resultados que seran de utlidad en los capitulos
posteriores. Se comenzara trabajando con categorias y funtores, posteriormente se presentan las
algebras de artin y se prueba que en la categoria de modulos siempre existen los diagramas de
pull — back y push — out, se estudiaran los anillos de matrices triangulares asi como las sucesiones
que casi se dividen y los morfismos irreducibles. Estos conceptos y resultados asi como trabajos

similares pueden encontrarse en [R1], [Rotl], [M1], [G1] y [ARS1].

1.1.1 Categorias

Definicién 1.1.1 Una categoria C consiste de una clase de objetos denotado por 0bjC, y para
cada par de objetos A, B € C un conjunto de morfismos Hom¢(A, B), asi como un mapeo

llamado composicién
o: Home(B,C) x Home(A, B) — Home(A, C)
de tal forma que se satisfacen los siguientes axiomas:

3
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» o es asociativa : si f € Home(C, D), g € Home(B,C) y h € Home(A, B), entonces
(fogloh=fol(goh)

» Para cada A € 0bjC existe iy € Home(A, A) de tal forma que si f € Home(A,B) y
g € Home(C, A) entonces foig = fyg=isog. Este morfismo se conoce como la

identidad de A en C.

Ejemplos 1.1.2

» La categoria Set de los conjuntos, cuyos objetos son todos los conjuntos y Homge (A, B)

son todos los posibles mapeos de A a B.

» La categoria Grp de los grupos, cuyos objetos son todos los grupos y Homg,,(A, B) son

todos los posibles homomorfismos de grupos entre A y B.

= [ a categoria Ab de los grupos abelianos cuyos objetos son todos los grupos abelianos y

Hom (A, B) son todos los posibles homomorfismos de grupos abelianos entre A y B.

» La categoria Rng de los anillos, cuyos objetos son todos los anillos y Homp,,(A, B) son

todos los posibles homomorfismos de anillos entre A y B.

» [ a categoria Ring de los anillos unitarios, cuyos objetos son todos los anillos unitarios y

Homping(A, B) son todos los homomorfismos de anillos tales que f(1) = 1.

» [a categoria R-Mod de los R-mddulos izquierdos, cuyos objetos son todos los R-mddulos

izquierdos y Hompg_pr04(A, B) son todos los posibles R-homomorfismos entre A y B.

» [a categoria Mod-R de los R-médulos derechos, cuyos objetos son todos los R-médulos

derechos y Hompg(A, B) son todoslos posibles R-homomorfismos entre A y B. <

Observacion 1.1.3 Dada una categoria C se define la categoria C°? como sigue: objC° = objC,

Homeor(A, B) = Home(B, A) y la funcién composicién x esta dada por fxg=go f. <
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Definicion 1.1.4 Sean C una categoriay f € Home(B, C). Decimos que f es un monomorfismo
en C si para cualesquiera p,q € Home (A, B) la igualdad fp = fq implica p = ¢q. Decimos que
f es un epimorfismo en C si para cualesquiera p,q € Hom¢(C, D) la igualdad pf = qf implica

p = q. Decimos que f es un isomorfismo en C si existe ¢ € Hom¢(C, B) tal que fg = icy

gf =iB.

Observacion 1.1.5 Sih: A— By h : B — A son morfismo tales que h'h = 1, entonces h

es un monomorfismo y h' es un epimorfismo. <

Definicion 1.1.6 Un objeto P en C es proyectivo si para cualquier epimorfismo f : B — C
y morfismo h : P — C' existe un morfismo s : P — B tal que fs = h, es decir, el siguiente

diagrama conmuta:

P
/lh
B—1.¢

Definicién 1.1.7 Una resolucién projectiva P de A € objC es una sucesion exacta de morfismos

d; € Home(P;, P,_1),coni € Njye: Py — A.

P:—>p2

donde cada P, es proyectivo.

Definiciéon 1.1.8 Un objeto I en C es inyectivo si para cualquier monomorfismo f: B — C'y
morfismo h : B — [ existe un morfismo s : C' — I tal que sf = h, es decir, el siguiente diagrama

conmuta:

B-1.c

hg/

Definicién 1.1.9 Una corresolucién inyectiva I de A € objC es una sucesién exacta de morfismos

d; € HOmc(]i_l,]i), cont €N, ye: A — 1.

I=0 A—=1,
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donde cada I, es inyectivo.

Definicion 1.1.10 Una categoria C se dice que tiene suficientes proyectivos si para todo A € obj C

existe un epimorfismo P — A con P un objeto proyectivo en C.

Definicion 1.1.11 Sea C una categoria. Decimos que D es una subcategoria de C si 0objC C 0bjD,
para todo A, B € 0bjD se tiene que Homp(A, B) C Home(A, B), y si los morfismos identidades

en D coinciden con los morfismos identidades en C.

Ejemplos 1.1.12

= | a categoria Ab es subcategoria de la categoria Grp.

= [a categoria Ring es subcategoria de la categoria Rng. <

Definicién 1.1.13 Sea D una subcategoria de C.

D es plena si para todo A, B € objD se tiene que Hom¢(A, B) = Homp(A, B).

D es cerrada bajo isomorfismos si para todo isomorfismo f € Home(A, B) tal que A € D

entonces B € D.

D es cerrada bajo sumas directas finitas si para todo A, B € D se tiene que AIl B € D.

D es cerrado bajo sumandos directos si para todo A € D con A = B & C entonces B € D
yCeD.

Observacion 1.1.14 A/ trabajar mayormente sobre la categoria de los A-médulos finitamente
generados A — mod, asumiremos, A cerrada bajo sumas directas finitas cuando se tomen A

cerrada bajo sumas directas. |
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Ejemplos 1.1.15

= [a subcategoria P de R -Mod, cuyos objetos son los R-modulos proyectivos; es plena,

cerrada bajo isomorfismos, cerrada bajo sumas directas y cerrada bajo sumandos directos.

» La subcategoria Ty de A — mod, cuyos objetos son los A-médulos de torsién*; es plena,

cerrada bajo isomorfismos, cerrada bajo sumas directas y cerrada bajo sumandos directos.

1.1.2 Funtores

Definiciéon 1.1.16 Un funtor covariante F entre las categorias C y D consiste de una correspon-

dencia de 0bjC a 0bjD y de un mapeo de Hom¢(A, B) a Homp(F(A), F(B)) que satisface:

L] f(lA> = iF(A)-

= Flpoy) = F(p)o F(¥).
Ejemplos 1.1.17

= Para toda categoria C se tiene el funtor covariante identidad 1¢c : C — C tal que 1¢(A) = A

para A € obj C y 1¢(f) = f para todo morfismo en C.

» SiC es una subcategoria de D entonces existe el funtor covariante inclusion C — D que

envia cada objeto y cada morfismo de C en si mismo.

» Sea A € obj R -Mod entonces se tiene el funtor covariante Hompg(A,0) : R — Mod —
Set tal que si M € R — Mod entonces (HomR(A, D))(M) = Homgr(A,M) ysi f €
Homp(M, M') entonces (Homp(A,0))(f) = f..

» Sea A € obj Mod-R entonces se tiene el funtor covariante tensor AR [ : R— Mod — Ab
tal que si M € R — Mod entonces (A® D)(M) =A®M ysi f e Homgr(M, M)
entonces (A@D)(f)zl@f. <

LM es de torsién si Homp (M, A) =0
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Definiciéon 1.1.18 Un funtor contravariante F entre las categorias C y D consiste de una
correspondencia de 0bjC a 0bjD y de un mapeo de Hom¢(A, B) a Homp(F(B),F(A)) que

satisface:

L] I(2A> = iF(A)-

= Flpoy) = F()o Flp).

Ejemplo 1.1.19 Sea A € obj R -Mod entonces se tiene el funtor contravariante Hompg(O, A) :
R — Mod — Set tal que si M € R — Mod entonces (Homp (), A)) (M) = Homp(M, A) y si
f € Homg(M, M') entonces (HomR(A,D))(f) = f*. <

Dado un funtor contravariante F : C — D, podemos definir el funtor F : C°? — D como
sigue: en objetos F(A) = F(A) y en morfismos F < A-1.B ) =F ( B A) el cual es

un funtor covariante.

Definicion 1.1.20 Sean C, D categorias 'y F,G : C — D funtores covariantes. Una transforma-
cién natural entre funtores covariantes n de F a G denotado por n : F — G es una coleccién
de D-mapeos 14 : F(A) — G(A), uno para cada A € obj C tales que el siguiente diagrama

conmuta para todo morfismo f : A — B en la categoria C

A F(A) 2~ G(A)
ft F(f)l G(f)
B F(B)2-~G(B)

Definicion 1.1.21 Sean C, D categorias y F,G : C — D funtores contravariantes. Una trans-
formacién natural entre funtores contravariantes n de F a G denotado por 1 : F — G es una
coleccién de D-mapeos 14 : F(A) — G(A), uno para cada A € obj C tales que el siguiente

diagrama conmuta para todo morfismo f : A — B en la categoria C

A F(B) 2-~G(B)
ft F(f)l lg(f)
B F(A) - G(A)
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Observacion 1.1.22 Se dice que 14 es la componente de n correspondiente a A € C.

Si todas las componentes de n son monomorfismos entonces se dice que 1 es un monomorfismo

entre funtores covariantes (contravariantes).

Si todas las componentes de 1 son isomorfismos entonces se dice que n es un isomorfismo

natural y se denota por F = G. |

Definicion 1.1.23 Diremos que dos categorias C y D son equivalentes (C = D) si existen
funtores F : C - Dy G : D — C tales que FG = 1p y GF = 1 donde 1p y 1¢ son los
funtores identidad de D y C respectivamente. Si F es un funtor covariante diremos que F es una
equivalencia entre las categorias C y D. Si F es un funtor contravariante, diremos que F es una

dualidad si F : C°? — D es una equivalencia entre las categorias C? y D.

Definicién 1.1.24 Un funtor covariante (contravariante) F : C — D es:

= Fiel, si el morfismo F4 5 : Home(A, B) = Homp(F(A), F(B))
(FA,B : Home(A,B) — Homp(f(B),]-"(A)>) dado por F es inyectivo para todo
A, B € objC.

= Pleno, si el morfismo Fa 5 : Home(A, B) - Homp(F(A), F(B))
(fAﬁB : Home(A, B) — HomD(F(B),f(A))) dado por F es suprayectivo para todo
A, B € objC.

= Denso, si para cada M € D, existe C' € C tal que F(C) = M.

Proposicion 1.1.25 [Teo. 1.1.2 de [ARS1]] Un funtor F : C — D es una equivalencia de

categorias si y solo si F' es fiel, pleno y denso. [ ]

Proposicion 1.1.26 [Teo. 1.1.4] de [ARS1]] Un funtor F : C — D es una dualidad de

categorias si y solo si F' es fiel, pleno y denso. |

Definicion 1.1.27 Sea F : C — D un funtor covariante (contravariante) se define la subcategoria

F(C) de D de la siguiente manera
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D € 0bjF(C) & existe C € 0bjC tal que F(C) = D.

» g € Homzpe)(F(C),F(C") & existe ¢ € Home(C,C") (g’ € HomC(C”,C’)) tal que
Flg) =y

« Fg) o F(h) = Flgoh) <]:(g) o F(h) = F(ho g)>.

L] 1]:(0) :.F(lc)

1.1.3 R- Categorias

Definicion 1.1.28 Una categoria C es preaditiva si para cada par de objetos A, B € 0bjC el

conjunto Home(A, B) es un grupo abeliano y si para C' € 0bjC, la composicién
Home(B,C) x Home(A, B) — Home (A, C)

es bilineal.
Definicién 1.1.29 Una categoria C es aditiva si es preaditiva y tiene sumas finitas de objetos.

Definicion 1.1.30 Sea R un anillo conmutativo artiniano. Una categoria preaditiva C es una
R-categoria si para cada par de objetos A, B € 0bjC el conjunto Home(A, B) es un R-médulo y

si para C' € objC, la composicién
Home(B,C) x Home(A, B) — Home(A, C)
es R-bilineal.
Definiciéon 1.1.31 Un funtor covariante (contravariante) F : C — D entre dos categorias
preaditivas es aditivo si para cada par de objetos A, B en C, el morfismo inducido
Home(A, B) — Homp(F(A), F(B))

(Home(A, B) = Homp(F(B),F(A)))

es un homomorfismo de grupos.
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Definicién 1.1.32 Un funtor aditivo F : C — D entre dos R-categorias es un R-funtor si el

morfismo inducido anteriormente es un R-morfismo de mddulos.

Proposicion 1.1.33 Sea F : C — D un R-funtor que es una equivalencia.

» Un morfismo g : B — C' en C es un epimorfismo (monomorfismo) si y solo si F(g) :

F(B) — F(C) es un epimorfismo (monomorfismo) en D.

= Un objeto C' en C es proyectivo (inyectivo) si y solo si F(C') es proyectivo (inyectivo). B
Proposicion 1.1.34 Sea F : C — D un R-funtor que es una dualidad.

= Un morfismo g : B — C en C es un epimorfismo (monomorfismo) si y solo si F(g) :

F(C) — F(B) es un monomorfismo (epimorfismo) en D.
= Un objeto C en C es proyectivo (inyectivo) si y solo si F(C') es inyectivo (proyectivo). B
Definicion 1.1.35 Sea C una R-categoria. Una R-relaciéon R en C es una coleccién de R-submédu-
los R(A, B) C Home(A, B) para todo A, B € obj C tales que bajo el mapeo composicién

Home(B,C) x Home(A, B) — Home(A,C) se tiene que Im (R(B,C’) X Home(A, B)) C
R(A,C)y Im (Homc(B, C) x R(A, B)) C R(A,C) para todo A,B,C € C.

ALGEBRAS DE ARTIN

Definiciéon 1.2.1 Sea R un anillo conmutativo artiniano. Una R-algebra A es un anillo junto con

un morfismo de anillos ¢ : R — A tal que Im(¢p) C Z(A).

Definiciéon 1.2.2 Sea A una R-algebra con R un anillo conmutativo artiniano. A es una R-algebra

de Artin o simplemente una algebra de Artin si A es un R-mddulo finitamente generado.
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Definicion 1.2.3

= El radical de un anillo R es la interseccion de todos los ideales maximales izquierdos de R.

m Sea M un R-médulo, el radical de M es la interseccion de todos los R-submodulos maximales

de M.

s Un R-médulo S se dice que es simple si para todo R-submédulo M de S se tiene que

M=0oM=S5.
= Un R-médulo S se dice geu es semisimple si es suma directa de R-mddulos simples.

= Un R-médulo M se dice que es inescindible si para un par de R-submédulos A, B de M

tales que M = A@ B se tieneque A=00 B =0.

= Sea M un R-moddulo, el soclo de M es el submdédulo de M generado por todos los

R-submédulos semisimples de M.

Lema 1.2.4 Sean k un campo, A una k-algebra, m € N\ {1} y

O Ll fl L2 f2 fm72 Lm_l fmfl Lm 0
una sucesion exacta de A-mddulos, entonces
31 3
» > dimy (Liyoj) = > dimy (Lo;) sim es par.
3=0 i=1
m—1 m—1
2 2
» Y dimy (Lisoj) = Y dimy, (Lo;) sim es impar.
3=0 i=1
Demostracion.
La prueba se hara por induccién sobre m.
Param = 2, de la sucesién exacta 0 Ly h Lo 0 se tiene que f; es un isomorfismo

y por tanto dimy, (L) = dimy, (Ls).
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Para m = 3, de la sucesién exacta 0 Ly il Lo f2 Ls 0, por el teorema de la

dimensidn en espacios vectoriales se tiene que:

dimy, (Lo) = dimy, (Im fo) + dimy, (ker fy) = dimy (Ls) + dimy, (Ly).

Supongamos cierto el enunciado para m = t.

Sea 0 Ly i Lo L. Ly 4 thﬁLtH—ﬂ) sucesion exacta.
Por lo que de la sucesiéon exacta 0——ker f; L, Ji Ly 0 se tiene que
dimy (Ly) = dimy, (Lyy1) + dimy, (ker f;), de modo que
dimy, (Im f;_1) = dimy, (Ly) — dimy, (Lyyq) (1.2.1)
m Sit es par, de la sucesion exacta
f1 fr—1

) JE Ly A S — A

—~Im fi_1 —0

se tiene, por hipétesis de induccién,

t-1 L1
Z dzmk <L1+2j) = Z dzmk (Lzl) + dka (Im ft—l)a
7=0 =1

asi, al sustituir por 1.2.1, se tiene

L1 i1
Z dzmk <L1+2j) = Z dzmk (L22> + dzmk (Lt> - dzmk (Lt+1>7
7=0 =1

de modo que

t+1-1 t t+1—1

Z dzmk <L1+2j) = Zdzmk (L1+2j) = Zdzmk (LQZ> = Z d@mk (ng)
J=0 j=0 i=1 i=1

N+
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m Sit es impar, de la sucesién exacta

I Ly fo_ Lot fi— 1Imft1*>0

0 L,

se tiene, por hipoétesis de induccién,

-
|
-

e
w

dlmk (L1+2j) + dka ([m ft—l) = dlmk (Lgi)7

1
1M

1

<
Il
o

asi, al sustituir por 1.2.1, se tiene

w

t—

—1
5t
dimy, (Li4o;) + dimy (Ly) — dimy, (L) Z imy (La;),

gt

<
Il
o

de modo que

Z dzmk <L1+2j) = Zdzmk (L1+2j) = Zdzmk (LQZ)
3=0 7=0 i=1

Proposicion 1.2.5 Sea A una R-algebra de Artin entonces la categoria A — mod tiene suficientes

proyectivos.

Demostracion.
m, un conjunto de generadores de M como A-mddulo,

Sea M € A —mody sean my,mo, ...,
/\s)t) = A\imy + Aamgy +

de esta forma se define el morfismo f : A — M como f(()\l, Aoy

+ Asms, que, claramente es un epimorfismo, y al ser A un A-médulo proyectivo se sigue que
A?® es proyectivo. |
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Lema 1.2.6 [Serpiente] Dado el diagrama conmutativo exacto

0 AT B 2o 0

|0

0 A, B, "L 0

se tiene que la sucesion
f
0——= Ker a—= Ker B&Ker 7—6>C’0k a1~ Cok B~ Cok v—=0

es exacta, donde f y g son los morfismos inducidos y para ¢ € ker ~ se define 6(c) = T donde

fo(z) = B(y) con g1(y) = c.
Demostracion.

= Sean y;,y2 € By tales que ¢1(y1) = g1(y2) entonces d(y2 — 1) = 0y asi § esta bien
definida.

» Claramente fi; es un monomorfismo y g es un epimorfismo.

» Sea x € Ker a, entonces gy f1(x) = g11fi(x) = g1f1(z) = 0, de modo que Im f; C
Ker gy). Por otro lado, para y € Ker gy, existe a € A, tal que fi(a) =y, de modo que

foa(a) =0y as’A a(a) =0, es decir a € Ker a. Luego I'm fi) = Ker g

» Sea z € Ker 3, entonces dgy|(z) = 7 donde fy(y) = B(x) = 0 de modo que y =0y
asi Im g1 C Kerd. Por otro lado, para y € Ker 0 se tiene que 0 = d(y) = T donde
fa(z) = B(2) con g1(2) =y, asi, existe a € A; tal que a(a) = z, luego fi(a) —z € Ker

y gl‘<f1(a) — z) = g1(2) =y, es decir I'm gy = Ker 6.

» Sea x € Ker v, entonces fo(xz) = f(y) donde fo(y) = B(z) con ¢1(z) = x, es decir

foé(x) = fo(y) = B(z) =0, es decir Im 6 C Ker f. Por otro lado, para y € Ker f existe
b € B tal que fo(y) = B(b), Asi g1(b) € Ker vy 5(gl(b)) =7. Luego I'm § = Ker f.

» Sea T € Coka, entonces gf(T) = gfe(x) = gafa(x) = 0, es decir Im f C Ker g. Por

otro lado, para 7 € Ker g existe ¢ € C tal que y(c) = go(y), asi existe b € B tal que

B(b) —y € Ker go y existe a € A, tal que fa = fo(a) = B(b) —y = y. De modo que
Im f = Ker g. |
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Lema 1.2.7 [Herradura] Sea 0 L—>M-2-N 0 sucesién exacta en A — mod
5 . .

ysean ...— P, Lo, Q1 —> Qo —~~ N resoluciones proyectivas de L y

N respectivamente entonces existe resolucion proyectiva ... — My —>= My —~ M de M tal

que el siguiente diagrama conmuta:

0 P M, -1, 0
p1 €1 51

0—— Py —% My "> Qy —0
TL ™M TN

0 L—sM—%sN 0

Demostracion.

Considere el diagrama exacto conmutativo

(6) (0,1)
OHPOHPOHQOHQOHO

WLi (iWL’t)\L iﬂN

0—>L—* - pm—2 N~

donde t : Qg — M es tal que el siguiente diagrama conmuta:

Qo
e
M —“~N.

Luego, por el lema de la serpiente 1.2.6, se tiene la sucesion exacta

(6) 0,1
0——> Ker mp —> Ker (iwL,t)gKer v 20— Cok (imp,t) =20 —0



ALGEBRAS DE ARTIN 17

1
s 0 | . (0’1)‘ 4 . .
Asi, Ker m, — Ker (imp,t) — Ker my es sucesion exacta corta y (imp,t) es un epi-

morfismo. Luego se tiene el siguiente diagrama conmutativo

(o)

(0,1)

0 P P 1T Oy Q1 0

p1 ((é)‘phtl) o1

0 —— Ker 7 —— Ker (irp,t) —> Ker 1y —0

), (0.1),

donde t; : @y — Ker (imp,t) es tal que el siguiente diagrama conmuta:

Q1

et

Ker (imp,t) o Ker my.

Luego, por el lema de la serpiente 1.2.6, se tiene la sucesion exacta

(é)\ (071)\

0 —— Ker py — Ker ((é)phtl) — Ker 51*6>0*f>00k ((é) pl,t1> 4. 0—>0.

, ) . (0.1) y .
Asi, Ker py — Ker <O)|p1, t;1 | ——= Ker 01 es sucesion exacta corta y <O)|p1, t1 ] es un

epimorfismo.

Continuando recursivamente se obtiene el resultado. ]

Definicion 1.2.8 Sea A un anilloy f € Homy (A, B)

= f es un morfismo minimal derecho si para todo morfismo g € End,(A) tal que fg = f es

un isomorfismo.

= f es un morfismo minimal izquierdo si para todo morfismo g € End,(B) tal que gf = f

es un isomorfismo.

= f es epimorfismo esencial si f es un epimorfismo y para todo morfismo g tal que fg es un

epimorfismo se tiene que g es un epimorfismo.
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= f es monomorfismo esencial si f es un monomorfismo y para todo morfismo g tal que g f

es un monomorfismo se tiene que g es un monomorfismo.
= f es cubierta proyectiva de B si f es un epimorfismo esencial y A es un A-mddulo proyectivo.
= f es envolvente inyectiva de A si f es un monomorfismo esencial y B es un A-médulo
inyectivo.

Definicion 1.2.9

= Una resolucién proyectiva de M

da dy

.—)PQ P1 P() ‘M 0

se dice que es minimal si € es cubierta proyectiva de M, d; es cubierta proyectiva de Ker ¢

y d; es cubierta proyectiva de Ker d;_;.

= Una corresolucién inyectiva de M

dy da

Il IQ—>

se dice que es minimal si ¢ es envolvente inyectiva de M, d; es envolvente inyectiva de

Cok ey d; es envolvente inyectiva de C'ok d;_;.

Proposicion 1.2.10 (4.1 de [ARS1]) Sea M € A —mod con A una R-algebra de Artin y sea
f P — M un epimorfismo con P un A-médulo proyectivo. Entonces f es cubierta proyectiva de

M si y solo si f es morfismo minimal derecho. |
Proposicion 1.2.11 Sean A una R-algebra de Artin y M € A — mod entonces

= M tiene cubierta proyectiva.

= M tiene envolvente inyectiva.

Demostracion.

Se sigue de las proposiciones 6.3 y 7.6 de [CCJP1] y del teorema 4.2 de [ARSI]. [ |
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Corolario 1.2.12 Sean A una R-adlgebra de Artin y M un A-modulo entonces

= M tiene una resolucién proyectiva minimal.

= M tiene una corresolucion inyectiva minimal. [

Observaciones 1.2.13

La resolucion proyectiva minimal es tnica salvo isomorfia.

» Se dice que A tiene dimension proyectiva n denotado por dimp(A) = n, si en la resolucién
proyectiva minimal de A se tiene que P; # 0 parai <n y P, =0 para i > n. Si no existe

n con esta propiedad entonces se dice que A tiene dimensién proyectiva infinita.
= [a corresolucién inyectiva minimal es tinica salvo isomorfia.

» Se dice que A tiene dimension inyectiva n denotado por dim;(A) = n, si en la corresolucion
inyectiva minimal de A se tiene que I; # 0 parai <n y I; =0 parai > n. Si no existe n

con esta propiedad entonces se dice que A tiene dimension inyectiva infinita.
» dimp(A) = m siy solo si Ext} (A, X) =0 param >ny Ext} (A, X) #0 param <n

para todo A-médulo X . <

Lema 1.2.14 Sea A — B — C una sucesién exacta corta. Entonces
n dimp(A) < maz{dimp(B),dimp(C)}

n dimp(B) < max{dimp(A),dimp(C)}

w dimp(C) < max{dimp(A),dimp(B)} +1
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Demostracion.

Se sigue de la observacién 1.2.13 y de la sucesién exacta larga

0 —— Homp(C, X) —— Homp(B, X) — Homy (A, X)
)

C—> Exti(C,X) —— Ext) (B, X) —— Ext} (A, X)

/)
L> Ezt3(C, X) —— Ezt3 (B, X) —— Exti (A, X)
- J

J

L Ext?(C, X) — Ext? (B, X) — Ext"(A, X)

C_) /

Definiciéon 1.2.15

= Paran € N se define pd,, la subcategoria plena de A — M od cuyos objetos son los A-médulos

de dimensién proyectiva menor o igual a n.

= fpd es la subcategoria plena de A — Mod cuyos objetos son los A-médulos de dimensién

proyectiva finita.

Proposicion 1.2.16

= pd, es cerrada bajo extensiones, cerrada bajo sumandos directos y cerrada bajo sumas

directas.

= fpd es cerrada bajo extensiones, cerrada bajo sumandos directos y cerrada bajo sumas

directas.
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Demostracion.

De acuerdo con la prueba del lema de la herradura 1.2.7 se tiene que si A -+ B — C es
una sucesién exacta corta entonces dimp(B) < max{dimp(A),dimp(C)}, de modo que pd,, y

fpd son cerradas bajo extensiones y por lo tanto cerradas bajo sumas directas. Ahora bien, si

M =M & M" con M € pd,,

dl
e

11 1"
d2 dl

1
Pl

R 4 Py~ M"——0

resoluciones proyectivas minimales de M’ y M" respectivamente entonces

d, o dh o
2 1 g o

d’2/ P/ @ P” 0 dlll Pl @ P// ( 0 s”)

1 1 0 0

..o PP M——>0

es resolucién proyectiva minimal de M. De modo que existe m < n tal que P/ & P’ # m y
P/ @ P/ = 0 para i > m, luego M’y M" son objetos de pd,, es decir, pd, es cerrada bajo

sumandos directos. Analogamente fpd es cerrada bajo sumandos directos. [ |

PULL - BACK Y PUSH - OUT

Lema 1.3.1 Sean A, B,C € A—mod, f € Homx(A, B) y Homa(B, C) entonces los siguientes

enunciados son equivalentes:

i) 0 A-l.p- 9. ¢ 0 es sucesion exacta.

i ) g es un epimorfismo, gf = 0 y para todo morfismo h : X — B tal que gh = 0 existe un

morfismo h/ : X — A tal que fh' = h.

ii ) f es un monomorfismo, gf = 0 y para todo morfismo h : X — B tal que hf = 0 existe un

morfismo b/ : C'— X tal que h'g = h.
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Demostracion.

i) = ii) Sea h: X — B un morfismo tal que gh = 0, de modo que si x € X entonces existe
un Gnico a € A tal que f(a) = h(z), asi el morfismo i’ : X — A definido por h'(z) = a tal que
f(a) = h(x) esta bien definido y es tal que fh' = h.

i) = iii) Sea h : B — X un morfismo tal que hf = 0, de modo que si ¢ € C' entonces
existe b € B tal que g(b) = c. Definimos ' : C — X como h'(c) = h(b), donde g(b) = c.
Sean b,b' € B tales que g(b) = ¢ = ¢g(I') entonces existe a € A tal que f(a) = b -V,
asi h(b) — h(t/) = h(b—1V) = hf(a) =0, luego h(b) = h(b'), es decir h’ esta bien definida y es

tal que h'g = h.

ii) = i) Sea a: Y — A un morfismo tal que fa =0, de modo que gfa = 0y asi existe un
inico morfismo o’ : Y — A tal que fo/ = fa, luego, o/ = a = 0, es decir f es un monomorfismo.

Por otro lado considere el diagrama conmutativo

donde, i es la inclusién candnica, luego, existe un tnico morfismo i’ : Ker, — A tal que fi' =1,

asi si b € Ker g entonces b =i(b) = fi'(b) € Imf. Luego Im f = Ker g.

iii) = i) Sea §: C'— Y un morfismo tal que Sg = 0, de modo que SBgf = 0y asi existe un
inico morfismo ' : C'— Y tal que f'g = Bg, luego ' = 5 = 0, es decir, g es un epimorfismo.

Por otro lado considere el diagrama conmutativo

N

Cok f,

donde, 7 es la proyeccién canédnica, luego, existe un Gnico morfismo 7’ : C — Cok f tal que
g = 7, asi si b € Ker g entonces b = 7/g(b) = 7/(0) = 0, es decir b € Im f. Luego
Im f=Kerg. [
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Definicion 1.3.2 Sean f: A — By g: A— C morfismos en la categoria C, se dice que los
morfismos u: B — Dy v:C — D son un push —out de fy gsiuf =wvgy para cualesquiera
morfismos v’ : B — D'y v’ : C — D’ tales que v/ f = v'g existe un dnico morfismo h: D — D’

tal que hu =u' y hv =v'.

Definicion 1.3.3 Sean f: A — By g : C — B morfismos en la categoria C, se dice que los
morfismos u: D — Ay v: D — C son un pull — back de fy gsi fu= gvy para cualesquiera
morfismos v’ : D' — Ay v : D' — C tales que fu' = gv’ existe un tnico morfismo h : D' — D

tal que uh =u' y vh ="'

Proposicion 1.3.4 Sean uw € Home(B,D), v € Home(C,D), v € Home(B,D'), v €
Home(C, D) tales que las parejas (u,v) y (u',v") son push — out de los morfismos f : A — B

y g: A — C entonces D es isomorfo a D'.

Demostracion.

De acuerdo a la definicién 1.3.2 se tienen diagramas conmutativos
A-1-B A-1.B

C_'-D \ O D' ;

AN N

AN AN N

14
/ D

kS

I amm—
7
@

{

é
D

<

de modo que hh'u' =/, hh'v' =, Whu =wu'y h'hv = v y de los diagramas conmutativos

A-L-B A-L-B

AN N

c—-D_ \  C-Y- D’\ .
\\ lz’h \ \ N

se tiene que hh' = 1pr y W'h = 1p, asi, h es un isomorfismo, por la observacién 1.1.5. [ |
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Proposicion 1.3.5 Sean uw € Home(D,A), v € Home(D,C), v' € Home(D',A), v/ €

Home (D', C) tales que las parejas (u,v) y (u',v") son pull — back de los morfismos f : A — B

y g : C — B entonces D es isomorfo a D'.

Demostracion.

De acuerdo a la definicién 1.3.3 se tienen diagramas conmutativos

D’ W D u
VI SN
NN LN
\ D—2sA DX s A
v vl f ° v’i if
\CL>B 9.1

de modo que u'h'h =/, v'W'h = ', uhh' = u 'y vhh' = v y de los diagramas conmutativos

D u D’ u!
SR o N

! N N\

N \ \ \\ ,\\
\ D—=A D2 A
TR
c—-2-B c—-2-B
se tiene que hh/ = 1p y h'h = 1, asi, h es un isomorfismo, por la observaciéon 1.1.5. [ |

Lema 1.3.6 [Lemas 2.2.5 y 2.2.6 de [G1]] Considere el diagrama exacto conmutativo

0—s=A-toB 9.0+

|,k

0 AL g o 0

= Existe s: B — A’ tal que sf = « si y solo si existe t : C — B’ tal que f't = ~.
» Si~y = 1¢ entonces los morfismos f y o son un pull — back de By f.

= Si o = 1,4 entonces los morfismos g’ y v son un push — out de B y g. |

Lema 1.3.7 Sean f : A — B yg: A— C morfismos de R-médulos entonces existen morfismos

u:B — Dyv:C — D tales que u y v son push — out de f y g. Mas aun si f es un

monomorfismo entonces v es un monomorfismo.
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Demostracion.

Considere el submédulo S de B @ C definido por S = {(f(a), —g(a)) € B® Cla € A}y
se definen D = B® C/S, u:B—>Dyv:C’—>Dcomo u(b) = (b,0) y v(c) = (0,c). Sea

a € A, entonces uf(a) = (f(a),()) = (f(a),O) ( )) (O,g ) vg(a), es decir
el diagrama

A4f>]f

C—=D

conmuta. Ahora, sean v’ : B — D' y v' : C' — D’ morfismos tales que u'f = v'g. Considere

el mapeo h : D — D’ definido por h((b, c)) = u/(b) +v'(c). Sean (b,c) = (V,c) entonces

(b—"V,c— ) €S, de modo que existe a € A tal que b — b = f(a) y c — ¢ = —g(a) luego
W= Tre=e)) = Wb = ¥) + /(e — &) = W' f(@) + v(~g(@)) = vgla) — v'g(a) = 0, es
decir h esta bien definida y claramente es un R-morfismo tal que hu = v’ y hv = v'. Sea
W : D — D' tal que h'u = v’ y h'v = v’ entonces para (b,c) € D se tiene que h’(@) =

W((6,0)) + 1 ((0,0)) = hu(b) + h'v(c) = u'(b) +'(c) = h((b, ).

Ahora suponga que f es un monomorfismo y sea ¢ € C' tal que v(c) = 0 entonces (0,¢) € S,
y asi, existe a € A tal que ¢ = —g(a) y 0 = f(a), de modo que al ser f un monomorfismo se

tiene que a = 0, luego ¢ = 0, es decir, v es un monomorfismo. [ |

Lema 1.3.8 Sean f: A — B yg:C — B morfismos de R-médulos entonces existen morfismos
u:D— Ayv:D — C tales que u y v son pull —back de f y g. Mas atin si g es un epimorfismo

entonces u es un epimorfismo.

Demostracion.

Considere el submédulo D de A @& C' definido por D = {(a,c) € A® C|f(a) = g(c)} y
seanm : A C — A m : A@® C — C la proyecciones canénicasy j : D — A® C la

inclusién candnica. De esta forma se define u = mj y v = myj, asi para (a,c) € D se tiene que

fu((cuc)) = fﬂlj((a, c)) = fﬂl((a,c)) = f(a) = f(c) = gmj((a,c)) = gv((a, c)) es decir
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el diagrama

D—=C

ui g

A-L.B
conmuta. Ahora sean v’ : D' — Ay v : D' — C tales que fu' = gv’. Sea define h : D' — D
como h(d) = (u’(d),v’(d)) y claramente h es un morfismo de R-mddulos tal que uh = v’y
vh = v'. Sea h' : D' — D tal que uh’ = «' y vh/ = v’ entonces para d € D’ se tiene que
h'(d) = (a,c) y asi v'(d) = uh/(d) = u((a,c)) = mj(a,c) = a, andlogamente v'(d) = ¢, luego

W(d) = (u'(d),v'(d)) = h(d).

Ahora suponga que g es un epimorfismo y sea a € A, de modo que existe ¢ € C tal que

g(c) = f(a). Luego (a,c) € Dy u((a,c)) = a, es decir, u es un epimorfismo. |

Proposicion 1.3.9 Sea A B9 C una sucesién exacta corta.

a ) Para todo morfismo h : Z — C' se tiene un diagrama exacto conmutativo

B

0 Aoy Z 0
ST
0 At.p_2. ¢ 0

donde 3 y ~v son pull — back de g y h, mas adn, g y h son push — out de B y .

b ) Para todo morfismo h : A — X se tiene un diagrama exacto conmutativo

0 Ad.B 9.0

i

y .o 0

0

donde o y vy son push — out de f y h, mas aun, f y g son pull — back de c y 7.
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Demostracion.

a) Sea h:Z — C entonces por el lema 1.3.8 existen morfismos f:Y — Zy~:Y — B

que son pull — back de h'y g con B un epimorfismo. Luego del diagrama conmutativo

~

A 0
RN
| \
y 2.z
l |
B—C
existe un Unico morfismo o : A — Y tal que fa =0y ya = f. Ahora bien, sea ¢ : X — Y un

morfismo tal que B¢ = 0 entonces gyp = hf3p = 0y por el lema 1.3.1 existe un Gnico morfismo

¢ X — Atal que f¢' =y y del diagrama conmutativo

A4

b

2 C

se tiene que ¢ = ay’ y asi, A—"=Y P 7 es sucesion exacta corta por el lema 1.3.1. Luego

por el lema 1.3.6 el diagrama conmutativo exacto

cumple con lo requerido.

b ) Seah: A — X entonces por el lema 1.3.7 existen morfismos o« : X - Y y~vy: B =Y

que son push — out de h'y f con a un monomorfismo. Luego del diagrama conmutativo

AL, B

h v
X =Y
\

N\

S—

=

Q-—
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existe un unico morfismo 3 :Y — C tal que fae = 0y By = g. Ahora bien, sea ¢ : Y — Z un
morfismo tal que pa = 0 entonces ¢y f = pah = 0y por el lema 1.3.1 existe un Gnico morfismo

¢ C — Z tal que ¢'g = ¢y y del diagrama conmutativo

A—f>B

h 2
X —2=Y

wwx

0

o

N -~

se tiene que ¢ = YByasi, X =Y P es sucesion exacta corta por el lema 1.3.1. Luego

por el lema 1.3.6 el diagrama conmutativo exacto

0 A-Ll.p_*

>
2
-

0 X =Y

cumple con lo requerido.

ANILLOS DE MATRICES TRIANGULARES

Sean T', U anillos y My un U-T-bimédulo. Se contruye el anillo de matrices triangular

T 0 _
A= como sigue:
M U
m Los elementos de A son matrices de 2 x 2 de la forma conteT, me My
m u
u€eU.

= La suma y la multiplicacién estan dadas por las operaciones usuales de matrices:

t7 O t, 0 t1 4+t 0
_|_ —
mp U Mg U my+my U+ U
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tiy O ta O t1to 0
mi Uy My Us mity + uims U U
.. uer 0
Observacion 1.4.1 AP = ) <

por Myop TP

T 0
Proposicion 1.4.2 (11l, 2.1 de [ARS1]) Sea A = donde T, U son anillos y
UMT U

uMyp es un U-T-bimédulo.

a) A es anillo artiniano izquierdo si y solo si Ty U son anillos artinianos izquierdos y M es

finitamente generado como U-médulo.

b) A es anillo artiniano derecho si y solo si T y U son anillos artinianos derechos y M es

finitamente generado como T-mdédulo.

c) A es una dlgebra de Artin si y solo si existe un anillo conmutativo R tal que T y U son
R-algebras de Artin, y M es finitamente generado sobre R, el cual actiia centralmente en

M, esto es, rm = mr para todor € R y para todom € M. [ |

Observacion 1.4.3 De ahora en adelante a lo largo de esta seccién asumiremos que A =

T 0 T 0
es una algebra de Artin. Si C' es un médulo sobre una algebra de Artin A =
M U M U
: L0 0 0 : -
entonces los idempotentes e; = yey = nos proporcionan una descomposicion
00 0 1

C = e1C & exC en una suma de grupos abelianos; ademas e;C' tiene una estructura de T'-

modulo y e;C' tiene una estructura de U-mddulo. Se define Vo : M x e;C — esC' como
0 0

Yo(m, erc) = eg c. <
m 0

Proposicion 1.4.4 Sean C' € A — mod, entonces 1¢ es T-bilineal y, en consecuencia, se tiene

un U-morfismo V¢ : M @7 e;C — eyC.
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Demostracion.

Sergio S. Chan Castro

De acuerdo a la definicién de U« se tiene que:

Yo (m, erc + erca)

262

:62

= e (m,e1(c1 + ¢2))

0 0
(c1 4 ¢2)
0

0 O)cz
Jool )

m
0
(m
0

m

= Yc(m,eicr) + Yo(m,erca),

Ye(my + ma,erc) = ey

:62

262

0 0 0 0
+ c
mq 0 mo 0
0 0 0 0O
c+ c
my 0 mo 0

0 0 0
C+ es
mi 0 mo

= Yc(ma, eic) + Ye(me, erc),
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0 0
o(mt, ejc) = eq ) c

0
:62
m

0
0
0 0 t 0
= €9 C
m 0 0 0

Asi ¢ es T-bilineal y, por la propiedad universal del producto tensorial, existe un Unico

morfismo de grupos abelianos ¢ : M @1 e,C — e,C' definido por:

Yo (i m; & €1Ci> = zn:?/fc(mia e1¢;)

i=1 i

tal que el siguiente diagrama conmuta:

M x 610%620

P

M QT 610
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Luego se tiene que

n 0 O
= Z €2 &
i=1 um; 0
n 0 0 O
=) e ¢
i=1 U m; 0
n 0 0 0 0
= Z €9 C;
i=1 0 u m; 0
" (0 0 0
= Z C’L
i=1\0 u my; 0
n 0 0
= Z ues C;
=1 m;
n 0 0
=u Z ey C;
=1 m; 0

=u zn: p(my, e1¢;)
i=1

= o (Z m; & €1Ci> )
i=1

es decir 1)c es un morfismo de U-médulos izquierdos. [ |

Esto nos proporciona una forma de visualizar a los médulos sobre un anillo de matrices

triangulares A de una forma mas conveniente, para esto se define la siguiente categoria.

T 0
Definiciéon 1.4.5 Sea A = una R-algebra de matrices triangulares, se define la

M U
categoria AC en objetos, como las ternas (A, B, f), donde A € T — mod, B € U — mod y

f:M®r A— B esun U-morfismo.
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Un morfismo (o, 5) : (A, B, f) — (A", B, f') en AC es una pareja o, 3, donde o : A — A’
es un T-morfismo, 5 : B — B’ es un U-morfismo y tales que el diagrama

Mer AL2% Mo A

T

B B’

conmuta.

Proposicion 1.4.6 ,C es una R-categoria.

Demostracion.

Sean C' = (A, B, f), C"= (A, B', f") € objC y sean (a, ) , (v,0) € Hom ,c(C,C"). Se
define la suma de (a, 3) y (7,0) como el morfismo (a + 7y, 3 + d). Esta operacidén estéd bien

definida ya que

Claramente Hom ,¢(C,C") es un grupo abeliano y asi ,C es categoria preaditiva.

Si (A, B, f), (A,B',f) € obj AC se define el objeto suma como la terna (AIl A", B1I
B’ (f, f")¢) donde ¢ es el isomorfismo entre M @7 (AL A") y (M ®@¢r A) 1 (M @1 A’), luego

AC es categoria aditiva.

Seare R, C=(AB.f), C"=(AB,f)ecobjCy (a,) € Hom ,c(C,C"), se define
el producto de («, ) por r como (ra,rf3). Este producto escalar por elementos de R, le da a

Hom ,¢(C,C") una estructura de R-médulo y por lo tanto AC es una R-categoria. |

Observacion 1.4.7 La relacion entre A\C y A —mod es a través del funtor F : AC — A — mod

que se define de la siguiente manera:
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» Enobjetos: Si (A, B, f) € obj AC se define f((A, B, f)) = AILB como grupo abeliano, y la

estructura de A-médulo esta dada a través del producto (

0) (a,) = (ta, f(m®a)+ub)

m o u
parate T, uelU, meM,ac AybeB.

0

= En morfismos: Si (a, 8) : (A, B, ) = (A, B', f') € AC se define ]—"((a,ﬁ)) = (a ) :
0 p

AIIB —- A1l B. <

T

M U
F i AC — A —mod es un R-funtor, mas aun F es una equivalencia de categorias.

Proposicion 1.4.8 Sea A = ( ) una algebra de matrices triangulares. Entonces el funtor

Demostracion. Sean C' = (A, B, f),C"' = (A", B, f') € AC, (a, B),(7,0) € Hom ,¢(C,C")

y r € R, entonces

F(r(a, 8) + (,6)) = F((ra,rB) + (1,9))
= F((ra+7,18+9))

_[rat+y 0
0 rB 49
_ ro O)+(*y O)
0 rp 0 ¢
. a 0 N v 0
0 g 0 ¢

= rF((c, 8)) + F((7:9))

de modo que F es un R-funtor.

0
Sea (a, B) : (A, B, f) = (A, B, ") € AC tal que 0 = ]:((04,6)) = (a ) entonces
0 8
a=0y 3 =0. Luego F es fiel.
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Sean C' = (A, B, f),C"=(A",B',f") €obj \C y s € HomA(f(C),f(C”)), asi se tiene un

s1 S
mapeo s = ( ' 2) :AIIB - AL B, sea (d/,b') = s(a,b) paraa € Ay b € B de modo que
S3 S4

(s1(a),ss(a)) = s(a,0) = s(e1(a,b)) = e1s(a,b) = e (a’,0') = (a’,0), asi s3(a) = 0 para toda
S1 0

a € A; de forma analoga s9(b) = 0 para todo b € B es decir s = (
0 Sq

) 0 0
m = , entonces
m 0

). Para m € M sea

s(m(a,0)) = s(0, f(m © a))

- (O» 84f(m & a)

ms(a,0) = m(si(a),0)
= (0, f'(m @ s1(a)))

de modo que f'o (1 ® s1) = s4f, es decir, el diagrama

M & AXE 6 ® A
T
B B’

S4

conmuta, luego (s1,s4) € Hom ,¢(C,C")y ]—"((31, 34)) = 5. Por lo tanto F es pleno.

Sea C' € A — mod, entonces (e,C, esC, 1) € obj AC. Considere el mapeo

0 F((e1CreaC,0c)) = C
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definido por ¢ (e1¢1, eac2) = e1¢1 + eacy de modo que

2 <<; Z) (e1c1, e202) > ( tercy, Yo (m® ejcy) +ue202>>
( t€1C1,€2< >61 —i—ue2cz>)
o) o) (1)
c1+ c+ u (6))
0 00\/1 O 0 0\/0 O
0 oocle m 0)80 0/ o w0 )

I
~

~+ O
o o

Il Il
N T N T N T N T N T N T AS)

3

e}

S
L) ) e ()
b LI

~

u)go((elcl,egcQ))

es decir, ¢ es un morfismo de A-médulos y claramente ¢ es un isomorfismo, de modo que F

es denso.

Asi, por la proposicién 1.1.25, F es una equivalencia entre las categorias ACy A — mod. B

Proposicion 1.4.9 Sean A, R, S,T anillos unitarios, M un S — A-bimédulo, N un R — S-
bimédulo y U un R — T-bimédulo. Entonces Homgr(N ®g M,U) = Homg(M, Homg(N,U))

como A — T-bimdédulos.

Demostracion.

Se define 7 : Hompr(N ®s M,U) — Homg(M, Homg(N,U)) como (T(f)[mD(n) =
fn@m).
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Sean f € Homg(N ®s M,U), r € R, m € M y ny,ny € N entonces

(T(f)[m])(ml +n2) = f((rn + n2) ® m)

f(rny @ m 4+ ny @ m)
f

(r(n1 ®@m)) + f(ne ® m)
=rf(n1 ®@m)+ f(ny @ m)
= T(T(f)[m])(nl) + (T(f)[m])(n2)

de modo que 7(f)[m] € Homg(N,U).

Sean f € Homg(N ®s M,U), s € S, n € Ny my,my € M entonces

(r(£)sma +ma]) (n) = f(n® (smy + my))
= f(n®smy +n®my)
= f(n® smy) + f(n®@my)
=/ )

ns @mq) + f(n @ msy

(r(£)lma] ) (ns) + (7(£)m2] (n)
s(r(P)lma])(n) + (7(f)ma)(n)
(s(r) ] + () ma] ) ()

[
[

Como la identidad es cierta para cada n € N se sigue que 7(f)[sm1 + ma] = S(T(f)[ml] +
T(f)[ma] y asi 7(f) € Homg(M, Homg(N,U)).

Por lo tanto 7 esta bien definida.
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Seana€ A, teT, me M, ne Ny fi, fo € Homgr(N ®g M,U) entonces

(r(afi + fat)[m]) (n) = (afs + fot)(n @ m)
=afi(n®@m)+ fot(n @ m)
= filln®@m)a) + (fo(n @ m))t
— fi(n ® ma) ( ~(f2)m)) m)t

)+ ((7(f)] )t)
—( (f1)[m 1)<> (<f2>[ ))(n),

de modo que a7 (f1)[m] +7(f2)t[m] = T(afi+ fot)[m] y asi a7 (f1) + 7(f2)t = T(afi + fot). Por

lo tanto 7 es morfismo de A — T-bimédulos.

Sea g € Homg(M, Hompg(N,U)), se define go: N x M — U como gg(( )) = g[m](n).

Entonces

g0 ((n1 +na,m)) = glm](n1 + no)
= g[m](n1) + g[m](n2)
= 90((”17 m)) + 90((”2; m)),

90((7% my + m2)) = g[m1 +ms](n)
= (9[m1] + g[mz])(n)
= glmi](n) + g[mo](n)

= go((n,m1)) + ((n,my)),
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Se sigue que gy es S-biaditiva y por la propiedad universal del producto tensorial existe un tnico

morfismo 7(g) : N ®s M — U que se define en elementos homogéneos como n[g](n ® m) =
g0((n,m)) = g[m](n).

Se define p : Homg(M, Homg(N,U)) — Homg(N®gM,U) como n(g) = n[g]. Sean € N,
meM,reRyge Homs(M,Homgr(N,U)) entonces

n(g)(rn @ m) = nlg](rn ® m)

de modo que 7(g) € Hompg(N ®g M,U) y asi 1) estad bien definido. Por otro lado

(rn(g)lm]) (n) = n(g)(n @ m)

por lo tanto 77(g) = g, ademas

(n7(f))(n @ m) = (7(f)m])(n)

por lo tanto n7(f) = f.

Luego 7 es un isomorfismo de A — T-bimddulos. |

Proposicion 1.4.10 Sean A, R, S,T anillos unitarios, M un S — A-bimédulo, N un R — S-

bimédulo y U un R — T-bimédulo entonces:

a) Los funtores covariantes Homg(M, Homg(N,O)) y Homgr(N ®g M,) son naturalmente

isomorfos.

b) Los funtores contravariantes Homg(M, Homgr(O,U)) y Homgr(O ®g M,U) son natural-

mente isomorfos.
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¢) Los funtores contravariantes Homg(O, Homg(N,U)) y Homg(N ®¢ O, U) son natural-

mente isomorfos.

Demostracion.

a)
Sea U’ un R—T-bimédulo. Se define g : Homg(M, Homp(N,U')) — Homgr(N ®gs M, U")

como en la proposicién 1.4.9. De esta forma se debe verificar que el diagrama

n,

Homg(M, Homg(N,Uy)) Hompg(N ®g M, Uy)

| |n

Homg(M, Homp(N,Us)) ——=—~ Homp(N ®5 M, Us)

conmuta para todo h : U; — Uy morfismo de R — T-bimddulos.

Sean g € Homg(M, Homg(N,U,), n € Ny m € M, entonces

b)
Sea M’ un S— A-bimédulo. Se define nyy : Homg(M', Homg(N,U)) — Homg(N®sM',U)
como en la proposicién 1.4.9. De esta forma se debe verificar que el diagrama

My

Homg (M, Homg(N,U)) Hompg(N ®g M;,U)

h*T T(l@sh)*

Homg(Ms, Homp(N,U)) —2—~ Homp(N ®g My, U)




ANILLOS DE MATRICES TRIANGULARES 41

conmuta para todo h : M; — M, morfismo de S — A-bimddulos.

Sean g € Homg(Msy, Homgr(N,U)), n € N, m € M,, entonces
(s (°(9)) ) In @ ] = (1nas (910 o &
= (g0 hlm])(n)
= (glh(m)])(n)
= 1 (9) [0 ® h(m)]
= (M,9) © (1 ®s h)[n @ m]

= (1®s h)* (m(9))In @ m].

c)

Sea N’ un R — T-bimédulo. Sea define ny: : Homg(M, Homgr(N',U)) — Homgr(N' ®g
M, U) como en la proposicién 1.4.9. De esta forma se debe verificar que el diagrama

Ny

Homg(M, Homg(Ny,U)) Hompg(N, ®s M,U)
o] ooy
Homg(M, Hompg(N2,U)) it Hompg(Ny @5 M,U)

conmuta para todo i : N; — Ny morfismo de R — T-bimddulos.

Sean g € Homg(M, Homg(Ns,U)), n € Ny y m € M, entonces

(1, ((0):@)) ) &) = ( (1), ) ))

77N2(g ) m]
= (mv.(9) 0 (h ®s 1))[n @ m|
(h©51)" (1.(9)) ) In @ .
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T 0
Definicion 1.4.11 Sea A = ( ) una R-algebra de matrices triangulares, se define la
M U

categoria AC~ en objetos, como las ternas (A, B, f), con A € T —mod, B € U — mod y
f:A— Homy(M,B) es un T-morfismo. Un morfismo (a, 3) : (A, B, f) — (A", B, f') en AC
es una pareja « , 3, donde v : A — A’ es un T-morfismo, 5 : B — B’ es un U-morfismo y tales

que el diagrama

A - A

fl s

Homy (M, B) 2~ Homy (M, B)

conmuta.
Proposicién 1.4.12 ,C es una R-categoria.

Demostracion.

Sean C' = (A, B, f), C'"= (A", B, f") € 0bjC y sean (o, ) , (7,90) € Hom ,c(C,C"). Se
define la suma de («, 3) y (7,9) como el morfismo (a + 7, 3 + J). Esta operacién esta bien

definida ya que

Claramente Hom  (C,C") es un grupo abeliano y asi AC es una categoria preaditiva.
Si (A,B,f), (A,B',f) € obj xC se define el objeto suma como la terna (A1l A’, B 11

0 -

B, f ), asi AC es categoria aditiva.
0o f

Sear € R, C = (AB,f), C'= (A, B, f)ecobjCy (a,) € Hom (0, C"), se define

el producto de («, ) por r como (ra,rf3). Este producto escalar por elementos de R, le da a

Hom (C,C") una estructura de R-médulo y por lo tanto AC es una R-categorfa. [ |
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Se definen los funtores G : AC — AC yH: AC = AC dela siguiente manera:

= En objetos:
e Si (A, B, f) € obj AC se define g((A, B, f)) = (A,B,7(f)) con 7 como en la
proposicion 1.4.9.
e Si (A, B, f) € obj AC se define ’H((A,B,f)) = (A, B,n(f)) con n como en la

proposicion 1.4.9.

s En morfismos:

o Si(a,B): (A B, f)— (A, B, f') € AC se define g(<a,/3)) = (a, B).

o Si(a,B): (A, B, f) = (A, B, f') € sC se define H((a, B)) = (a, ).

Proposicion 1.4.13 E/ funtor G es un R-isomorfismo entre las categorias AC y AC con inversa

H.

Demostracion.
Es suficiente probar que G es un R-funtor, ya que claramente GH =1 sy HG =1 ,c.

Sean C' = (A,B,f), C" = (A, B, f") € AC, (a,p),(v,6) € Hom ,¢(C,C") yr € R,

entonces

G(r(a, B) + (1,0)) = G((ra,v8) + (,9))
=G((ra+7,78+9))
= (ra+~,rB8+9)
=r(a,B) + (7,9)
=rG((a,8) +6((1,9))

de modo que G es un R-funtor. [ |
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SUCESIONES QUE CASI SE DIVIDEN Y MORFISMOS IRREDUCI-

BLES.

1.5.1 Sucesiones que casi se dividen.

Lema 1.5.1 Sean f: A— B yg: B — A tales que gf = 14 entonces B=1Im f @& Ker g.

Demostracion.

Sea b € B, entonces g(b) = gfg(b) de modo que b— fg(b) € Ker gy asi B=1Im f+ Ker g.
SibeIm fnKer gentonces 0 = g(b) =gf(a)=ayasib=0, luego B=1Im f&® Ker g. B

Definicion 1.5.2

» f: A — B se dice que es una seccion si existe morfismo g : B — A tal que gf = 14.

= g: B — (' se dice que es una retraccion si existe morfismo f : C' — B tal que gf = 1¢.

Observacion 1.5.3 Si A—'~ B no es seccion, entonces la composicién A J.p ¢
tampoco lo es (si lo fuese existe h : C — A tal que (hg)f = h(gf) = 1a, lo que contradi-
ce la definicién de f). Similarmente si B —9.C noes retraccion, entonces la composicién

Atl.p 2. ¢ tampoco lo es. <

. ez j d ., . .
Proposicién 1.5.4 Sea A—— B —=C una sucesién exacta corta entonces los siguientes

enunciados son equivalentes

i) i es seccion.

ii ) d es retraccion.
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ii ) Existe isomorfismo ¢ : A1l C' — B tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Demostracion.

i ) = iii ) se sigue del diagrama conmutativo

donde 7’ es tal que i1 = 14.

ii ) = iii ) se sigue del diagrama conmutativo

A e 0 o
At .p_ 4 . (C

donde d’ es tal que dd' = 1¢.

iii ) = i)y ii) se sigue del diagrama conmutativo

At .p_4 . (C
Lo
A Ao e o




46 Sergio S. Chan Castro

Observacién 1.5.5 Si la sucesién exacta corta A—-> B —%~C cumple con alguna de las

equivalencias de la proposicion 1.5.4 se dice que la sucesion se divide, se encinde o que es divisible.

Lema 1.5.6 Sea A~ B %~ una sucesién exacta corta que no se divide

a ) Si A es inescindible entonces g es morfismo minimal derecho.

b ) Si C es inescindible entonces f es morfismo minimal izquierdo.

Demostracion.

a ) Por el teorema 1.2.2 de [ARS1] se tiene un diagrama conmutativo

A f

%i

(91,0

K 4> Bl D BQ 4> O
donde g; es la versiéon minimal de g y K = Ker g; & Bs, asi ¢ es un isomorfismo y por tanto K

0
- - - - .7 70
es inescindible. Si Ker g; = 0 entonces la sucesién exacta corta B> ﬁ>31 O B, (’Ll

C se
divide de modo que 7 se divide lo que es una contradiccién. Por lo tanto By = 0y g es morfismo

minimal derecho.

b ) Es anélogo. |

Definicion 1.5.7 Sea A subcategoria plena de A — mod cerrada bajo sumas directas, cerrada

bajo isomorfismos y cerrada bajo sumandos directos

= f:A— Bcon Ay B € A se dice que es morfismo izquierdo que casi se divide en A si
no es seccién y para todo morfismo g: A — C, con C € A, que no es seccion, existe un
morfismo g : B — (' tal que el siguiente diagrama conmuta:

A—f>B

g /

<Qx

;,

C
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Si f es un morfismo minimal izquierdo se dice que es un morfismo minimal izquierdo que

casi se divide en A.

= Se dice que A tiene morfismos izquierdos que casi se dividen si para cada A € A existe un

morfismo izquierdo que casi se divide que comienza en A.

= g: B — (C se dice que es morfismo derecho que casi se divide en A si no es retraccion
y para todo morfismo f: A — C, con A € A, que no es retraccion, existe un morfismo

f: A — B tal que el siguiente diagrama conmuta:

Si g es un morfismo minimal derecho se dice que es un morfismo minimal derecho que casi

se divide en A.

= Se dice que A tiene morfismos derechos que casi se dividen si para todo A € A existe un

morfismo derecho que casi se divide que termina en A.

f g iy . .. . .,
= A——= B——= (' essucesion que casi se divide en A si es sucesién exacta corta, f es

morfismo izquierdo que casi se divide en A y g es morfismo derecho que casi se divide en A.

Observacion 1.5.8 Si A = A —mod entonces en las definiciones de 1.5.7 se omitira la referencia

a la categoria. <

Proposicion 1.5.9 Sean S un A-médulo simple no inyectivo y j : S — I(S) la envolvente
inyectiva de S entonces la proyeccion 7 : I(S) — Cok j es un morfismo minimal izquierdo que

casi se divide.

Demostracion.

Sea h : Cok j — Cok j tal que hm = , entonces h es epimorfismo ya que 7 es epimorfismo
y claramente A es un monomorfismo, es decir, h es un isomorfismo y asi 7 es un morfismo minimal

izquierdo. Por otro lado 7 no es seccién (de otra forma m es monomorfismo y S es cero lo que
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contradice la definicién de S)y para g : I(S) — L un A-morfismo que no es seccién se tiene que

si Ker g = 0 entonces g es monomorfismo y se tiene el siguiente diagrama conmutativo

lo que contradice la definicién de g, asi Ker g # 0. Ahora bien si j(S) N Ker g = 0, considere el
morfismo p : [(S) — I(S)/Ker gy sean € Ker po j, entonces j(n) € Kerp= Ker g por lo
que j(n) =0y asin =0, es decir po j es un monomorfismo y al ser j un monomorfismo esencial
se tiene que p es un monomorfismo lo que contradice Ker g # 0, de modo que j(S)NKer g # 0.
Luego j(S) < Ker gy por el primer teorema de isomorfia para médulos existe h : Cok j — L

tal que el siguiente diagrama conmuta:

Proposicion 1.5.10 Sean A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) y g :

B — C un morfismo derecho que casi se divide en A entonces C' es inescindible.

Demostracion.

Sea C=C1 P Cy® ... D la descomposicion de C' en inescindibles y sea s; con ¢ <[
la 7-esima inclusion canonica. Si [ > 1 entonces s; no es retraccién para cada ¢ <[y al ser A
cerrada bajo sumandos directos se tiene que C; € A de modo que existen morfismos ¢; : C; — B

tales que se tienen diagramas conmutativos:
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Asi del diagrama conmutativo

C=0,d...0C
(tl,--wtl) ilcz(sl,...ysl)

B g C

se tiene que g es retraccién lo que contradice que g sea morfismo derecho que casi se divide en

A, luego [ = 1, es decir C' es inescindible. [ |

Proposicion 1.5.11 Sean A como antes ( no necesariamente cerrada bajo extensiones) y f :

A — B un morfismo izquierdo que casi se divide en A entonces A es inescindible.

Demostracion.

Sea A=A ® Ay ®...D A; la descomposicion de A en inescindibles y sean r; y s; con i <
la i-esima proyeccién candnica y la i-esima inclusiéon canédnica. Si [ > 1 entonces 7; no es seccidn
para cada ¢ <[y al ser A cerrada bajo sumandos directos se tiene que A; € A de modo que

existen morfismos t; : B — A; tales que se tienen diagramas conmutativos:

A-1. B

/
T 7
7
2t

A;
de modo que 14 = Xs;1; = Xs;(ti f) = X(siti) f = (Esqt;) f, y asi se tiene que f es seccion lo
que contradice que f sea morfismo izquierdo que casi se divide en A, luego [ = 1, es decir A es

inescindible. [ |

Lema 1.5.12 Sean A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) yn : A J.p ¢

conflacién en A.

a) Si g es un morfismo minimal derecho que casi se divide en A entonces 1 es una sucesion

que casi se divide en A.

b) Si f es un morfismo minimal izquierdo que casi se divide en A entonces 1 es una sucesion

que casi se divide en A.
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Demostracion.

a) Probaremos que todo morfismo h: A — X con X € A que no se factoriza a través de f

es una seccion.

Sea h: A — X algin morfismo que no se factoriza a través de f con X € A, de modo que

por la proposicion 1.3.9 se tiene un diagrama conmutativo

A-L.-p-t. ¢

.

X'y -t-C
Si t es retraccidén entonces por la proposicién 1.5.4 r es seccion, es decir, existe 7 : Y — X tal
que 1y = 7r, luego (7i)f = 7#(if) = #(rh) = (#r)h = h lo que contradice la hipétesis de h, de
modo que ¢ no es retraccién y asi existe v : Y — B tal que gv =t ya que g es morfismo derecho

que casi se divide en A, luego, por el lema 1.3.1 se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

A-L.p . ¢

B
I
Xy -t.CO
o
| v

Y
AL p . ¢

u

Como ¢ es minimal, de la igualdad gvi = g se tiene que vi es isomorfismo, asi que por el lema de

tres uh es isomorfismo, luego h es seccién.

b ) Es anélogo. |

Proposicion 1.5.13 Sean A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) y 1 :

f g . . .
A—— B ——(C sucesion exacta corta en A entonces los siguientes son equivalentes

i) n es sucesién que casi se divide en A.
i ) f es morfismo minimal izquierdo que casi se divide en A.
ii ) g es morfismo minimal derecho que casi se divide en A.

iv ) C es inescindible y f es morfismo izquierdo que casi se divide en A.
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v ) A es inescindible y g es morfismo derecho que casi se divide en A.

Demostracion.

i) =iv)yi) = v) sesigue de las proposiciones 1.5.10 y 1.5.11, iv ) = ii) y v ) = iii)

se siguen del lema 1.5.6 y finalmente ii) = i) y iii) = i) se deben al lema 1.5.12. |

Corolario 1.5.14 Sean A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) y

n:X—+t-y—4.7

WXLy g

sucesiones que casi se dividen en A entoncesn y 1 son isomorfas.

Demostracion.

Como 7’ no es seccidn existe morfismo « : Y — Y’ tal que ai = ' de modo que se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

Xty 4.7

R

!

X =Y =7
Por otro lado como i no es seccién existe morfismo o : Y’ — Y tal que /i’ =i, y asi, se tiene
que ad’i’ =i’, de modo que a’ es un isomorfismo ya que, por la proposicién 1.5.13, se tiene
que i’ es morfismo minimal izquierdo, luego « es epimorfismo. Andlogamente v es monomorfismo
ya que o’«i = i y i es morfismo minimal izquierdo, de modo que « es un isomorfismo y por el

lema de tres 3 también lo es. [ |

Corolario 1.5.15 Sean A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) y

n:X—+—-y-—-4-7

X Ly e

sucesiones que casi se dividen en A entonces ) y 1/ son isomorfas.
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Demostracion.

Analoga a la del corolario 1.5.14. [ |

1.5.2 Morfismos irreducibles.

« . e . h . . . ./ .z
Definicion 1.5.16 Un morfismo M ——= N es irreducible si no es seccién, no es retraccion, y

si h = rs para morfismos s : M — X y r: X — N, entonces s es seccion o r es retraccion.

Observacion 1.5.17 Sih : M — N es un morfismo irreducible entonces M # 0, N # 0 y h no

es isomorfismo. |

Lema 1.5.18 Sea h : M — N irreducible.

i.- h es monomorfismo o es epimorfismo.

ii.- Si h es monomorfismo entonces M es un sumando de cada submédulo propio de N que

contiene a h(M).
iii.- Si h es epimorfismo entonces N es sumando directo de M /I para cada submédulo I de N

tal que 0 # I C kerh

Demostracion
i)

Del diagrama conmutativo

| 7
M /kerh

~

si h es suprayectivo, ya acabamos. si suponemos que h no es suprayectivo entonces h no es

retraccion, luego m es una seccion, asi que h es inyectivo.
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i)
Sea L < N tal que h(M) < L, entonces se tiene un diagrama conmutativo

M-l N

donde j es la inclusién candnica, que al no ser suprayectiva implica que h : M — L es una seccion.
iii)

Del diagrama conmutativo

se tiene que h es retraccién ya que 7y no es inyectivo. [

Lema 1.5.19 A : M — N irreducible, entonces h es un morfismo minimal derecho y un morfismo

minimal izquierdo.

Demostracion

Comencemos probando que i es minimal derecho. Sea o : M — M tal que el siguiente

diagrama conmuta

Como h no es retraccion entonces « es seccién, luego o es un isomorfismo.

Ahora probemos que h es minimal izquierdo. Sea 5 : N — N tal que el siguiente diagrama
conmuta
M—LsN

DN

N.

Como h no es seccidn se tiene que 3 es retraccion, luego [ es un isomorfismo. [ |
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Teorema 1.5.20 Sea C' un A-médulo inescindible. Un morfismo g : B — C' es irreducible si y
solo si existe algiin morfismo ¢' : B' — C' tal que (g,¢') : BI1 B — C' es un morfismo minimal

derecho que casi se divide.

Demostracion.
=)

Por el corolario v,1,17 existe un morfismo minimal derecho que casi se divide u : £ — C.

Como g no es retraccién existe s : B — F tal que el siguiente diagrama conmuta:

4

E—=C

B

Q@

como u no es retraccién se sigue que s es seccioén, asi, tomando B’ = E/Im s, se tiene el

siguiente diagrama conmutativo

o

0—B—— BGBB’ —0

de modo que (;) es un isomorfismo. Ahora sean u; : B — C'y uy : B — C morfismos tales que
21 : 9 .

(uy,uz) = u(;) ysea h : X — C un morfismo que no es retraccidn, entonces existe b’ : X — E

tal que uh/ = h, luego (u,us) (;) h' = uh' = h, es decir (uq,uz) es morfismo derecho que casi

se divide y claramente es minimal, ademés, g = us = (ul,u2)(;)s = UITS + U TS = .

<)

Seanr: X — Cys: B — X tales que g = rs, entonces se tiene un diagrama conmutativo:

s 0

0 1
BOUB ————=X1UPB
(9.9") i(ng )

C
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u
Ahora bien, si r es retraccién, hemos terminado. De otro modo, existe X —>BUB

tal que el siguiente diagrama conmuta:

BB

Asi, se tiene la conmutatividad del siguiente diagrama:

s 0 u 0
01 v 1
BII B XIB BB
l(r,g’)
(9.9") (9:9")
C
u 0)([s O . _ , . a B
luego es un isomorfismo, asi que existe : X1 B — BII B tal que
v 1/ \0 1 v 6
10 a B ([s 0O as f y
= = , por lo tanto s es seccion. [ |
01 v 6] \0 1 s 0

Teorema 1.5.21 Sea A un A-médulo inescindible. Un morfismo f : A — B es irreducible si y
solo si existe algiin morfismo f': A — B’ tal que / : A — BII B’ es un morfismo minimal
f/
izquierdo que casi se divide.
Demostracion.
=)

Por el corolario V,1,17 de [ARS1] existe un morfismo minimal izquierdo que casi se divide

v:A — E. Como f no es seccidn existe t : £ — B tal que el siguiente diagrama conmuta:

AL F

A

B
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como v no es seccidn se sigue que 7 es retraccion, asi, tomando B’ = Ker r, se tiene el siguiente

diagrama conmutativo

[0}
'O gm0 5

B
o
|

'— >F—"-+B 0

0——>

0

de modo que (s, 7) es un isomorfismo. Ahora sean v; : A — By vy : A — B’ morfismos tales que

(”1) = (s,i)"'v ysea h: A— X un morfismo que no es seccién, entonces existe ' : £ — X

v2
tal que h'v = h, luego h’(s,z)(ié) = h'v = h, es decir, (z;) es morfismo izquierdo que casi se

divide y claramente es minimal, ademas, [ = rv = T(S,Z)(Z;) = rsv; + rivy = ;.
<)

Sean s: A — X yr: X — B tales que f = rs, entonces se tiene un diagrama conmutativo

A
Xuup BB
r 0
01

ahora bien, si s es seccién, hemos terminado. De otro modo, existe (u,v) : BII B' — X tal que

el siguiente diagrama conmuta:

(7)

A BB
l (u,0)
X

Asi, se tiene la conmutatividad del siguiente diagrama:

)~
f l(;/) f

BB X1p BB
u v r 0
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r 0) (u v ) a f
luego es un isomorfismo, asi que existe :BII B — X II B tal que
0 1)\0 1 v oo

10 r 0\ [a [ ra rp
= = , por lo tanto r es retraccion. |
01 0 1) \y o v o0

Lema 1.5.22 Considere el diagrama exacto conmutativo

entonces

a ) Sia y~y son monomorfismos entonces (3 es un monomorfismo.
b ) Si« y~ son epimorfismos entonces [3 es un epimorfismo.

¢ ) Existe un morfismo s : B — A’ tal que sf = « si y solo si existe un morfismo t : C'— B’

tal que ¢g't = ~.

Demostracion.

a ) Sea b € B tal que 3(b) = 0, entonces yg(b) = 0 de modo que existe a € A tal que
f(a) =0, luego f'a(a) = Bf(a) = B(b) =0 entonces a =0y asi b = 0.

b ) Sea I’ € B’ entonces existe b € B tal que ¢'(V') = vg(b) de modo que ¢'(5(b) — ') =0,
asi existe a € A tal que 3(b) — b = f'a(a) = Sf(a), luego V' = B(b - f(a)).

c)

=) Sea ¢ € C, considere el mapeo t : C' — B’ definido por t(c) = B(b) — f's(b) con
g(b) = c. Sean b,V inB tales que g(b) = g(b') = c entonces existe a inA tal que f(a) =b—1b"y
asit(b—b') = Bf(a)— f'sf(a) = Bf(a)— f'a(a) = 0, es decir t es un morfismo. Ahora bien, para
c € C se tiene que ¢'t(c) = ¢'(B(b) — f's(b)) para g(b) = ¢, luego ¢'t(c) = ¢'B(b) — ¢'f's(b) =
g'B(b) = 9(b) = ~(c).
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<) Sea b € B, luego g’(ﬁ(b) — tg(b)) = ¢'B(b) — ¢'tg(b) = ¢'B(b) —vg(b) = 0y asi existe
un dnico @’ € A tal que f'(a) = 5(b) — tg(b) y se define el morfismo s : B — A’ como s(b) = @’
con f(a’) = B(b) —tg(b) de modo que para a inA se tiene que Sf(a)—tgf(a) = 5f(a) = f'a(a)
y asi tf(a) = ala). |

Proposicion 1.5.23 Sead: 0 Al.p 2 ¢ 0 wuna sucesién exacta.

a) f es un morfismo irreducible si y solo si § no se divide y para cualquier morfismo h : X — C

o hay un morfismot: X — B con h = gt o hay un morfismo s : B — X con g = hs.

b) Si f es morfismo irreducible, entonces Endy(C') es un anillo local, por lo tanto C' es

inescindible.

c) g es un morfismo irreducible si y solo si § no se divide y para todo morfismo h: A — X o

hay un morfismot: B — X tal que h = tf o hay un morfismo s : X — B con f = sh.

d) Si g es un morfismo irreducible, entonces Endy(A) es un anillo local, por lo tanto A es

inescindible.

Demostracion.

a)

=) § no se divide (pues de otro modo f seria una seccién). Sea h : X — C' un morfismo

arbitrario, luego, por la proposicién 1.3.9 se tiene el siguiente diagrama exacto conmutativo

0 Aty v x 0.
(E
0 Al B ¢ 0

Como f es irreducible u es retraccion o j es seccion.

Si j es seccidn, entonces v es retraccion, es decir existe 0 : X — Y tal que 1x = vd. Sea

t = u®, entonces gt = gut = hvdv = h.

Si u es retraccién existe 4 : B — Y X tal que 15 = uti. Sea s = v, entonces hs = hvti =

guil = g.
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<) f no es seccién ni retraccién ya que § no se divide. Sean v : A - Y, v :Y — B

morfismos tales que f = vu, luego se tiene el siguiente diagrama conmutativo

0 Y C’olku*>0
l g
%
0 C 0

Por hipdtesis existe t : Coku — B con h = gt o existe s : B — Coku con g = hs.

En el primer caso se tiene que u es seccién por el lema 1.5.22. Para el segundo caso como g

es epimorfismo entonces h es epimorfismo y por el lema 1.5.22 también v es un epimorfismo.

En el primer caso se tiene un diagrama conmutativo

C’oky looku
| N
AN
\ Y —5 Coku
t \\’Ul h
B—C

de donde 7 es retraccién y por lo tanto u es seccién.

Para el segundo caso se tiene un diagrama conmutativo

B
[\a
|
Y*K Coku
N
h
B—>C’

de donde v es retraccién.
b)

Si h € Enda(C) no es un isomorfismo, entonces i no es un epimorfismo, de modo que por el

inciso @) existe algin morfismo ¢ : C' — B tal que h = gt, es decir h se factoriza a través de g.

Ahora supongamos que h es un A-isomorfismo que se factoriza a través de g, es decir h = gt

para algiin t : C — B de modo que 1¢ = hh™! = (gt)h™' = g(th™"), luego g es retraccién lo
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que contradice que ¢ no se divide, por lo tanto todo morfismo h : C' — C' que se factoriza a través

de g no es un isomorfismo. Asi El conjunto de no unidades de End,(C) es Im Homy(C, g).

Sea s € Endy(C)y h € Im Homy(C, g) entonces h no es monomorfismo y asi sh no es
monomorfismo, de modo que sh € Im Homy(C, g) y claramente hs € Homa(C, g). Luego el
conjunto de no unidades de Endy(C') es un ideal de End,(C), es decir, Endy(C') es un anillo

local, y, por lo tanto C' es inescindible.

c)

=) 0 no se divide (pues de otro modo ¢ seria una retraccién). Sea h : A — X un morfismo

arbitrario, luego, por la proposicién 1.3.9 se tiene el siguiente diagrama exacto conmutativo

0 A-l.p 9 ¢ 0.
It
0> X"y "o (s

Como g es irreducible v es seccién o r es retraccién.

Si r es retraccién, entonces u es seccidn, es decir existe @ : Y — X tal que 1x = ui. Sea

t = 4w, entonces tf = uvf = auh = h.
Si v es seccién existe 0 : Y — B tal que 15 = vv. Sea s = du, entonces sh = vuh = vvf = f.

<) f no es seccidén ni retraccién ya que ¢ no se divide. Sean v : B - Y, v :Y — C

morfismos tales que g = vu, luego se tiene el siguiente diagrama conmutativo

0— >A—J B 9.0+

|
vk
¥
0——=ker v 2—=Y —2=C 0
Por hipdtesis existe t : B — ker v con h =tf o existe s : Ker v — B con f = sh.

En el primer caso se tiene un diagrama conmutativo

A_f>B

3 iu\t

ker v —2=Y

\_»ker v

lker v
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de donde o es seccién y por lo tanto v es retraccién.

Para el segundo caso se tiene un diagrama conmutativo

[N

N «
N

N
\——:
s

f

AT

:

ke

o
v ——

& <«-—-—«//SJ—‘

de donde u es seccidn.
d)

Si h € Enda(A) no es un isomorfismo, entonces h no es un monomorfismo, de modo que por

el inciso a) existe algiin morfismo ¢ : B — A tal que h = tf, es decir h se factoriza a través de f.

Ahora supongamos que h es un A-isomorfismo que se factoriza a través de f, es decir h = tf
para algin t : B — A de modo que 14 = h™'h = h='tf = (h™1t)f, luego f es seccién lo que
contradice que & no se divide, por lo tanto todo morfismo i : A — A que se factoriza a través de

f no es un isomorfismo. Asi El conjunto de no unidades de Enda(A) es Im Homa(f, A).

Sea s € Endy(A) y h € Im Homa(f, A) entonces h no es epimorfismo y asi hs no es
epimorfismo, de modo que hs € I'm Homy(f, A) y claramente sh € Homy(f, A). Luego el
conjunto de no unidades de Endy(A) es un ideal de Endy(A), es decir, Endy(A) es un anillo

local, y, por lo tanto A es inescindible. [ |

Corolario 1.5.24

a) Si f: A— B es un monomorfismo irreducible con B inescindible, entonces cada morfismo

irreducible h : X — Cokf es un epimorfismo.

b) Sig: B — C es un epimorfismo irreducible con B inescindible, entonces cada morfismo

irreducible h : kerg — 'Y es un monomorfismo.
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Demostracion.

a)
Al ser f irreducible por la proposicién 1.5.23 se tiene alguno de los siguientes diagramas

conmutativos:

2
0 AL .pl cok f 0
En el prime caso h es suprayectiva al ser 7 suprayectiva.
En el segundo caso al ser h morfismo irreducible, se tiene que s es seccién, de modo que
Im f es sumando directo de B y asi s es suprayectivo, luego h es suprayectivo.
b)

Al ser g irreducible, por la proposiciéon 1.5.23 se tiene alguno de los siguientes diagramas

conmutativos:

0—ker g-=>B—2>C 0

En el primer caso h es inyectivo al ser ¢ inyectivo.

En el segundo caso al ser h un morfismo irreducible, se tiene que ¢ es retraccién, de modo que
existe t : Y — B con 1y = tt, luego Im t es sumando directo de B, asi ¢ es un isomorfismo, por

lo tanto t es inyectivo, luego h es inyectivo. [



2.1

CAPIiTULO

Subcategorias covariantemente finitas y contrava-

riantemente finitas

En esta seccién A es una k algebra de Artin, A es una subcategoria plena de A — mod que es
cerrada bajo sumandos directos, cerrada bajo isomorfismos y a menos que se diga lo contrario
cerrada bajo extensiones. A lo largo de esta seccidn se definiran las subcategorias covariantemente
finitas y contravariantemente finitas que se utilizan para establecer en el capitulo cinco una
condicién suficiente para que una subcategoria tenga sucesiones que casi se dividen, también se
daran las nociones de subcategorias funtorialmente finitas y homolégicamente finitas para concluir

la seccién con la construccion de la algebra de Kronecker.

SUBCATEGORIAS COVARIANTEMENTE FINITAS Y CONTRAVARIAN-

TEMENTE FINITAS

Definicion 2.1.1 Dado M € A — mod, una A-aproximacién derecha de M, es un morfismo
gu s raM — M, con ryM € A, y tal que, para cada morfismo f: X — M, con X € A, se
factoriza a través de gy, es decir, existe algin morfismo h : X — r,M tal que gyh = f.

Se dice que gjs es una A-aproximacion derecha minimal de M si g); es una A-aproximacion

63
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derecha y es un morfismo minimal derecho.

Definicién 2.1.2 Sean A C C subcategorias plenas de A —mod cerradas bajo sumandos directos,
cerradas bajo isomorfia y cerradas bajo sumas directas se dice que A es contravariantemente

finita en C, si todo objeto de C tiene una A-aproximacién derecha.

Ejemplo 2.1.3 La categdria T, definida en el capitulo uno; es contravariantemente finita en

A —mod de acuerdo con la proposicién 4,6 de [AS1] ya que A es cerrada bajo médulos factor'. <«

Definicion 2.1.4 Dado M € A — mod, una A-aproximacion izquierda de M, es un morfismo
fM o M — I4M, con I4M € A, vy tal que para cada morfismo f : M — Y con Y € A se
factoriza a través de M, es decir, existe algtin morfismo h : 4 M — Y tal que hgy = f.

Se dice que gjs es una A-aproximacién izquierda minimal de M si gy es una A-aproximacion

izquierda y es un morfismo minimal izquierdo.

Definicién 2.1.5 Sean A C C subcategorias plenas de A —mod cerradas bajo sumandos directos,
cerradas bajo isomorfia y cerradas bajo sumas directas se dice que A es covariantemente finita en

C, si todo objeto de C tiene una A-aproximacién izquierda.

Ejemplo 2.1.6 La categoria pd, definida en el capitulo uno; es covariantemente finita en A—mod

de acuerdo con la proposicion 4.2 de [ARI].

Lema 2.1.7 Sea M € A —mod con g, : Ly — M y go : Lo — M A-aproximaciones derechas

minimales de M. Entonces Ly y Lo son isomorfos.

Demostracion Como g; y g2 son A-aproximaciones, existen morfismos u : L1 — Loy

t: Ly — Ly tales que ugo = g1 y tg1 = go luego, como g1 y g2 son minimales, del diagrama

1€ € A —mod es cerrada bajo médulos factor si todo epimorfismo f : M — N con M & C implica que N € C.
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conmutativo

L,

ut y tu son automorfismos, y asi u y t son isomorfismos. [ ]

Lema 2.1.8 Sea M € A —mod con f, : M — Ly y go : M — Ly A-aproximaciones izquierdas

minimales de M. Entonces Ly y Lo son isomorfos.
Demostracion Analogo al lema anterior. |

Lema 2.1.9 Sean A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) y M € A — mod.

Entonces:

= M tiene una A-aproximacion derecha si y solo si tiene una A-aproximacion derecha minimal.

= M tiene una A-aproximacién izquierda si y solo si tiene una A-aproximacién izquierda

minimal.

Demostracion.

Sea gy : raM — M una A-aproximacion derecha de M, por el teorema 1.2.2 de [ARS]]

existe un diagrama conmutativo

raM -2 M

L& N
donde g, ademas de ser minimal, es la restriccion de g, a L. Luego L, N € A por ser A cerrada

bajo sumandos directos. Probaremos que g es una .A-aproximacion minimal derecha de M.
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Sea f: X — M con X € A, de modo que se tiene el diagrama conmutativo:

X

asi f = gyh = gmph, y por lo tanto g es una A-aproximaciéon derecha minimal de M.
La segunda parte es analoga. [

En base al lema 2.1.9 siempre que exista una .A-aproximacion derecha (izquierda) de M,

existird una A-aproximacién derecha (izquierda) minimal que, por el lema 2.1.7 (2.1.8) esta
M

determinada de forma Gnica para M. Asi a partir de ahora r M 22~ M (ML>ZAM)

denotara una A-aproximacién derecha (izquierda) minimal de M.

Lema 2.1.10 Considere el diagrama conmutativo exacto en A — mod

0—sA-ToB 9.0+

a ) Sis es morfismo minimal derecho entonces t también lo es.

b ) Sis es una A-aproximacién derecha de L, g es morfismo derecho que casi se divide en A y

la sucesién inferior no se divide entonces t es una A-aproximacion derecha de M.
c¢) Para X € A —mod, Si todo morfismo X — M se factoriza a través de t entonces todo
morfismo X — L se factoriza a través de s.
Demostracion.
a ) Sea j : B — B tal que el siguiente diagrama conmuta

Bt~ M

| A

B
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entonces gj = vtj = vt = g, asi existe morfismo h : A — A tal que se tiene el siguiente diagrama

conmutativo

0—sA-ToB 9.0+

o

<

0—sA-ToB 90—+
|
0L M- —0

de donde sh = s de modo que h es isomorfismo ya que s es minimal y por el lema de tres j es

isomorfismo.

b ) Como C'y A pertenecen a A se tiene que B € A ya que A es cerrada bajo extensiones.
Sea k : X — M morfismo con X € A, como v no es retraccion, tampoco lo es vk y asi existe

morfismo ¢ : X — B tal que el diagrama

e

vk

B—2-C

conmuta, de modo que v(k — tq) = vk — vtqg = 0 y existe morfismo p : X — L tal que

up = k — tq, luego existe [ : X — A tal que sl = p ya que s es A-aproximacién de L, ademas

k=up+tq=tqg+usl =tq+tfl =t(q+ fl), es decir, k se factoriza a través de t.

c ) Seap: X — L un morfismo en A — mod entonces se tiene diagrama conmutativo

y asi del diagrama de pull — back

S|
/.
<
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se tiene que existe k : X — A tal que p = sk, es decir p se factoriza a través de s. [

Proposicién 2.1.11 Sean M, N € A—mod. Si 74 M 22~ M | r 4N 2~ N son A-aproximaciones

derechas minimales de M y N respectivamente, entonces

gu 0

0 gn
MIN

TAMHT'AN

es una A-aproximacion derecha minimal de M 11 N.

Demostracién. Sea X —> M II N un morfismo con X € A, luego existen @, 3 tales que

los siguientes diagramas conmutan:
raM 2 M AN 2 N
A A
al Bl
“ | / g | /
X X

de modo que se tiene la conmutatividad del diagrama

gm0
raM I r N M MIIN
o
B a
X s
gu 0
0 gn
asi 4 M Il r 4N M II N es una A-aproximacion derecha de M IT N y por el corolario
[I. 2.4 de [ARS1] es una A-aproximacién derecha minimal de M II N. [

Corolario 2.1.12 Sea A como antes(no necesariamente cerrada bajo extensiones) y todo A -

médulo inescindible tiene una A-aproximacion derecha entonces A es contravariantemente finita.
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Demostracion.

Se sigue del teorema de Krull-Schmidt (ver teorema 12.9 de [AF1]) y la proposicién 2.1.11. B

M N
Proposicion 2.1.13 Sean M, N € A—mod. Si ML>ZAM , NL>ZAN son A-aproximaciones

izquierdas minimales de M y N respectivamente, entonces

f]W 0

0 fN
MIIN

IaMITI4N

es una A-aproximacion izquierda minimal de M 11 N.

Demostracion.

Sea MIIN %X un morfismo con X € A, luego existen @, 3 tales que los siguientes

diagramas conmutan:

f]% fN
MM NN
al - ,Bl e

PR B
X X

de modo que se tiene la conmutatividad del diagrama

M0
0 fN

LM ITILN

asi MIIN IAM ITI4N es una A-aproximacién izquierda de M IT N.
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Por el teorema Il. 3. 3 de [ARS1] existe una dualidad D : A — mod — (A)°? — mod al ser A

una algebra de Artin. De modo que

0
D
0o fN
D(IaMIII4N) D(MIIN)
D(M) 0
0 D(fY)
= DUaM)IID(IaN) D(M)IID(N)
f]\/[ 0
0 fN
es minimal derecho por el corolario I1.2.4 de [ARS1], luego M II N [AMITI4N es
una A-aproximacién izquierda minimal de M IT N. |

Corolario 2.1.14 Sea A como antes(no necesariamente cerrada bajo extensiones) y todo A -
médulo inescindible tiene una A-aproximacion izquierda entonces A es covariantemente finita.

Demostracion.

Se sigue del teorema de Krull-Schmidt (ver teorema 12.9 de [AF1]) y la proposicién 2.1.13. B

Lema 2.1.15 Sea A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) y D : A —mod —

(A)°? — mod la dualidad presentada en el teorema Il. 3. 3 de [ARS1] entonces

» A es contravariantemente finita en A — mod si y solo si D(A) es covariantemente finita en

(A)°? — mod.

» A es covariantemente finita en A — mod si y solo si D(.A) es contravariantemente finita en

(A)°P — mod.
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Demostracion.

Sea Z € (A)? — mod luego existe Z' € A — mod tal que D(Z') = Z. Sea gz : rq2Z' — 7'
A-aproximacién derecha de Z’ de modo que para todo morfismo f : D(Z') — D(Y) con
D(Y) € D(A) existe morfismo h : D(r4Z") — D(Y) tal que el siguiente diagrama conmuta

D(2) 2 D(raZ)

" o

Y
es decir D(gz) : D(Z') — D(raZ') es A-aproximacion izquierda de D(Z’). Luego para todo
morfismo o : Z — D(Y') con D(Y) € D(A) existe §: D(raZ') — D(Y) tal que el siguiente
diagrama conmuta

(7" 29 D14 2)

donde ¢ es isomorfismo, de modo que D(gz )¢~ : Z — D(r4Z') es A-aproximacién izquierda

de Z.

La segunda parte es analoga. [ |

Proposicion 2.1.16 Sean A, C y D subcategorias plenas de A —mod con A contravariantemente
finita en C y C contravariantemente finita en D entonces A es contravariantemente finita en D
Demostracion.

Sean D € D, gp : r¢D — D C-aproximacién derecha de D'y g..p : rar¢D — r¢D A-

aproximacién derecha de r¢D. Sea h : X — D morfismo con X € A entonces existe b : X — reD
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tal que el siguiente diagrama conmuta

9D
reD ——D
A

i A

X

ya que X € C luego existe morfismo h:X = rareD tal que el siguiente diagrama conmuta

g'rCD
rareD ——reD

A
! g
h

|
X

asi el siguiente diagrama conmuta
9DY9re D
TATcD ¢ D
I
X
de modo que gpgy.p : TarcD — D es A-aproximacién derecha de D. [ ]

Proposicion 2.1.17 Sean A, C y D subcategorias plenas de A — mod con A covariantemente

finita en C y C covariantemente finita en D entonces A es covariantemente finita en D

Demostracion.

Es andlogo a la proposicién 2.1.16. |
. T 0
Definicién 2.1.18 Sean A = una R-algebra de matrices triangulares, I' subcategoria
M U

plena de T'— mod y T subcategoria plena de U — mod.

AL es la subcategoria plena de A — mod de las ternas (U, V, f) talesque U € Ty V € T.

Teorema 2.1.19 Sea A = una R-algebra de Artin de matrices triangulares entonces
M U

a ) AL es contravariantemente finita si y solo si T y I' son contravariantemente finitas.
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b ) AL es covariantemente finita si y solo si Y y T' son covariantemente finitas.

Demostracion.

a)
=)Sea X € T—modyh:A— X con AecT, considere los A-médulos (X, 0,0) y (A4,0,0).
Sea (o, 8) : (X,Y', f) — (X,0,0) una Af-aproximacién derecha de (X,0,0), asi existe un

morfismo (7, d) tal que el siguiente diagrama conmuta:

(A,0,0)

y l(h,())

(X", ) <2 (x,0,0)

de modo que h = ay. Luego « es una I'-aproximacién derecha de X. Luego I' es contravariante-

mente finito.

SeaY eUyh:B — Y con Be T, considere los A-médulos (0,Y,0) y (0, B,0). Sea
(o, 8) : (X',Y', f) = (0,Y,0) una Af-aproximacién derecha de (0,Y,0) asi existe morfismo

(7, 9) tal que el siguiente diagrama conmuta:

(0, B,0)

y l(O,h)

X", Y", 1) 2 0, v,0)

de modo que h = (3. Luego (3 es una Y-aproximacion derecha de Y. Luego T es contravariante-

mente finito.

<) Sea (X,Y,g) € A —mod, de modo que X € T'—mod, Y € U —-modyg: X —
Homy(M,Y) es un U-morfismo. Sea ty : Yy — Y una Y-aproximacién derecha de Y, ahora

considere el diagrama de pull — back

A = X

s lg

Homu (M, Yy) = Homy(M,Y)

Sea sy : Zr — Z una I'-aproximacion derecha de Z. Se probara que (wsz,ty) : (Zr, Yv,0s7) —

(X,Y,g) es una Af-aproximacién derecha de (X,Y,g).
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Sea (o, 8) : (A, B, f) — (X,Y, g) morfismo con (A, B, f) € AL, asi existe v : B — Y tal
que tyy = B yaque B € T yty es una T-aproximaciéon. De modo que se tiene el siguiente

diagrama conmutativo:

Homy (M, Yy) - Homy(M,Y)

entonces existe un Gnico § : A — Z tal que wd = a'y 06 = ., f, asi existe n: A — Zr tal que

szn =20 yaque A €Ty sy esuna ['-aproximacion. Luego del diagrama conmutativo

A 1 Zr

l( "

Homy (M, B) ——~ Homy (M, Yr)

se tiene que (n,7) € Homyx <(A, B, f),(Zr, Y, 952)>, ademas el siguiente diagrama conmuta

(ZF>YT798Z) ooz ty) (X7Kg)
(A7 B7 f)

b))

=)Sea X €T yh:X — Acon AeT, considere los A-médulos (X,0,0) y (A,0,0). Sea
(o, B) : (X,0,0) — (X', Y, f) una Af-aproximacién izquierda de (X,0,0) asi existe morfismo

(7, 9) tal que el siguiente diagrama conmuta:

(X,0,0) 22 (x7 v, f)
(h’o)l (7,9)

(A,0,0)

de modo que h = ya. Luego av es una I'-aproximacion izquierda de X. Luego I' es covariantemente

finito.
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SeaY eUyh:Y — Bcon B e T, considere los A-médulos (0,Y,0) y (0, B,0). Sea
(a,8) : (0,Y,0) = (X', Y’, f) una Af-aproximacién izquierda de (0,Y,0) asi existe morfismo

(7, 9) tal que el siguiente diagrama conmuta:

0,v,0) 22 (x7, v, f)
(O’h)l (7,9)

(0, B,0)
de modo que h = 3. Luego 3 es una T-aproximacion izquierda de Y. Luego Y es covariantemente

finito.

<) Sea (X,Y,g) € A—mod, de modo que X € T—mod, Y € U—mody g: M@r X =Y
es un U-morfismo. Sea sy : X — Xt una I'-aproximacién izquierda de X, ahora considere el
diagrama de push — out

Mor X —2-Y

o0 | lw

M @r Xpr -2~ E .
Sea tg : F — Exy una Y-aproximacién izquierda de E. Se probara que (sx,tpw) : (X,Y,g9) —

(X1, Ex,tpf) es una Af-aproximacién izquierda de (X,Y, g).

Sea (o, B) : (X,Y,g) — (A, B, f) morfismo con (A, B, f) € AL, asi existe v : Xp — A tal
que vsxy = ayaque A € I' y sx es una I'-aproximacién. De modo que se tiene el siguiente

diagrama conmutativo:

Mep X —2-Y
1®8Xl lw\
0 B
M ®T XF —F \
'3
\4 v
fo(1®y) B

entonces existe un Gnico 6 : £ — B tal que dw =y 60 = fo (1 ®), asi existe : Exy — B
tal que ntg = 0 yaque B € T y tg es una Y-aproximacion. Luego del diagrama conmutativo

tgp0

M®TXF4>ET

107 g
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se tiene que (v,7) € Homyx <<X1", Ev,tgb), (A, B, f)) ademaés el siguiente diagrama conmuta

(Sx,tEw)

(Xa}/ag) (XF7ETatE9)
(,8) %
(A7 B? f)

Proposicion 2.1.20 Sea A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones).

= Si A es contravariantemente finita, entonces A tiene morfismos derechos que casi se dividen.

= Si A es covariantemente finita, entonces A tiene morfismos izquierdos que casi se dividen.

Demostracion.

Por el corolario V.1.17 de [ARS1] existe un morfismo minimal derecho que casi de divide

B—%4-C en A —modcon C € A

= Si B € A hemos terminado.

= Si B ¢ A, entonces al ser A contravariantemente finita, B tiene una .A-aproximacién
derecha minimal 7 4B 2~ B . Probaremos que dgp es un morfismo derecho que casi se
divide.
dgp no es un epimorfismo que se divide, pues si lo fuese existiria s : C' — r4B tal que

(dgp)s = 1¢ lo que contradice que d es un morfismo derecho que casi se divide.

Ahora consideremos un morfismo f : X — C tal que X € Ay f no es un epimorfismo que

se divide, entonces tenemos un diagrama conmutativo:

“ g5 44
raBE i, ¢

lo que muestra que dgg es un morfismo derecho que casi se divide.

La segunda parte es analoga. [ |
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SUBCATEGORIAS HOMOLOGICAMENTE FINITAS Y FUNTORIAL-

MENTE FINITAS

Definicion 2.2.1 Sea A subcategoria plena de C como antes (no necesariamente cerrada bajo

extensiones).

= Se dice que A es funtorialmente finita en C si A es contravariantemente finita en C y

covariantemente finita en C.

= Se dice que A es homoldgicamente finita en C si A es contravariantemente finita en C o si

A es covariantemente finita en C.

Proposicion 2.2.2 Sea A subcategoria plena, cerrada bajo sumas directas, cerrada bajo isomor-
fismos y cerrada bajo sumandos directos de A — mod. Si las clases de isomorfia de inescindibles

de A conforman un conjunto finito. Entonces A es funtorialmente finita.

Demostracion.

Sea {X1, Xy,... X, } una lista completa (sin repeticiones) de representantes de clases de
isomorfia de inescindibles de A. Sea Z € A — mod inescindible. Recordemos que Hom (X;, Z)

es finitamente generado como R-médulo y es finitamente generado como End, (X;)°P-méddulo.

[ARS1]

Sean {fi,..., fs,} un conjunto de generadores de Hom(X;, Z) como Ends(X;)°’-médulo

(fl aaaaa f97) Z

y sea g; el morfismo X;[]...[1X;
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Sea fe Homa(X;, Z)y f =oqfi+ -+ as fs, con a; € Endp(X;), para j € {1,...,s;}.

Entonces tenemos un diagrama conmutativo

a1

Ahora sean hy, hy,...,hy € Homa(X;, Z), y sean fi,...,0 € Homy(X;, [] X:) tales que
i=1
gifs = hs para cada s (s € {1,...1}). Entonces tenemos un diagrama conmutativo

[1X:

s=1

<ﬁ1’"'y (h1yshr)
H X% 9i 4
j:l

Sea 0 € Homy(X,Z) con X € A, de modo que hay un isomorfismo
p: X —=>mX; HmQXQH---Hman
. Consideremos ahora la siguiente composicién
i et 0
Vi Xy ——=m Xo Il Omp Xy, —= X — 7

donde p; es la inclusién candnica.
Luego, existen morfismos (; : m; X; — HXi tales que v; = ¢;5;. Luego tenemos un diagrama
j=1
conmutativo

mi X1 I T ma X, ‘ X

Bull115n 0

('Ylv“'v'Yn

31X1H"'HSan Z

(917---gn)
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En otras palabras (g1,...,9,) es una A-aproximacién derecha de Z. De esta forma A es

contravariantemente finita en A.

Para la segunda parte considere D : A — mod — A°? — mod la dualidad presentada en el
teorema 11.3.3 de [ARS1]. Luego las clases de isomorfia de inescindibles de D(.A) conforman un
conjunto finito y asi D(.A) es contravariantemente finito en (A)% — mod, entonces por el lema

2.1.15 se tiene que A es covariantemente finito en A — mod. [

Proposicion 2.2.3 Si la dimension proyectiva de la envolvente inyectiva de A como A-médulo

izquierdo es menor o igual a 1 entonces pd; es funtorialmente finita en A — mod.

Demostracion.
Sea Iy(A) la envolvente inyectiva de A como A-médulo izquierdo y supongamos la hipétesis.

Sean X € A—mod, P, NI = X una presentacion proyectivade X'y 0 —— P, —2~ T
la envolvente inyectiva de Py, asi se tiene el siguiente diagrama conmutativo
(1)
0—P—">PRUO]—"+Y—=0
|
i(l,o) I'h

!
p—I.p P x 0,

donde h es el morfismo inducido, (ﬁ) es inyectivo ya que g; es inyectivoy Y es el cokernel de (gi)
Ademas h es suprayectivo ya que ( fo, 0) es suprayectivo. Por otro lado, sea Q1 D Q2D+ - -BQ,, = P,
la descomposicién de P; en inescindibles. Luego [ = I} © Io @ - -- @ I,,, donde I es la envolvente
inyectiva de ();, de modo que I; es sumando directo de Iy, la envolvente inyectiva de A ya que

Q; es sumando directo de A. Asi I € pd;.

Luego, por la proposiciéon 1.2.16 y el lema 1.2.14 se tiene que Y € pd;. Por otro lado, existe

morfismo « : I — K tal que el siguiente diagrama conmuta




80 Sergio S. Chan Castro

donde K = Ker h. Ahora, sean c € Ky (p) € Py I 1 tal que W((g)) = ¢, de modo que

0= h(c) = hw((i)) = fo(1,0) ((Z)) = fo(p), asi existe p’ € P, tal que fi(p) = p, luego

T ((Z) — (ﬁ)(p’)) =cyala—gi(p)) = ¢, es decir o es epimorfismo. Luego de la sucesién exacta

0 Ky I—*-K 0 se tiene la sucesion exacta

0 —— Homa(Z, Ky)

C—> Extl(Z, K)
C—>E:1:t?\(Z,X) =0,

para Z € pdy, de modo que Exty(Z, K) =0y de la sucesién exacta

Homp(Z,1) —— Homy(Z, K)
/

Eaxth(Z,1) = 0—— Ext\(Z, K)
J

0—— Homp(Z, K) — Homa(Z,Y) 2= Homa(Z, X ) — Eatk(Z, K)

se concluye que h es una pd;-aproximacion derecha de X. Luego pd; es contravariantemente

finito y por el ejemplo 2.1.6 se tiene que pd; es funtorialmente finita. [

Observacion 2.2.4 Si A en un algebra hereditaria entonces cumple con las hipétesis de la

proposicion 2.2.3. <

2.2.1 El algebra de Kronecker

Sea k un campo algebraicamente cerrado. La k-algebra de Kronecker es la k algebra de

dimensién finita asociada al carcaj:

/\ .
\‘/

[0}

Q: -

Este es un ejemplo de una k-algebra de Artin y la denotaremos por I'. Todo I'-médulo puede ser

representado por
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donde U y V' son k-espacios vectoriales, T}, y T3 son transformaciones lineales. Todo morfismo de

[-médulos puede ser representado como transformaciones lineales T y T5 que hacen conmutar el

siguiente diagrama

Ahora, para n € N se definen los siguientes médulos

I8
e
R U

Kj_l/

Q k"

M? k" k™

donde f, = (?) fs= (é) 9o = (0,1), gs = (1,0) y J es la matriz de Jordan de dimensién n y

eigenvalor c.

Lema 2.2.5 Sean € N,

a) Q. es inescindible.

b ) J, es inescindible.
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c) M es inescindible.

d ) M" es inescindible para todo ¢ € k.

Demostracion.
a ) Sean {a;;} y {bi;} matrices tales que el siguiente diagrama conmuta

Is
kn+1 “TT TS kn
\W/
fa

{ai;} {bij}

fe
kn+1 “T T ke
\_—_—»/
fa

De modo que

biy bz -+ iy
a11 a12 T Ain
bai by -+ by,
21 22 T A2n,
= {aij}fﬁ = fﬁ{sz} =
bnl bn2 bnn
Ap+11 Ap412 °°° QAp4ln
0 0 0
y
a12 aig 0 Qiptl 0 o --- 0
22 23 s A2p41 bi1 bz -+ bip
={ai}fa = falbiy} = | o _
An+12 An4+13 " Onylntl bpi bna -+ bun
Asi, a1y = ag = -+ = Gpp = by = by = -+ = by, A5 = bij =0parai #jy

Ant1j = Ajny1 = 0 para 1 < j < n + 1. De esta forma Endr(Q,,) = k, luego Endr(Q,) es un

anillo local, es decir, (),, es un I'-médulo inescindible.

La parte b ) es andloga.
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c ) Sean {a;;} y {bi;} matrices tales que el siguiente diagrama conmuta

1

/M\
k™ k™
v
Je
{aij} {bs;}
I
n+1 n
k Kk,
\\w/
Je
aix Qi -+ Aip a1 Qa2 -+ Aip aix Qi -+ Aip
ag1 Q22 -+  Q2pn a21 Q22 -+  Q2n ag1 Q22 -+  Q2pn
Ap1 Ap2 - Ann Ap1 Ap2 - Ann ap1 Ap2 - Ann
y
bii bz -+ by b1 bz - by bii bz - bip
bay bay -+ Doy bay bay -+ Doy bay bay -+ Doy
- )
bnl bn2 e bnn bnl bn2 e bnn bnl bn2 e bnn

es decir, la pareja de transformaciones lineales ({a;;},{bi;}) es un idempotente en el anillo

Endp(Mgo) De modo que {aij} = {blj} y

a2 aiz -+ ap, O 0 0 0 0

azp Qg3 -+ Ggp 0 ai a2 A1n—1 A1n

= {ay}Jg = {bi} g =

Qp2 Ap2 -°°  Qnp 0 Qp—11 Qp-12 *** GOp—1pn—-1 OGp—1n

Asi, a;; = 0 parai < jy a;; = a;—1;—1. Luego de la igualdad a?, = ay; se tiene que a;; = 0
o a;1 = 1 ya que k£ es un campo; por otro lado, de la igualdad asia11 + ai1as; se tiene que
as =0, de la misma forma a;; = 0 para 2 <4 < n. Entonces {a;;} = I,,x,, 0 {a;;} =0, es decir

Endp (M) es un anillo local y por el teorema 11.2.2 de [ARS1] se tiene que M es inescindible.

La parte d ) es andloga. |
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Teorema 2.2.6 [ Teorema VIII.7.5 de [ARS1] |

a ) Los conjuntos {Q,In € N}, {J,|n € N} y {M?|n € N,c € k oc = oo} constituye un

conjunto completo de I'-médulos inescindibles no isomorfos.

b)
max{0,n —m + 1} = dimpHomr (Qum, @Qn),
maz{0,m — 1 —n} = dim Ext(Qm, Qn),
max{0,m —n + 1} = dimpyHomr(Jy,, Jn),
max{0,n — 1 —m} = dimpExty (I, Jn),
n = dimgHomp(Qp, M) = dimiHomp(M?, Jp),
= dimp Exti (M, Q) = dimy Exty(J,, M),
0= Hom(Jp, Q) = Homp(Jm, M) = Homp(M, Qm)
= Botp(Qm, jm) = Eotp(Qu, M) = Bty (M, i),
dca min{m,n} = dimpHompr (M, M]")

= dimy Exth(M", M?),

donde 6.4 es la delta de Kronecker. [ |
Definicion 2.2.7

= Se dice que M € A — Mod es preproyectivo si existe n € N tal que (D Tr)*(M) es un

objeto proyectivo distinto de cero.

» Se dice que M € A — Mod es preinyectivo si existe n € N tal que (Tr D)"(M) es un

objeto inyectivo distinto de cero.

Observacion 2.2.8 Lo generado por el conjunto {Q,|n € N} son los objetos preproyectivos de
' — mod, lo que genera el conjunto {J,|n € N} son los objetos preinyectivos de v — mod y lo
que se genera del conjunto {M!|n € N,c € k o ¢ = oo} son los objetos conocidos como médulos

regulares. (ver capitulo VIII de [ARS1]) <
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Definicion 2.2.9

= R es la subcategoria plena de I' — mod cuyos objetos son las sumas finitas de médulos

regulares.

= RZ es la subcategoria plena de I' — mod cuyos objetos son las sumas finitas de médulos

regular y médulos preinyectivos.

= PR es la subcategoria plena de I' — mod cuyos objetos son las sumas finitas de médulos

regulares y médulos preproyectivos.

Observacion 2.2.10 Las subcategorias R, RZ y PR son cerradas bajo isomorfia, cerradas bajo

sumas directas y cerradas bajo sumandos directos(Ver [Al]). <

Proposicion 2.2.11

a ) La categoria R es cerrada bajo extensiones.
b ) La categoria RZ es cerrada bajo extensiones.

¢ ) La categoria PR es cerrada bajo extensiones.

Demostracion.

a ) Sea A~ ~ B2 una sucesion exacta corta con A y C regulares. Supongamos que

B no es regular, de modo que existe B’ submodulo inescindible de B que no es regular.

Caso |. B’ es preproyectivo. Entonces, por el teorema 2.2.6, se tiene el siguiente diagrama

conmutativo
At .p 9. ¢
™
N
B;
donde 7 es la proyeccidén candnica, asi, por el lema 1.3.1 existe un Gnico morfismo o : C' — B’ tal

que ™ = ag y por el teorema 2.2.6 o« = 0. Luego B’ = 0, lo que contradice la definicién de B’.
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Caso Il. B’ es preinyectivo. Entonces, por el teorema 2.2.6, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo
B/
I
Atl.p It ¢
donde o es la inclusién candnica, asi, por el lema 1.3.1 existe un Gnico morfismo o : B’ — A tal

que 0 = fa 'y por el teorema 2.2.6 o = 0. Luego B’ = 0, lo que contradice la definicién de B’.
De esta forma B es regular.

b ) y ¢ ) son anélogos. |
Proposicion 2.2.12 En la categoria R hay sucesiones que casi se dividen.

Demostracion.

Sea M un inescindible no Ext-proyectivo en R, entonces no es proyectivo en I'-mod y por
el teorema 1.15 de [ARS1] existe una sucesién que casi se divide : D Tr M —= E —— M .
Si D Tr M es preinyectivo entonces existe n € N tal que (7r D)™(D Tr M) es un médulo
inyectivo, es decir, (T'r D)"~1(M) es inyectivo lo que contradice que M es regular. Asi D Tr M
no es preinyectivo. Si D T'r M es preproyectivo etonces existe n € N tal que (D Tr)"(D Tr M)
es un médulo proyectivo, es decir (D Tr)" ™ (M) es proyectivo, lo que contradice que M es
regular. Asi D T'r M es un médulo regular y por la proposicién 2.2.11 E es regular y asi 1 es
sucesion que casi se divide en R. De forma analoga se prueba que existe sucesién que casi se

divide M — N —Tr D M. |

Lema 2.2.13 Seann,m € N, ce ky f € Homp(M, M) entonces f puede identificarse con

la tranformacién lineal asociada a la matriz
w oL, +edi +e(JE)? P+ e sin=m.
o (el + 2§+ () -+ ()Y (In]0) sim > m.

o (o) (el + eadg +es(g) 4+ calJg)" ) sin < m.
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Demostracion.

Si n = m. Supongamos que el morfismo f se puede identificar con las matrices {a;;} y {b;;}

tales que los siguientes diagramas conmutan

Je
kn /""—‘\-\ kn
\w_/
In
{aij} {bi;}
Je
k™ < K™
W
I,
Asi {a;;j} = {b;;}. Luego, de la igualdad
ailr Qi -+ QA1p c 0 --- 0 c 0 -+ 0 aj1 Q2 o Qp
A91 QA9 -+  Qop 1 ¢ --- 0 1 ¢ --- 0 Q91 Qoo - Qo
An1 Gp2 **+ Qpp) \O 0 c 00 - c)] \am ana - Apn

se obtiene que

a1;C + a1j41 = Q45C
AinC = Gj—1p + QAinC

aijc + ain = ai_lj + aijc
paral <i<nyl<j<n,de modo que

Qi1 = Aj—1j
ajjy1 =0

0=a;1n
paral <t <nyl<j<nluegoa;; =0parai<jyasi

{aij} = a1l + ao J§ + agl(J(?)z 4ot anl(b]él)n—l'

La prueba para los otros dos casos es analoga. [ |
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0 0
Observacion 2.2.14 0 M} (G)6)) 2 M} 0 es sucesion que casi se
divide en R.

Proposicion 2.2.15 Seanc € k yn € N — {1}, entonces

0 Mn fTL

c

MéHl@Mf*l 9n M™ 0

C

es sucesién que casi se divide en R, donde f, = JZ" (ﬁ:) (L, + I+ (I + -+ (I ) y
gn = Ln + I8+ (T3 + -+ (I (I, — 1) Ay con A, = Loy + €141

Demostracion.
Se probara que f,, es un morfismo izquierdo que casi se divide.

Claramente f,, no es seccién. Sea M inescindible en Ry f € Homp(M, M) tal que f no es

seccion. Asi, M = M para algin m € N.

Caso I. m = n. Por el lema 2.2.13 f se puede identificar con la transformacién lineal asociada a la

matriz
n .
>l
i=1

donde J es la matriz de Jordan de tamafio n y eigenvalor cero y J° es la matriz identidad

de tamafio n, ademas ¢; = 0 (de otra forma f es seccién).

Considere la transformacién lineal asociada a la matriz
h = (CQJO + (CS — CQ)J + e _|_ (CTL _ Cnfl)Jn72)B

donde B es la matriz de tamaiio n x 2n definida por

0 In—l
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De modo que BJZ" Gn) =Jy asi
I n—1
= (e + = ettt - e )s) ((7) (S 7))
n—1
= (el e el =) (20 7) ) (£7)
(02J +(cg—co)J+ -+ (cn — cno1)I™ 2) (ZJZ>
= (

02J+ C3—CQ J2+-~~+(cn—cn 1Jn 1) (ZJV)

1=0

)

Jl) S Canfl - Cniljnfl

= cJ (Tf Ji> + (c3 — c2)J? <nz_: Ji> oot (e — ) (712_:1 Ji)

n .
SIS
1=2
es decir f se factoriza a través de f,,.

Los casos para n < m y n > m son analogos. [ |

Observaciones 2.2.16

Las subcategorias RZ y PR tienen sucesiones que casi se dividen.
La categoria R no es homoldgicamente finita.

La subcategoria RL es covariantemente finita en I' — mod, pero no es contravariantemente

finita en I' — mod.

La categoria PR es contravariantemente finita en I' — mod, pero no es covariantemente

finita en I' — mod. |
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3.1

CAPIiTULO

Subcategorias localmente covariantemente nilpo-
tentes y localmente contravariantemente nilpoten-

tes

En esta seccién se presentaran las definiciones de subcategorias localmente covariantemente
nilpotentes y subcategorias localmente contravariantemente nilpotentes, esto es a través del radical
n-ésimo de un par de objetos, estas subcategorias proporcionan una herramienta para determinar

si una subcategoria es covariantemente finita o contravariantemente finita.

EL RADICAL

Definicion 3.1.1 Sean A un algebra de artin, A, B € A — mod y indA la subcategoria plena de

A — mod cuyos objetos son los A- médulos insecindibles.

n rady(A,B) = {f € Homx(A, B)|hfg ¢ Aut(X) paratodog: A — X y para todo h :
X — Bcon X € indA}.

» Paran > 2, rad}(A,B) = {f € Homa(A, B)| existen X € A — mod y morfismos g €
rada(A, X), h € rady” (X, B) tales que f = hg}.

91
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» rad’(A, B) = Homy(A, B).

Proposicion 3.1.2 Sea A un R-dlgebra de artin. Entonces rady es una R-relacion en A — mod.

Demostracion.

Primero probaremos que rady (A, B) es un R-submédulo de Hom (A, B) para cada par de
objetos A, Bde A —mod . Sean A,B € A—mod, r € R, f1,fo €rady(A,B)yg: X — A
, h : B — X, A-morfismos con X € indA. Como f; y fo estan en rady(A, B) entonces
hfig y hfsg son no isomorfismos, y, al ser X inescindible, hfig — hfog = h(f1 — f2)g no es
un isomorfismo, ya que Endy(X) es local. Luego rady (A, B) es un subgrupo de Homy (A, B),
ademaés hr fig = horl o fog no es isomorfismo, de modo que rf € rady(A, B) y asi rady (A, B)
es un R submddulo de Homy (A, B).

Para completar la prueba se debe verificar que si f € rada(A,B) y f' € Homy(B,C)
entonces f'f € rady(A,C) y dualmente si f € radpy(A,B) y f” € Homy(E, A) entonces
ff" €rady(E,B).

Para la primer parte sean [ € rady(A,B), f' € Homy(B,C), g: X = A, h:C — X,
con X € indA. Entonces h(f'f)g = (hf')fg no es isomorfismo, ya que f € rady(A, B), y
asi f'f € radpa(A,C).

Para finalizar si f € rada(A, B), f" € Homy(E,A),g: X — E,h: B— X, con X € indA.
Entonces h(f f")g = hf(f”g) no es isomorfismo ya que f € rady(A, B),y asi f " € rads(E, B).
|

Proposicion 3.1.3 Sean X,Y € indA entonces

a) rady(X,Z)={f € Homx(X,Z)|f no es seccion} para todo Z € A — mod.
b) rady(Z,X)={f € Homy(Z,X)|f no es retraccién} para todo Z € A — mod.
c) radp(X,Y)={f € Homa(X,Y)|f no es isomorfismo}.

d) f€ Homa(X,Y) esirreducible si y solo si f € rady(X,Y) \ rad3(X,Y).
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Demostracion.
a)Sea Z e A—mod.

Sea [ € rady(X,Z), si f es seccidn, existe morfismo g : Z — X tal que gf = 1x, entonces
la composicion

X—x_-Tl.y_ 9.

no es isomorfismo ya que f € rady(X, Z) lo que es una contradiccién. Por lo tanto rady (X, Z) C

{f € Homx (X, Z)|f no es seccion }.

Para la otra contencién sea f € Homy(X,Z) no seccién, seang: A — X ,h:Z — A

f

: . : - 9 h . -
morfismos con A € indA. Si la composicién A X A A es isomorfismo entonces

hf es retraccién y por lo tanto hf es isomorfismo ya que X y A son inescindibles, de modo que f

es retraccion lo que es una contradiccién. Asi Afg no es isomorfismo y entonces f € rady (X, Z).
b ) Sea Z € A —mod.

Sea f € rady(Z,X), si f es retraccién, existe morfismo g : X — Z tal que fg = 1y,
entonces la composicion
X-toz tox——x
no es isomorfismo ya que f € rady(Z, X) lo que es una contradiccién. Por lo tanto rady(Z, X) C

{f € Homx(X, Z)|f no es retraccién }.

Para la otra contencion sea f € Homy(Z, X) no retraccién, sean g: A — Z , h: X — A

f h . .
X A es isomorfismo entonces

morfismos con A € indA. Si la composicién A —2= Z
fg es seccion y por lo tanto fg es isomorfismo ya que X y A son inescindibles, de modo que f

es seccion lo que es una contradiccion. Asi hfg no es isomorfismo y entonces f € rady(Z, X).

¢ ) Se sigue de la equivalencia para morfismos entre modulos inescindibles
f isomorfismo si y solo f es seccién o f es retraccion

d ) Se sigue de a) y b). |
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Observaciones 3.1.4

= rad} es un R-submédulo de rady .

» Si f € rady(A, B) entonces existen Y1, -+ ,Y,_1 € A — mod y morfismos f; : A —
Y1 € radpy(A,Y1) , fo i Yoo1 = B € radpy (Y1, B), fi : Yio1 = y;i € rady(Yi_1,Y;)
parai=2,...,n — 1 tales que f = f,,--- f1, de modo que si h € Homx(E, A) entonces
hf € rady(E, B) por la proposicién 3.1.2. De la misma forma si h € Hom (B, C') entonces
fh € rady(A,C). <

Lema 3.1.5 Sea A una R-3lgebra de Artin. Sean A, B € AN — mod con descomposiciones
A=A d--- DA, B=DB,®---® B, en inescindibles, sean o; : A; — A, 7T : B = Bj las
inclusiones y proyecciones candnicas. Entonces f € rads(A, B) siy solo si 7} fo; € rada(A;, By)

paratodot=1,...,t,7=1,....,s
Demostracion.
~)
Sea f € rady(A, B), entonces 7; fo; € rada(A;, B;) por la proposicién 3.1.2.
<)

Seang: X — A, h: B— X, con X € indA, entonces:

hfg:h(s )(zm>g_zzh 7 foum)g

Jj=1 Jj=15=1

= ZZ (ho}) (7} foi)(mig),

j=1:=1

donde o’ : B; — B, m; : A — A; son las proyecciones e inclusiones canénicas. Luego hfg ¢

Aut(X), ya que (hoj) () foi)(mig) & Aut(X) y X es inescindible. Asi f € rads(A, B). |

Proposicion 3.1.6 Sea A una R-algebra de Artin. Sean € N entonces si A=A, @ --- P A,
B =B @@ B, € A—mod, entonces f € rad}(A, B) siy solo si 7 fo; € rady(A;, Bj)
paratodoi=1,...,t,j=1,...,s donde o; : A; — A, m; : B — B; son las inclusiones y

proyecciones canonicas.
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Demostracion.

La prueba se hara por induccién sobre n.

m Caso base n = 1. Lema 3.1.5.

= Supongamos cierto el enunciado para n = t.
=)

Sean A=A,®--- A, B=B,®---®B €A—mod.Seano; : A; - A, 7 : A— A,
o;: By — B, m; : B — Bj las inclusiones y proyecciones candnicas. Sea f € radi™ (A, B),
de modo que f =hgcong: A—Y €rady(A,Y)yh:Y — B € rad, (Y, B). Sean
Y=Y1& &Y, descomposicién de Y en inescindibles, 07/ : Y, = Y, 71/ : Y — Y las

inclusiones y proyecciones canénicas. Entonces

7T;~f0’i = W;hgai = (Z U;Z?TZ) go;)

I
NE

(m5h) (oxmy) (90:)

B
Il
—

I
M=

(m5ho) (migoi)

B
Il
—

de modo que 7} fo; € rady ya que 7} go; € rada(A;,Yy) (Por el lema 3.1.5) y mhoyl €

radh (Yx, Bj) (por hipétesis de induccién).
<)
Sean A=A,®--- A, B=B,®--- B, € A~mod. Seano; : A;, - A, m : A— A;,

: Bj — B, m; : B — Bj las inclusiones y proyecciones candnicas. Sea [ € Homy (A, B)

tal que 7/ fo; € radyt' (A;, B;) paratodoi=1,...,s,j=1,...,L

De esta forma paracadai =1,...,sycada j = 1,...,[ existen morfismos h;; : V;; —

Bj € rady(Yij, Bj) y gij : Ai — Yij € rady(A;,Y;;) tales que i foi = hijgi;.

l
SeaY = [[[]Vij con oy : Vij = Y, my; : Y — Yj; las inclusiones y proyecciones
i=1j=1

l s
candnicas. Se define g; = Zaijgij y hj = Zhijmj, asi por la proposicién 3.1.2, g; €
j=1 i=1
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rady(A;,Y) y por la observacién 3.1.4, h; € radi(Y, B;). Ahora sean g = > g;m; y
=1
!
h = Za;hj de modo que por la proposicion 3.1.2 g € rada(A,Y) y por la observacion

j=1
3.1.4 h € rad (Y, B). Por otro lado se tiene que

l s
hg = Z U;hj Zgl’iﬁ
j=1 =1

I s
=D oihigim;

j=1i=1

l s s l
= Z Z U;' (Z haj%j) (Z Uibgib) T
a=1 b=1

j=1i=1

l s s l . . . .
= Z ZO-; (Z Zhaj'ﬂ'ajaibgib> T (Trajo-ib _ { Sl a 1y j )

j=1i=1 a=1b=1 0 en otro caso

I s
=2 _0jhijgimi

j=1i=1

l s
= Z Z O';ﬂ';-fO'ﬂTi

Jj=1l1=1

Por lo tanto f € rad} (A, B). |

SUBCATEGORIAS LOCALMENTE COVARIANTEMENTE NILPOTEN-
TES Y LOCALMENTE CONTRAVARIANTEMENTE NILPOTENTES
Definicién 3.2.1 Sea C subcategoria plena de A — mod.

= (' € 0bj(C) es contravariantemente nilpotente si existe n € N tal que rad} (X, C') = 0 para
todo X € C.
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= C es localmente contravariantemente nilpotente si cada C' € C es contravariantemente

nilpotente.

» C € 0bj(C) es covariantemente nilpotente si existe n € N tal que rad}(C, X) = 0 para
todo X € C.

= C es localmente covariantemente nilpotente si cada C' € C es covariantemente nilpotente.

Observacion 3.2.2 Si C € objC es contravariantemente nilpotente con rad} (X,C) = 0 para

todo X € C, entonces rady™(X,C) = 0 para todo X € C coni=0,1,.... <

Proposicion 3.2.3 Sea C subcategoria plena y cerrada bajo sumandos directos de A — mod
entonces C es localmente contravariantemente nilpotente si y solo si para cada C' € ind C! existe

n € N tal que rad} (X,C) = 0 para todo X € ind C.

Demostracion.

=)

Es directo de la definicién.
<)

SeaYeCconY =Y8---dY,, € C una descomposicion de Y en inescindibles. Como C es
cerrada bajo sumandos directos entonces Y; € ind C para cada i, asi existen ny,ng, -+ ,n, € N

tales que rad} (X,Y;) = 0 para todo X € C.

SeanZ € Cy f € radi(Z,Y) conn = max{ny, - ,ny,}.Sea Z = Z,&- - -® Z; una descom-
m l m 1
posicién de Z en inescindibles, de modo que f = <Z aﬂri> f (Z a;w;) =Y > oi(mfol)m; =
i=1 =1

i=1j=1

0 ya que m; fo} € rady(Z;,Y;) = 0. [

Proposicion 3.2.4 Sea C subcategoria plena y cerrada bajo sumandos directos de A — mod
entonces C es localmente covariantemente nilpotente si y solo si para cada C' € ind C existe

n € N tal que rad} (C, X) = 0 para todo X € ind C.

Lind C denota la subcategoria plena de indA cuyos objetos son los inescindibles de A que viven en C.
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Demostracion.

=)

Es directo de la definicion.
<)

SeaYeCconY =YY@ ---®Y,, € C. Como C es cerrada bajo sumandos directos entonces
Y; € ind C para cada i, asi existen ny,ng,--- ,n, € N tales que rad}'(Y;, X) = 0 para todo

X eC.

Sean Z € Cy f € rad} (Y, Z) con n = mazx{ny,--- ,n,}.Sea Z = Z,&- - - & Z, descomposi-

l m I m
cién de Z en inescindibles, de modo que f = (Z a;W;-) f (Z crﬂri) =Y > ol foi)mi =0
i=1

j=1 j=1i=1

ya que 7} fo; € rady(Y;, Z;) = 0. |

Lema 3.2.5 [Harada-Sai] Sea n € N y para cada i € Z, sea A; un A-médulo inescindible
con l(A;) < n, ysean f; : A; — A;y1 no isomorfismos. Entonces l(Im(fiiom o fi)) <

max{n —m,0} para cadam € N.

Demostracion.
La prueba se hara por induccién sobre m.

Sim =1, como f;: A; = A;11 no es un isomorfismo, entonces f; no es inyectiva y no es
suprayectiva, y por el corolario 1,3 de [ARS1], se tiene que I(Im f;) < [(Ai+1) < n, es decir
I(Im f;) <n-—1.

Supongamos cierto el enunciado para m = t.

Sean f = fijor—1, 9= fizar—a - fiyh= fjsar_o--- fj con j =i+ 2" de modo que se tiene

el diagrama conmutativo
fi+2t+172'"fi

A; Ai+2t+1—1
| |
Aigzioa ! A,

De esta forma lo que se debe probar es: [(Im hfg) < maz{n —t—1,0}.
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» Sin—t<0entonces I(Im hfg) <I(Im h) <0=mazx{n—t—1,0} yaque Im hfg <
Im hf <Imh.

= Sin—t >0, supongamos que [(Im hfg) >n—t—12>0.

Por hipétesis de inducciéon sabemos que I[(Im g) < n—ty l(Im h) < n —t, ademas
I(Imhfg) <Il(Imhf) <I(Imh)yaque Imhfg<Imhf <Imh.Luego!(Imhfg)=
I(Im hf)=1(Im h) =n—t.

Por otro lado de las sucesiones exactas

f\]m g

0——Ker fimg——1Img Im fg——0

Piim g
0—— Ker f|[m fg d

Im fg Im hfg——=0

se tiene que [(Im hfg) <I(Im fg) <I(Im g) de modo que [(Im fg) =1(Im g) =n—t.
Asi el morfismo Az, fq : Im fg — I'm h es un isomorfismo, y de la sucesion exacta que se
divide

0 ——ker h A —tsTImh 0

J

se tiene que A; = ker h @ hﬁ}n fg(fm h) = ker h @ Im fg, y, al ser A; inescindible,
ker h = 0 ya que [(Im fg) = n—1t > 0, luego fg es un epimorfismo y asi f es un

epimorfismo.

Anélogamente hfi;p, 4 : Im g — Im hfg, de modo que A; oty = Im g @ ker hf,y

asi ker hf =0, luego f es monomorfismo.

Por lo tanto f es un isomorfismo, lo que contradice la hipétesis de f. Entonces I[(Im hfg) <

n—t—1. [ |

Corolario 3.2.6 Sean € N y para cada i € Z, sea A; un A-médulo inescindible con I(A;) < n,

y sean f; : A; — A;11 no isomorfismos. Entonces fon_1fon_o--- f1 = 0.

Demostracion.

Aplicando el lema 3.25 parat =1y m =n. [ |
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Definicion 3.2.7 Una categoria C es acotada si existe n € N tal que la longitud de cada

inescindible de C es a lo mas n.

Proposicion 3.2.8 Sea C subcategoria plena de A — mod cerrada bajo sumandos directos y

acotada entonces

= C es contravariantemente nilpotente.

= C es covariantemente nilpotente.

Demostracion.

Sean € Ntal que [(A) < n paratodo A € ind C. Sean X,Y €indCy f € rad% (X,Y). Por
la observacién 3.1.4 existen Z;, ..., Zon_1 € A —mod y morfismos f1 : X — Z; € rada(X, Z1),
for 2 Zon_y = Y €radpy(Zon,Y), fi 1 Ziiy — Z; € radp(Z;—1,Z;) coni=2,...,2" — 1 tales
que f = fon -+ f1.

Dadas las descomposiciones en inescindibles Z; = Z;; & - -- Z;;, con sus respectivas inclu-
siones y proyecciones canénicas o(i,j) : Z;; — Z;, 7(i,j) : Z; — Z;;. Se define fi(i,j) =
7k, ) oo (k — 1,7) para k € {2,201}, £i(G) = (L)1 ¥ fan(G) = fonor(2", ). ASE,
f1(4) € rada(X, Z1j), fan(j) € rada(Zan;,Y) y fr(i,7) € rada(Zg-1i, Zy;) por la proposicién
3.1.6. Luego, por la proposicion 3.1.3 f1(j), for(j) y fr(7,7) no son isomorfismos; ademas

l1

fi= Z 1]f1

lon _q
Jor = > [ ()m(2" = 1,),
j=1

Z Z Z jz fz .]z 17]1) ( - 1,ji_1>.

Ji=1  Ji—
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De esta forma

f - f2"f2"—1 T f3f2f1
lo I l1
= fonfon-1--- f3 Z Z 2 y J2 f2 ]1,.72> (le) Za(l,k)fl(k)

Je=1j1=1 k=1
= fonfon-1--- f3 Z 2 ]2 Z ZfQ .717]2 1 ]1) (Lk)fl(k)
Jo=1 j1=1k=1
Io Iy
= fonfon-1-++ f3 D 0(2,52) Y fo(j1, J2) f1(G1)
ja=1 j1=1
3 2
= fon fon-1 -+ Z Z (3, J3) f3(ja, j1) (2, j2) Z Z (2, j2) f2(J1, J2) [1(41)
Jz=1j2=1 Je=1j1=1
I3 o

= fonfon-1-++ > Z o(3, J3) f3(J2, 71) f2(J1, J2) f1(J1)

Jja=1j2=151=1

lon_g

=fon > - Z — 1, gon—1) fon—1(Jan—2, Jon 1) - - - fold1, J2) f1(J1)
Jon—1=1 Ji1=1

lon_1 lon_1

= Z forn (R)m(2" — 1, k) Z Z — 1, jon—1) fon—1(Jon—2, Jon—1) - - - fo(J1, J2) [1(J1)
= Jon _1=1 Ji=1

lon_1  lan_o

=y ¥ . Z forn (Jan—1) forn—1(Jon—2, Jan—1) - - - fa(J1, J2) f1(J1)-

Jon—1=1jon_o=1 Ji=1

Aplicando el corolario 3.2.6 se tiene que f = 0.
Aplicando la proposicién 3.2.3 C es localmente contravariantemente nilpotente.

Aplicando la proposicion 3.2.4 C es localmente covariantemente nilpotente. [

Corolario 3.2.9 Sea C subcategoria plena de A — mod cerrada bajo sumandos directos con un

numero finito de representantes de clases de isomorfia de A-médulos inescindibles, entonces

= C es localmente contravariantemente nilpotente.

» C es localmente covariantemente nilpotente.
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Demostracion.

Sean Aq,...,A,, € C representantes de las clases de isomorfia de A-mddulos inescindibles,
sean n; = [(A;) y n = max{ny,...,cy,} asi la longitud de todo inescindible de C' es menor o

igual a n y por lo tanto C es acotada, al aplicar la proposicién 3.2.8 se obtiene el resultado. H

Lema 3.2.10 SeanY € A —mod, Y =Y, & --- @Y, descomposicién de Y en inescindibles,

pi: N; = Y, 1 <1 < n morfismos derechos que casi se dividen y h : X — Y un morfismo con

pr 0 - 0

: : : ) 0 pp -+ 0

X eindhy X 2Y; 1<1<mn, entonces h se factoriza a travésde p = | _
0 0 Pn

N IOINII---IIN, =Y.

Demostracion.

Sea h; = m;h, con m; la proyeccidon candnica. Si h; es retraccion, entonces X = Y; lo que
contradice la definicién de X, de modo que h; no es retraccion y asi existe g; : X — N, tal que
Pigi = hz Por lo tanto

1Y (Z@%) = ZUi(Pigi) = Zaihi = Zai<7Tih) = (Z Uﬂz‘) h=h,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

donde 7; y o; son las inclusiones canénicas. [ |

Corolario 3.2.11 SeanY €¢ A—mod, Y =Y, @ ---BY,, descomposicion de Y en inescindibles,
pi - N; = Y; 1 <14 < n morfismos derechos que casi se dividen, y X = X1 & Xo®--- D X,, con
X;2Y; paral <i<m, 1<j<n, entonces todo morfismo h : X — Y se factoriza a través
pr 0 - 0
0 py -+ 0

de p = :N=NIOINII---IIN, =Y.
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Demostracion.

Sean h : X — Y y h; = ho;, con o; la inclusidon canénica. Del lema 3.2.10 para cada

1 <i < m existe morfismo g; : X; — N tal que pg; = h;, de modo que

(Z gm> —i (pgi)mi = ; (how)m; = h (Z o—m> ~h,

donde 7; es la proyeccion candnica. [ ]

Lema 3.2.12 Sean X € A —mod, X = X1 & --- ® X,, descomposicién de X en inescindibles,

pi » X; = N; 1 <4 < n morfismos izquierdos que casi se dividen, y h : X — Y un morfismo con

pp 0 - 0
. . . ) 0 pg - 0

Y eind\yY # X; 1<1i<mn, entonces h se factoriza a través de p = o '
0 0 Pn

X—=NUON,II---TIN,.

Demostracion.

Sea h; = ho;, donde o; es la inclusién candnica. Si h; es seccion, entonces Y = X; lo que
contradice la definiciéon de Y, de modo que h; no es seccion y asi existe g; : N; — Y tal que

gip; = h;. Por lo tanto

(Zgzﬂ-z> p = Z gzpz i Zhﬂ-z - Z ho_z i =h <Zaz7rz> = 7
=1 1=1

donde 7; y 7; son las proyecciones candnicas. |

Corolario 3.2.13 Sean X € A—mod, X = X1 ®---® X,, descomposicion de X en inescindibles,

pi » X; = N; 1 < i < n morfismos izquierdos que casi se dividen, yY =Y, ® Yo ®---DY,, con

Y2 X paral <i<m, 1<j<n, entonces todo morfismo h : X — Y se factoriza a través
pr 0 - 0

0 e 0
dep=| " | X S N=NIINII-- 1IN,
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Demostracion.

Sean h : X — Y y h; = m;h, con 7; la proyecciéon candnica. Del lema 3.2.12 para cada

1 <i < m existe morfismo g; : N — Y; tal que g;p = h;, de modo que

($-00) o= St = St = (S )

= i=1

donde o; es la inclusién candnica. [ |

Lema 3.2.14 Sea C subcategoria plena de A — mod como antes.

a) Para cada C € ind A\C y cada n entero no negativo, existe algin morfismo f : DIIY — C
con D €C,Y € (ind A\ C) tal que fiy € radi(Y,C) y Im Homy(X, f) = Hom(X,C)
para cada X € C.

b) Para cada C € ind A\C y cada n entero no negativo, existe algiin morfismo g : C — DI1Z
con D € C, Z € (ind A\ C), tal que (0,1)g € rad}(C,Z) y Im Homp(g,X) =
Hom(C, X)) para cada X € C.

Demostracion.
a) Sea C €ind A\ C. La prueba se hara por induccién sobre n.

Para n = 0, se tiene que 011 C’ﬂ C' es el morfismo deseado ya que 1¢ € rads (C,C).

Supongamos que existe un morfismo f,,, : DIIY — C, con D € C, fn, € rady(Y,C)y
ImHomp(X, f,) = Hom(X,C') para cada X € C.

SeaY =Y ®--- DY, una descomposicion de Y en inescindibles. Sean p; : N; — Y; morfismos

. . . 0 pr -+ 0
derechos que casi se dividen para 1 <i <bysean N = N, II---IINyyp=1| _ _
0 0 - p

N —=Y.

Sean X € Cy h: X — C, por hipétesis de induccién existe morfismo (?) X —>DIY tal

que h = fm(D y por el corolario 3.2.11 existe morfismo v : X — N tal que t = pv, de modo
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que se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

G ) fn
es decir Homa(X,C) = Im Homy (X, fme1 = fm((l) 2)).

Ahora sea N = No @ Yy, donde Ne € Cy Yy € (ind A\ C), luego p: N =Y = (a, ) :
Ne®dYy—Y.

Sea Y un sumando directo inescindible de Yj, luego existe i € {1,---,b} tal que Yj es
sumando directo de N; y asi fBy; = pyyy es irreducible ya que p; es morfismo derecho que
casi se divide, de modo que aplicando la proposicién 3.1.3 fFy: € rady(Yy,Y:) y por lo tanto,
por el lema 3.1.5, 5 € rada(Yy,Y). Ademas f i1y, = fyB Y [y € radi(Y,C), es decir
Jms1vy € radTH(Yo, ).

b)

Sea C €ind A\ C. La prueba se hara por induccién sobre n.

()

Para n = 0 consideremos C'—> 011 C es el morfismo deseado ya que 1¢ € rad$ (C, C).

Supongamos que existe un morfismo g¢,,, : C' — D11 Z, con D € C, (0,1)gy, € rady(C,Z) y
ImHomp(gm, X) = Hom(C, X) para cada X € C.

Sea Z = Z; @ --- ® Zp una descomposicion de Z en inescindibles. Sean p; : Z; — N;

morfismos izquierdos que casi se dividen para 1 < i < bysean N = N;II---II N,y p =
pr 0 - 0

0 e 0
B P/ 3
0 0 - p

Sean X € Cy h: C — X, por hipétesis de induccién existe morfismo (u,t) : DII Z — X tal

que h = (u,t)g, y por el corolario 3.2.13 existe morfismo v : N — X tal que t = vp, de modo
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que se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

(6 »)

C " _DIZ DIIN

(ust)

X
. 10
es decir Homy(C, X)) = ImHomy (gmﬂ = (o p)gm,X).
Ahora sea N = N¢ @ Zy, donde Ne € Cy Zy € (ind A\ C), luego p: Z — N = (a):Z—>

B
Ne & Z,.

Sea Z|, un sumando directo inescindible de 7, luego existe i € {1,--- ,b} tal que Z| es
sumando directo de N; y asi 7z 3 = W’Z{)pi es irreducible ya que p; es morfismo izquierdo que
casi se divide, de modo que aplicando la proposicion 3.1.3 wz 57, € radp(Z;, Z|) y por lo tanto,
por el lema 3.1.5, 8 € radp(Z, Zy). Ademas (0,1)gn1 = 5(0,1)gm y (0,1)g,, € radi(C, Z),
es decir (0,1)g,ni1 € rad{t(C, Zy). u

Proposicién 3.2.15 Sea C como antes, sea C = (ind A\ C)

a) siC es localmente contravariantemente nilpotente, entonces C es contravariantemente finito.

b) si C es localmente covariantemente nilpotente, entonces C es covariantemente finita.

Demostracion.

a)

Sea C e C, entonces existe n € N tal que rad?(Y,C) = 0 para todo Y € C. Por el lema
3.2.14 existe morfismo f,, : DIIY — C con D € C, Y € CAy tal que para cada X € C se cumple
que Im (X, f) = Homp(X,C) y foy € radi(Y,C) = 0, de modo que f, = (f;,0), luego

n’

[+ D — C' es una C-aproximacién derecha de C.
b)

Sea C' € C, entonces existe n € N tal que rad}(C,Z) = 0 para todo Z € C. Por el lema

3.2.14 existe morfismo g, : C' - DIl Z con D €C, Z € @y tal que para cada X € C se cumple
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que Im (g,, X) = Homy(C, X) y (0,1)g, € rady(C,Z) = 0, de modo que g, = (9(;"), luego

gl C — D es una C-aproximacién izquierda de C'. [ |
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4.1

CAPIiTULO

Subcategorias cerradas bajo extensiones y sucesio-

nes que casi se dividen.

En esta seccion A es una subcategoria plena de A — mod cerrada bajo sumas directas, cerrada
bajo sumandos directos y cerrada bajo isomorfia, donde A es una R-algebra de Artin sobre R un
anillo artiniano conmutativo. Se daran las definiciones de objetos Ext-proyectivos, Ext-inyectivos
y se define cuando una subcategoria tiene sucesiones que casi se dividen y cuando tiene devilmente
sucesiones que casi se dividen. Se trabajara con objetos .A-inyectivo divisibles y A-proyectivo
divisibles, asi como A-secciones y A-retracciones, todo esto con la finalidad de probar que una
subcategoria funtorialmente finita y cerrada bajo extensiones tiene sucesiones que casi se dividen.
Se finaliza presentando el ejemplo de Igusa, Smal@ y Todorov, presentado en [IST1], que nos
muestra que existen categorias que tienen debilmente sucesiones que casi se dividen pero no tienen

sucesiones que casi se dividen. Esta seccion esta basada principalmente en [KP1], [KI1] y [IST1].

SUBCATEGORIAS CON SUCESIONES QUE CASI SE DIVIDEN

Definicién 4.1.1 Sean A, C € A, ExtYy(C, A) denota al subconjunto de Ext}(C, A) de las

clases de equivalencia de las sucesiones exactas 0 - A - B — C — 0 con B € A (A no

109
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necesariamente cerrada bajo extensiones).

= Decimos que C' € A es Ext-proyectivo en A si ExtYy(C, A) = 0 para cada A € A.
= Decimos que A € A es Ext-inyectivo en A si Exztl (A, C) = 0 para cada C € A.

= Decimos que A tiene sucesiones que casi se dividen a la izquierda si A tiene morfismo
izquierdos que casi se dividen y para todo objeto A € A inescindible y no Ezt-inyectivo en

A existe una sucesion que casi se divide en A

A—- B —=C.

= Decimos que A tiene sucesiones que casi se dividen a la derecha si A tiene morfismos
derechos que casi se dividen y para todo objeto C' € A inescindible y no Ext-proyectivo en

A existe una sucesion que casi se divide en A

A— B —=C.

= Decimos que A tiene sucesiones que casi se dividen si A tiene sucesiones que casi se dividen

a la derecha y A tiene sucesiones que casi se dividen a la izquierda.

Observacion 4.1.2 Algunos autores (ver [LPC1]), al definir una subcategoria con sucesiones
que casi se dividen por la derecha o por la izquierda no piden la hipétesis de ser una categoria con

morfismo derechos o izquierdos que casi se dividen. Esto motiva la siguiente definicion. <

Definicion 4.1.3

= Se dice que A tiene debilmente sucesiones que casi se dividen por la derecha si para todo
objeto C' € A inescindible y no FExt-proyectivo en A existe una sucesién que casi se divide

en A
A— B—C.
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= Se dice que A tiene debilmente sucesiones que casi se dividen por la izquierda si para todo
objeto a € A inescindible y no Ezt-inyectivo en A existe una sucesién que casi se divide en

A
A—-B—C.

= Se dice que A tiene debilmente sucesiones que casi se dividen si A tiene debilmente
sucesiones que casi se dividen por la derecha y si A tiene debilmente sucesiones que casi se

dividen por la izquierda.

Proposicion 4.1.4 Sean A subcategoria plena de A — mod, cerrada bajo isomorfismos, cerrada
bajo sumandos directos y cerrada bajo isomorfia, A, B,C € AN — mod, f € Homy(A,B),
g€ Homp(B,C) yD: A —mod— (A) —mod la dualidad presentada en el teorema 11.3.3 de
[ARS1]. Entonces

a ) Si f es una seccion entonces D(f) es una retraccion.

b ) Si f es una retraccién entonces D(f) es una seccion.

¢ ) [ es una seccién (retraccion) si y solo si D(f) es una retraccién (seccion).
d ) f es un isomorfismo si y solo si D(f) es un isomorfismo.

e ) Si f es morfismo izquierdo que casi se divide en A entonces D(f) es morfismo derecho que

casi se divide en D(A).

f ) Si f es morfismo derecho que casi se divide en A entonces D(f) es morfismo izquierdo que

casi se divide en D(A).

g ) [ es morfismo izquierdo (derecho) que casi se divide en A si y solo si D(f) es morfismo

derecho (izquierdo) que casi se divide en D(A).

D(g) (/)
) —D(B) —

h) A . B-%.C es sucesién exacta corta si y solo si D(C D(B D(A) es

sucesién exacta corta.
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. f g iy . .. , .
i) A—— B——C es sucesion exacta que casi se divide en A si y solo si

D(9) D)
) —=D(B) —

D(C D(B D(A)
es sucesion que casi se divide en D(A).
J ) A es cerrada bajo extensiones si y solo si D(.A) es cerrada bajo extensiones.
k ) Si A es Ext-proyectivo en A entonces D(A) es Ext-inyectivo en A.
') Si A es Ext-inyectivo en A entonces D(A) es Ext-proyectivo en A.

m ) A es Ext-proyectivo (Ext-inyectivo) en A si y solo si A es Ext-inyectivo (Ext-proyectivo)
en A.

n ) Si A tiene sucesiones que casi se dividen a la izquierda entonces D(.A) tiene sucesiones que

casi se dividen a la derecha.

o ) Si A tiene sucesiones que casi se dividen a la derecha entonces D(.A) tiene sucesiones que

casi se dividen a la izquierda.

p ) A tiene sucesiones que casi se dividen a la derecha si y solo si D(A) tiene sucesiones que

casi se dividen a la izquierda.

q ) A tiene sucesiones que casi se dividen si y solo si D(.A) tiene sucesiones que casi se dividen.

Demostracion.
a)Seag:B — Atalque 14 = gf luego 1pay = D(14) = D(9f) = D(f)D(g).
b ) Es anélogo al inciso anterior. ¢ ) y d ) se siguendea )yb).

e ) Sea h: DY) — D(A) un morfismo que no es retraccién con Y € A. Al ser D pleno
existe a« : A — Y tal que D(«) = h, entonces por el inciso c ) se tiene que « no es seccién, de

modo que existe o/ : B — Y tal que el siguiente diagrama conmuta

A*f>B

|

Y
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Asi el diagrama

conmuta, es decir, D(f) es un morfismo derecho que casi se divide en D(A).
f ) Es anélogo al inciso anterior. g ) se sigue de e ) y f.

h ) Por la proposicién 1.1.34 se tiene que D(f) es un epimorfismo, ademas D(f) o D(g) =
D(go f) =D(0) =0. Sea h : X — D(B) tal que D(f)h = 0. Luego existen Y € A —mod y

¢ :D(Y) — X un isomorfismo, ya que D es denso, asi se tiene diagrama conmutativo

A . B
x lf’(fw)
Y,

de modo que por el lema 1.3.1 existe un Gnico morfismo 5 : C' — Y tal que Bg = D(hyp), de

modo que se tiene el diguiente diagrama conmutativo

D(Y)
)/
D(C) —— D(J/;)

D(g)

luego D(g)D(B)p~t = D(Bg)p~' = DD(hp)p ! = hpp™! = h. Ahora bien, sea 5/ : X — D(C)
tal que D(g)5’ = h, entonces D(g)5 ¢ = hp y asi gD(5'p) = D(hy), luego, por unicidad de 3
se tiene que D(B'¢) = 3, de modo que 3’ = D(3)¢~'. Entonces por el lema 4.1.4 se tiene que

D(C) P D(B) P D(A) es sucesion exacta corta.

i)Sesiguedeh)yg).

j ) Sea D(A)f—>B—g>D(C) sucesion exacta corta con A,C € A entonces por el

inciso e ) se tiene que CL@D(B)%C es sucesion exacta corta, luego D(B) € A, y

asi B=DD(B) € D(A).
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(/) D(9)
) —=D(E) —

k ) Sea P € A un objeto Ext-proyectivo en A. Sea 1 :D(A D(E D(F) €
Ext%)(A) (D(F),D(A)), entonces por el inciso h ) se tiene que D(7n) : AL g toFp ¢
Ext(F, A) de modo que f es retraccién ya que A es Ext-proyectivo, entonces D(f) es seccién
por el inciso b ) de modo que Extp, 4 (D,D(A)), es decir D(A) es Ext-inyectivo.

I) Es andlogoy m ) se siguede k )y 1).

n ) Sea D(X) inescindible y no Ext-proyectivo, de modo que por el inciso m ) se tiene que

X no es Ext-inyectivo en A y claramente es inescindible. Luego existe
X2y -2s7

una sucesion que casi se divide en A, y asi,

p(2) 2L piy) 2L prx)
es sucesion que casi se divide en D(A) por el inciso i ).
0 ) Esanédlogoy p)yq)sesiguenden)yo). |

Lema 4.1.5 Sea A como antes, « : 0 A ! B-2-C 0 conflacion en A y A =

Y & X con Y un objeto Ext-inyectivo en A entonces « es isomorfa a la suma directa

de la conflacién en A que se divide 0 y ey 0 0 y una conflacién en A

0 X E C 0.

Demostracion.

Como Y es Ext-inyectivo se tiene diagrama conmutativo

0—sA—t B9 .0~y

o
0y Wy e® ey
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de modo que Y = f((g)) ya que ¢f(y) = (g) Ahora bien para b € B consideremos el elemento
b— f((l) 8>q(b) y notemos que

0 (0= 1(g 3)a) = 0.0 o) - ar (] )ato)
uofor-( ¢ o
= 1.0 a®) - (5 )a®)
ooff) G-

es decir b — f([l) g)q(b) € Ker (1,0)qy asi B = f((g)) + Ker (1,0)q. Luegosi b € f((g)) N
Ker (1,0)q entonces

de modo que B = f((g)) @ Ker (1,0)q. Por otro lado (1,0)qf (()g)) = (1,0)((1))(0, 1)()0() =0,
es decir, f (()O()) C Ker (1,0)q. Asi « tiene una descomposicién

(¢ 5) (g1,0)

0—=X]Y C 0

Ker (1,0)g® f ((3))

Proposicion 4.1.6 Sea A contravariantemente finita (no necesariamente cerrada bajo extensio-
nes) y sean C' € A no Ext-proyectivoy B —9 - C un morfismo derecho que casi se divide en A.

Entonces d es un epimorfismo.

Demostracion.

Como C' no es Ext-proyectivo, existe sucesion exacta que no se divide

0— =Lt —0
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con L, M € A, luego M —2+C es un epimorfismo que no se divide, de modo que hay un
diagrama conmutativo:

M

8
C

LS

B—%-

de donde d es epimorfismo. |

Proposicion 4.1.7 Sea A covariantemente finita (no necesariamente cerrada bajo extensiones)
y sean A € A no Ext-inyectivo y A —'~ B un morfismo izquierdo que casi se divide en A.

Entonces i es un monomorfismo.

Demostracion.

Como A no es Ext-inyectivo, existe sucesion exacta que no se divide

0 Ao 9y 0

con L, M € A, luego A—L+ I es un monomorfismo que no se divide, de modo que hay un

diagrama conmutativo:

de donde 7 es monomorfismo. [ |

Definicion 4.1.8 Sean A,C € A.

= Decimos que A es A-inyectivo divisible si cualquier monomorfismo s : A — B, con B € A,

es una seccion.

= Decimos que C es A-proyectivo divisible si cualquier epimorfismo r: B — C', con B € A,

es una retraccion.
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Proposicion 4.1.9

= A-inyectivo divisible implica Ext-inyectivo.

= A-proyectivo divisible implica Ext-proyectivo. |

ejemplo. Sea A = y A la subcategoria plena de todos los A médulos proyectivos
kok k

finitamente generados.
Notemos que A es cerrada bajo isomorfismos, sumandos directos y extensiones.

Todos los objetos de A son A-proyectivos divisibles y Ext-inyectivos, pero el monomorfismo

il

no divisible

o

muestra que el proyectivo inescindible O::: K no es A-inyectivo divisible.

o

Proposicién 4.1.10 Sea 4l —~1 A-aproximacién derecha minimal de I, con I inyectivo en

A — mod, entonces r 41 es A-inyectivo divisible.

Demostracion.

Dado A : 741 — L monomorfismo con L € A existe, por inyectividad de I, ¢t : L — [ tal que
th = gr. Como g; es una A-aproximacion derecha existe v : L — r4[ tal que g;ju = t, de modo
que gyuh = th = g, luego por minimalidad de g; se sigue que uh es un automorfismo, asi que h

es una seccion.

Proposicion 4.1.11 Sea A contravariantemente finita (no necesariamente cerrada bajo ex-

tensiones) y sea M € A. Entonces existe un monomorfismo f : M — I con I A-inyectivo

divisible.
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Demostracion.

Sea 0 : M — I(M) la envolvente inyectiva de M. Como A es contravariantemente finita

tenemos un diagrama conmutativo

M ——I(M)

7l /
v gr(m)

ral (M)

de donde f es un monomorfismo vy, por 4.1.10 r4I (M) es A-inyectivo divisible. [ |

Proposicion 4.1.12 Sea I un A-inyectivo divisible y sea I = I @ I, entonces I, es A-inyectivo

divisible.

Demostraciodn.

f 0
0 1
Sea f : I; — A monomorfismo con A € A, luego I; & I, ——= A & [, también es monomor-
a B
v 0

fismo, asi existe A @® [, ——="I; & I, tal que

10 a B\ [f O af B

0 1 v o) \0 1 ~vf O

De modo que f es una seccion. [ |

Lema 4.1.13 Sea A contravariantemente finita (no necesariamente cerrada bajo extenciones) y
sea Iy € A un A-inyectivo divisible, entonces I, es sumando directo de r4I con I inyectivo en

A-mod.
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Demostracion.

Se verifica através del diagrama conmutativo:

[04>[ [0

/f.

110( TAI (o)

!l

Iy

91(19)

Corolario 4.1.14 Sea A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) entonces M

es A-inyectivo divisible si y solo si es sumando directo de r4I para I un A-mdédulo inyectivo.

Demostracion.

Se sigue del lema 4.1.13 y de las proposiciones 4.1.12 y 4.1.10. |

Proposicion 4.1.15 Sea A contravariantemente finita (no necesariamente cerrada bajo exten-

siones) y sean Iy, I, A-inyectivos divisibles, entonces I, 11 I es A-inyectivo divisible.

Demostracion.

Del lema 4.1.13 existen I] y I, tales que I @ I] = rqJ1 y Iy & I, = raJa, con J1 y Jy

inyectivos en A —mod , y asi Jy I1 J5 es inyectivo en A — mod. Por 2.1.11

([1 H[2)H([{ Hfé) = TAJ1 HT_AJQ

es una A-aproximacién derecha minimal de J; 1T J5 luego (I I 1) [T (I IT I}) es A-inyectivo
divisible por 4.1.10, de modo que I IT I5 es A-inyectivo divisible por 4.1.12. [ |

Corolario 4.1.16 La suma directa finita de objetos A-inyectivo divisibles es un objeto A-inyectivo

divisible. |
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P
Proposicion 4.1.17 Sea P A 4P A-aproximacion izquierda minimal de P, con P proyectivo

en A — mod, entonces 4P es A-proyectivo divisible.

Demostracion.

Dado h : L — 4P epimorfismo con L € A existe, por proyectividad de P, ¢t : P — L tal que
ht = f¥. Como f es una A-aproximacién izquierda existe u : [4P — P tal que uff =t, de
modo que huff = ht = f¥, luego por minimalidad de f se sigue que hu es un automorfismo,

asi que h es una retraccién. [ |

Proposicion 4.1.18 Sea A covariantemente finita (no necesariamente cerrada bajo extensiones)

y sea M € A. Entonces existe un epimorfismo g : P — M con P A-proyectivo divisible.

Demostracion.

Sea 7 : P(M) — M la cubierta proyectiva de M. Como A es covariantemente finita tenemos
un diagrama conmutativo
P(M)——M
7
fP(ILI)\L P /g

e

1AP(M)

e

de donde g es un epimorfismo y, por 4.1.17 |4 P(M) es A-proyectivo divisible. [ |

Proposicion 4.1.19 Sea P un A-proyectivo divisible y sea P = P, & P,, entonces P, es

A-proyectivo divisible.
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Demostracion.

g 0
0 1
Seag: A — P, epimorfismocon A € A, luego AP P, ——"P; & P, también es epimorfismo,
a B
oA
asi existe P, P,——=A® P, tal que
10 g 0\ [a B ga gp
0 1 0 1/ \~v o o)
De modo que g es una retraccién. [

Lema 4.1.20 Sea F, € A un A-proyectivo divisible, entonces P, es sumando directo de | 4P

con P proyectivo en A-mod.

Demostracion.

Se verifica através del diagrama conmutativo:

P(PO)L:PO

fP<P0)l P /g
7

laP(F)

Corolario 4.1.21 Sea A como antes (no necesariamente cerrada bajo extensiones) entonces M

es A-proyectivo divisible si y solo si es sumando directo de [ 4P para P un A-mddulo proyectivo.

Demostracion.

Se sigue del lema 4.1.20 y de las proposiciones 4.1.19 y 4.1.17. [

Proposicion 4.1.22 Sea A covariantemente finita (no necesariamente cerrada bajo extensiones)

y sean Py, P, A-proyectivos divisibles, entonces P, 11 P, es A-proyectivo divisible.
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Demostracion.

Del lema 4.1.20 existen P y P; tales que P, & P{ =14Q1y P, ® Py =14Q3. Con Q1 y Q2

proyectivos en A — mod , y asi Q1 I Q2 es un proyectivo en A — mod. Por 2.1.13

0

0 fP

Q1 I Qs 14Q1 1 14Q0 = (P I P) [1(P 11 Py)

es una A-aproximacién izquierda minimal de Q1 I1Q luego (P, 11 P2) IT (P} 11 Py) es A-proyectivo
divisible por 4.1.17, de modo que P, II P, es A-proyectivo divisible por 4.1.19. [

Corolario 4.1.23 La suma directa finita de objetos A-proyectivo divisibles es un objeto A-

proyectivo divisible. [ |

SECCIONES Y RETRACCIONES EN SUBCATEGORIAS

Definicion 4.2.1 Sean A€ Ay Z € A — mod. Un morfismo g : A — Z es una A-seccién si
g=hfparaf:A—=Vyh:V — ZconV € Aimplica que f es una secciéon. Un morfismo
f:Z — Aesuna A-retracciéonsi f =ghparah: Z -V yg:V — AconV € A implica que

g es una retraccion.

Observacion 4.2.2

a)Sig:A— Z es A-seccion entonces g es morfismo minimal derecho.

b) Sif:Z — A es A-retraccion entonces f es morfismo minimal izquierdo. <

Proposicion 4.2.3

a ) Un morfismo g: A — Z con A,Z € A es A-seccion si y solo si es una seccion.

a') Un morfismo f : Z — A con A, Z € A es A-retraccion si y solo si es una retraccion.
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b ) Un morfismo irreducible g : A — Z € A —mod con A€ Ay Z ¢ A es una A-seccion.
b’) Un morfismo irreducible f : Z — A€ A —mod con A€ Ay Z ¢ A es una A-retraccién.

c ) Sea A € A inescindible. Entonces existe A-seccion g : A — Z con Z ¢ A inescindible si y

solo si existe algiin morfismo minimal izquierdo que casi se divide f : A — B € A — mod

con B ¢ A.

¢’) Sea A € A inescindible. Entonces existe una A-retraccion f : Z — A con Z ¢ A inescindible

si y solo si existe algtin morfismo minimal derecho que casi se divide h : B — A € A\ — mod

con B ¢ A.

Demostracion.

a ) Si g es A seccién, la igualdad g = 129 implica que g es seccién. Supongamos ahora que
g es seccion, de modo que existe j : Z — A tal que jg = 14. Sig=hf para f: A—Vy

h:V — Z entonces (jh)f = 14, luego f es seccidén y g es A-seccion.
a’) Es andlogo al inciso anterior.

b)Sig=hfparaf:A—=Vyh:V — ZconV € A, entonces h no es retraccién ya que
A es cerrado bajo sumandos directos y Z ¢ A. Asi, al ser g un morfismo irreducible se tiene que

f es seccién, luego g es A-seccidn.
b’) Es analogo al inciso anterior.

c) =) Sea f: A — B un morfismo minimal izquierdo que casi se divide, de modo que existe
h: B — Z tal que g = hf, ya que g no es seccién al ser Z inescindible. Asi B ¢ A (de otra

forma f seria seccién lo que contradice la definicién de f).

=) Sea By @ - - - & B,, descomposicién de B en inescindibles. Como A es cerrado bajo sumas
directas existe ¢ € {1,...,n} tal que B; € A. Luego 7;f : A — B; es irreducible por el teorema

1.5.20, donde r; es la proyeccién candnica, asi, 7;f es A-seccién, por b).

c’) Es anélogo al inciso anterior. |
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Proposicion 4.2.4 Sea A contravariantemente finita entonces g : A — Z con A € A es A-
seccién si y solo si existe un morfismo ¢g' : A’ — Z con A" € A tal que (g,9') : AITA" — Z es

una A-aproximacién derecha minimal de Z.

Demostracion.
=) Sea gz : raZ — Z la A-aproximacién derecha minimal de Z, de modo que existe

f A — raZ tal que el siguiente diagrama conmuta

raZ 27

A
! : 9

A

luego f es seccidn y asi existe un isomorfismo (f, f') : AITT A" — r4Z, ademas como A es cerrada
bajo sumandos directos se tiene que A" € A. Luego (g,92f") : AL A — Z es A-aproximacion

derecha minimal de Z ya que el diagrama

conmuta paratodo h: X — Z con X € A.

«<)Seag=nhfparaf: A=V yh:V — ZconV € A, entonces existe (Z;) V= ATTA

tal que el siguiente diagrama conmuta:

asi el diagrama
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conmuta ya que

hif 0
(9,9 ( ) (ghif+g'haf,d")

hi+g'hs)f )

EZ s

hf,

=
= (9,9)-

Entonces, existe @ b AT A — AIT A tal que
v oo
10} (o« B\ (hf O B ahyf + Bhaf B B (ahy + Bho)f B
0 1 v 6] \haof 1 Yhif + dhof O (vhi + dho)f 6
de modo que f es seccidén y por lo tanto g es A-seccidn. [ |

Proposicion 4.2.5 Sea A covariantemente finita entonces f : Z — A con A € A es A-
retraccién si y solo si existe un morfismo f': Z — A’ con A’ € A tal que ( ) Z — AT A es

una A-aproximacion izquierda minimal de 7.

=) Sea f? : Z — I4Z A-aproximacién izquierda minimal de Z, de modo que existe

g :laZ — A tal que el siguiente diagrama conmuta

zZ
7.z
fl/;
A

luego ¢ es retraccion y asi existe un isomorfismo (5,) a2 — AIL A, ademas como A es cerrada

bajo sumandos directos se tiene que A’ € A. Luego ( ,fz> Z — AIl A’ es A-aproximacion
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izquierda minimal de Z ya que el diagrama

conmuta para todo h: Z — X con X € A.

<)Seaf=ghparah:Z —-Vyg:V — AconV € A, entonces existe (hy, hs) :

AIT A" — V tal que el siguiente diagrama conmuta:

f
75 g

h
Ag

v

asi el diagrama

f
S0

(7)
ghi ghsy
0 1

IT A
e )
IT

!/

A

s
f
/ ghif + gha f'
I /!

glhif + W))

s

conmuta ya que

f/

o)

fl

)L

(0
entonces, existe ( 6) cAITA — AIL A’ tal que

v 0

10 B ghi ghs| [ BB B ghia + ghoy  ghi 8 + ghad B g(hia+hay)  g(hiB + hao)
01 0 1 v 6 ¥ 4] y )

|
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de modo que g es retraccion y por lo tanto f es A-retraccién. [

Corolario 4.2.6 Sea A contravariantemente finita. Un médulo inescindible A € A es sumando
directo de r4Z para Z un A-médulo inescindible con Z ¢ A si y solo si existe A — B un

morfismo minimal izquierdo que casi se divide en A con B ¢ A.

Demostracion.

Se sigue de las proposiciones 4.2.3 y 4.2.4. |

Corolario 4.2.7 Sea A covariantemente finita. Un médulo inescindible A € A es sumando
directo de l 47 para Z un A-médulo inescindible con Z ¢ A si y solo si existe A — B un morfismo

minimal derecho que casi se divide en A con B ¢ A.

Demostracion.

Se sigue de las proposiciones 4.2.3y 4.2.5. [ |

SUBCATEGORIAS CERRADAS BAJO EXTENSIONES

Lema 4.3.1 Sea g € Homy(A, Z) entonces

a ) hay una tranformacion natural entre los funtores contravariantes Ext) (0, A) y Ext) (0, Z).

b ) hay una transformacion natural entre los funtores covariantes Ext}(Z,0) y Ext} (A, D).

Demostracion.

a ) Se debe probar que el diagrama

Exti (N, A) J Exti (N, Z)

Exti (M, A) Exti (M, 7)
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conmuta para todo A-morfismo f : M — N, donde Gy f son los morfismo inducidos por g y f

respectivamente.

Sean:A->L—~N € Ext} (N, A), g(n) se obtiene a través del diagrama de push—out

n A——~L—=N
|
g(n) Zz-~E-T-N

!
Y M

|
—
Q|
S
N
N
|
&

™
-

!
g(n) Z—-E-"-N
Andlogamente se tiene
fn): A=l M
|,
n: A< N
fn) Ao
i(fm):  z2-2-w M

2
&5
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existe un unico morfismo 0 : H' — E tal que O = do y O =« y asi del diagrama conmutativo

¢

A—H
g #\L \ 0
Z-2m N
AP
0 0
se tiene la conmutatividad del siguiente diagrama:
7(n) Aleg-om
|

existe un Gnico morfismo 0’ : H — E’ tal que o/0' = ¢' y o = 0. Luego del diagrama

conmutativo
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se tiene la conmutatividad del siguiente diagrama:

OE A gm
o). 4o
B f‘

g(n) : Z2-E-"~N

Asi, por la proposicién 2.3.13 de [G1] se tiene que f( ) g( n)) ya que ambos son

factorizaciones del morfismo

¢ ¢’

A—H —M
g 6crl f
Z7-—2sFE-ToN

b ) Se debe probar que el diagrama

Exti(Z, M) Exth (A, M)
7 7
Exzti(Z,N) Exth(A,N)

conmuta para todo A-morfismo f : M — N, donde Gy f son los morfismo inducidos por g y f

respectivamente.

Sea n: M-~ L—>7 c Exth(Z, M), (n) se obtiene a través del diagrama de push —

out

h

E M ——

! )

4>Z

f(n): N g Tz

-

g<f(n)> : Ly 5 |

/6 g

Fn) - N-E-T-7



SECCIONES Y RETRACCIONES EN SUBCATEGORIAS 131

Analogamente se tiene

g M- H- Y4
|
n M—<~1L--7
g(n) M- A
1
f<g(77)) N2 L/>A

g(n) M —H—
1,
7(atm) N [y
|
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De la misma forma del diagrama conmutativo
H ¢
o
\ / \\
E 2“5 A
o
|

existe un Gnico morfismo ¢ : H — FE’ tal que o/0' = ¢ y do = [(6'. Luego del diagrama

0
\w

0\ B -~ A

conmutativo

———

\\fi , gi

E—1s7
se tiene la conmutatividad del siguiente diagrama:
g(n) : Y Ay -
|
g(f(n)) : N—°-F A
1,
Fn): N-E 7

Asi, por la proposicién 2.3.13 de [G1], se tiene que f(g(n)) ~ g(f(n)) ya que ambos son

factorizaciones del morfismo

M-tog-?. 4
do

g

~

/

N-'-p 1.7

Lema 4.3.2 Sean A como antes, M € A —mod y f™ : M — I4M una A-aproximacién
izquierda minimal de M entonces

Exty (fM,0): Exty(1aM,0) 4 — Exty(M,0)4

es un monomorfismo de funtores covariantes.
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Demostracion.

Considere el diagrama conmutativo exacto

0 N W —I= 1M 0

en A —mod con N € A de tal forma que 0 N V=M 0 se divide. Luego
existe morfismo o : M — V tal que ae/ = 1y, y asi gBa’ = fM. Como A es cerrado
bajo extensiones se tiene que W € Ay asi existe morfismo h : [4M — W tal que o’ =
hfM. Entonces fM = gBa’ = ghf™ de modo que gh es isomorfismo debido a que fM es
morfismo minimal izquierdo, luego g es retracciény 0 N W —2=14M se divide. Esto
prueba que Extk(fM,N): Exti(iaM,N) — Exth(M,N) es un monomorfismo de R-médulos

y asi Exty(fM,0) : Exty(laM,0O) 4 — Extj(M,0)4 es un monomorfismo de funtores

covariantes. [ |

Lema 4.3.3 Sean A como antes, M € A—mod y gpr : T4 M — M una A-aproximacion derecha

minimal de M entonces
Ext) (O, gu) : BExty (0,74 M )4 — Exty (0, M)4
es un monomorfismo de funtores contravariantes.

Demostracion.

Considere el diagrama conmutativo exacto

00— ML oW N 0

w|

0 M—-V—=N—0

en A —mod con N € A de tal forma que 0 M=V N 0 se divide. Luego

existe morfismo o' : V. — M tal que &/a = 1), y asi &/Bf = gy. Como A es cerrado

bajo extensiones se tiene que W € A y asi existe morfismo h : W — r,M tal que o/ =
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gumh. Entonces gy = o/Bf = guhf de modo que hf es isomorfismo debido a que g, es
morfismo minimal izquierdo, luego f es seccién y OHTAML>W*>N se divide. Esto
prueba que Exti (N, gy) : Exti (N, r4M) — Exti (N, M) es un monomorfismo de R-médulos
y asi Exty(0,gm) : Exty(O,raM) 4 — Exty(0,M)j4 es un monomorfismo de funtores

contravariantes. [ |

Observacion 4.3.4 Para M un A-modulos T (M) = D Tr M y o(M) = Tr D (M), donde
D es la dualidad presentada en el teorema 11.3.3 de [ARS1] y T'r es la transpuesta de M. (ver
capitulo 1V de [ARS1]).

Proposicion 4.3.5 Sean M € A —mod y g-pr : maTM — 7M una A-aproximacién derecha

minimal de TM entonces Exty(M,0)4 = 0 si y solo si Exty(M,r mM) = 0.
Demostracion.
=) es inmediato ya que r47M € A.
<) Supongamos que Ext)(M,0) 4 # 0, es decir, existe sucesién que no se divide,
B

0 N —>W M 0,

con N € A, asi, 1)y : M — M no se factoriza a través de 3 y por el corolario IV, 4,4 de [ARS]]
existe un morfismo j : N — 7M que no se factoriza a través de «, el cual, induce el siguiente

diagrama conmutativo

0 N—ew o p 0
T
0——s71M Vv M 0.

Ahora, como N € A se tiene que j = g,prh para algiin morfismo h : N — r47M, de tal forma

que se tiene el siguiente diagrama conmutativo

0 N——=W M 0
|

0——=rytM E M 0
o

0——71M % M 0
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Por hipétesis 0 —=r47M — = FE M 0 se divide, de modo que existe morfismo

8 E—ratM tal que 0’0 = 1, -1 y asi, j = grmh = grpm6'6h = g-p6'yar lo que contradice
la definicién de j. Luego, Ext)(M,0) = 0. |

Lema 4.3.6 Sea g: A — Z un A-morfismo con A € A y tal que
Ext)(O,g) : Exty (0, A)ja — Eaxt) (O, Z)ia
es un monomorfismo de funtores contravariantes.
a) SiExti(cZ,A) =0, entonces A es Ext-inyectivo en A.

b)) SiocZ € A, entonces Ext}(cZ, A) = 0 si y solo si A es Ext-inyectivo en A.

Demostracion.

B

a) Sea 0 A—*-~B C 0 una sucesion exacta con C' € A, y sea 7 su clase

correspondiente en Ext)(C, A). Sea h: 0Z — C un morfismo, asi del diagrama de pull — back

0 A E o/ 0

L, b

0 A—~B C 0

B

se tiene que h se factoriza a través de (3 ya que 0 A E o/ 0 se divide.

Asi por el resultado dual al corolario 1V, 4,4 de [ARS1] se tiene que todo morfismo A — Z se
factoriza a través de a, en particular el morfismo g, de modo que existe v : B — Z tal que

vya = g. Luego del diagrama de push — out

0 A—=B

|

0 Z L C 0

se tiene que 0 A L C 0 se divide ya que el diagrama
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conmuta. Se sigue que Ext)(C,g)(n) =0y asi n = 0 ya que Ezt}(C, g) es un monomorfismo.

Por lo tanto A es Ext-inyectivo en A.

b ) Se sigue de a ) y la definicion 4.1.1. |

Lema 4.3.7 Sea g: A — C una A-seccién entonces
Ext}\(D,g) : Ext}\(D,A)‘A — Emt}\(D, C)a
es un monomorfismo de funtores contravariantes.

Demostracion.

Considere el diagrama exacto conmutativo

0—>A—~B—>D—>0
5
0—>C-—"B—~D—>0

donde la sucesion inferior se divide, de modo que existe 3’ : B' — C' tal que g = 'ha 'y asi « es
seccién ya que A es cerrada bajo extensiones. Luego Ext (], g) es un monomorfismo de funtores

contravariantes. [ ]

Teorema 4.3.8 Sean A como antes, A cerrada bajo extensiones, C' € A inescindible y no

Ext-proyectivo en A y g.¢ : r47C — 7C' una A-aproximacion derecha minimal de 7C

a ) Ext)(C,r47C) tiene un soclo simple como Endy(C)°P-mddulo.

b)ratC = A®Y con A inescindible, Y Ext-inyectivo en A y Exth(C, A) tiene un soclo

simple como Endx(C)°P-médulo.

¢ ) Existe un diagrama exacto conmutativo

a:0——=ryrC
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donde 3 es sucesién que casi se divide en A — mod, g es morfismo derecho que casi se

divide en A y t es A-aproximacién derecha minimal de F. La sucesién « es isomorfa a la

. . .. 1
suma directa de la sucesion exacta que se divide 0 Yy Y 0 0 yuna

sucesion 0 ALs-sg ¢ 0 que casi se divide en A.

Demostracion.

a ) Por el lema 4.3.3 se tiene que Fzt} (0, g,c) : Exty(0,r47C) — Ext)(0,7C) es
un monomorfismo de funtores contravariantes ya que A es cerrado bajo extensiones. Luego
Ext}(C, g,¢) : Exty(C,r7C) — Exty (C,7C) es un monomorfismo de R-médulos y, por el
lema 4.3.1, es un monomorfismo de End,(C)°?-mbdulos. Por otro lado como C' no es Ext-
proyectivo en A entonces por la proposicién 4.3.5 Ext}(C,r47C) no es cero y tiene soclo
distinto de cero, ademéas como C' no es proyectivo de la proposicién V2,1 de [ARS1] se tiene
que Ext} (C,7C) posee un soclo simple como Endy(C)°P-médulo. Asi Ext} (C,r47C) tiene un

soclo simple como End,(C')°’-médulo.

b)SiratC =A & ---®A,,, donde A; es inescindible para j = 1,...,m, entonces la
imagen del monomorfismo Ext}(C, g,c) es un Endy(C)°P-submédulo de Exth (C,7C') isomorfo
a Eat) (C,ratC) = @jL, Exty(C, A;)). usando la aditividad del funtor Exty (C,0) : A—mod —
End,(C)°? — mod. Ahora bien, por a ) existe precisamente una i tal que Ext}(C, A;) # 0 tiene
un soclo simple como End(C)°P-médulo, y Ext) (C, A;) = 0 para j # i. Esto sugiere tomar
A=A;yY =@, Aj. Por la proposicién 4.2.4 se tiene que g,¢,, : Y — 7C' es una A-seccién
y asi Ext}\(D,chly) es un monomorfismo de funtores contravariantes por el lema 4.3.7. Luego,

aplicando el lema 4.3.6 se tiene que Y es Ext-inyectivo en A.

c)Sea a:0——=ry7C I .p-2.-¢C 0 sucesién exacta que no se divide cuya clase

de equivalencia pertenezca al soclo de Ext}(C,r47C) como Endy(C)°-médulo, entonces se

tiene diagrama conmutativo

a:O—>rATCf B—2-C 0
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donde /3 pertenece al soclo de Ezt} (C,7C) como Endy(C)°P-médulo ya que Ext} (C, g,c) es
monomorfismo, de modo que por la proposicion V,2/1 de [ARS1] /3 es sucesion que casi se divide
en A — mod. Ahora bien, como C'y r47C" € A entonces B € A ya que A es cerrada bajo
extensiones y si h : X — C no es retracciéon con X € A entonces g,c(ah) = (g-ca)h = Sh se
divide ya que 3 es sucesién que casi se divide en A —mod, y asi ah se divide ya que Ext}(C, g,¢)
es monomorfismo, luego h se factoriza a través de g, es decir, g es morfismo derecho que casi se
divide en A y por el lema 2.1.10 inciso b ) ¢ es una .A-aproximacién derecha minimal de F'. Por

otro lado por el lema 4.1.5 « es isomorfa a la suma directa de las sucesiones

0 y Yoy 0 0

o0 ALtop . C 0

donde ¢ es morfismo tal que el siguiente diagrama conmuta

B-—2-C

| A

E

y asi ¢ es morfismo derecho que casi se divide en A y por la proposicién 1.5.13, se tiene que o' es

sucesion que casi se divide en A. [ |

Corolario 4.3.9 Sea A subcategoria de A — mod contravariantemente finita y cerrada bajo

extensiones entonces en A hay sucesiones que casi se dividen a la derecha.

Demostracion.

Se sigue del teorema 4.3.8. |

Corolario 4.3.10 Sea A subcategoria de A — mod covariantemente finita y cerrada bajo exten-

siones entonces en A hay sucesiones que casi se dividen a la izquierda.

Demostracion.

Se sigue del corolario 4.3.9 y de la proposicién 4.1.4. [ |
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Corolario 4.3.11 Sea A subcategoria de A—mod funtorialmente finita y cerrada bajo extensiones

entonces en A hay sucesiones que casi se dividen.

Demostracion.

Se sigue de los corolarios 4.3.9 y 4.3.10. |

4.4 EL EJEMPLO DE IGUSA, SMALZ Y TODOROV

Sea k un campo algebraicamente cerrado. Considere la k-algebra k() asociada al carcaj:

e N\
N

Y

Q: -

Sea A; = kQ/I donde I es el ideal bilateral generado por los elementos 37, ay y ya. De esta

forma A es una k-algebra de dimensidn seis sobre k, asi A; es una k-algebra de Artin.

Los Ai-modulos proyectivos inescindibles son:

0 (G o)

/“\ m
Pk 0 k y Pg:k2<&k2.
\/ \/
' ()
Los A;-médulos simples son:
0 0
G F 0N G 0,
1k y h: 0~——k.
\6/ \5’/
Los A;-mddulos inyectivos inescindibles son:
(1,0) (0,1)
£ oy o0
L i hk=—"— k? y Iy k<=—""— k%
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Observacion 4.4.1 Existe un epimorfismo candnico de k-algebrasn: Ay — T', donde T es la k-
algebra de Kronecker definida en el capitulo dos, asi el funtor restriccion F,, : I'—=mod — Ay —mod

es fiel y pleno por el Teorema de Silver (ver [Sill], [BSZ1] y [CP1]). Ademas

5l U V]|=U<~—2>—V

Observacion 4.4.2 Si 11 : 0 Al.pt.¢ 0 es sucesion exacta entonces

Fyln) 0 —= Fy(4) == F(B) = F,(€) —0

también es exacta. Ademas J, (1) se divide si y solo si ju se divide.

Proposicion 4.4.3 Si M € A, — mod es de dimension proyectiva finita entonces M tiene

dimension par sobre k.

Demostracion.

Se sigue del lema 1.2.4 ya que P, y P, tienen dimension par sobre k. [ |

Observaciones 4.4.4

51,59, I y I no pertenecen a fpd.
» F,(Qn) no pertenece a fpd para todan € N.

» F,(Jn) no pertenece a fpd para todan € N.

» Abusando de la notacién se tomara M} = F, (M) paran € N yc e kU {oo} <
M

Lema 4.45 Si U N V. es una representacion de un Ai-médulo C, entonces existe un
L

monomorfismo j : P, — C si y solo si L # 0.
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Demostracion.

=) Sea f = (fi1, f2) : PL — C monomorfismo. Si L = 0 entonces para todo ¢ € k se tiene

que fo(c) = Lfi(c) = 0, de modo que f, no es un monomorfismo, lo que contradice la definicién
de f.
&) Sea u € U tal que v = I(u) # 0. Para ¢ € k se definen fi(c) = cuy fo(c) = cv, asi
Lfi(c) = L(cu) = cL(u) = cv = f5(c)
M fo(c) = M(cv) = McL(u)] = ML(cu) = 0
N fo(¢) = N(ev) = NjeL(u)] = NL(cu) = 0.

De modo que f = (f1,f2) : P1 — C es un morfismo de A;-médulos, ademas f; y fy son

monomorfismos, es decir, f es un monomorfismo. [ |

Lema 4.4.6 Sea M € Ay — mod entonces existe una sucesién exacta

donde m e NU{0} yC € Im F,.

Demostracion.
Si M € Im F, entonces la sucesion exacta corta 0 — M —— M es la que se requiere.

Si M ¢ Im F,, por el lema 4.4.5 existe un monomorfismo j; : P, — M, luego se tiene
sucesién exacta corta P, —> M —~ Cok j; . Si Cok j, € Im J, entonces se concluye la
prueba, de lo contrario exsite monomorfismo j, : P, — Cok j;, asi se tiene el siguiente diagrama

conmutativo
Py
i 7 J{
Ve ]2
k/ .
M ? Cok N
Ahora, sean p,q € P tales que j1(p) — j5(q) = 0, entonces ja2(q) = m1j5(q) = m1j1(q) = 0, de

modo que ¢ = 0, luego p = 0, es decir (ji,75) : P, I P, — M es un monomorfismo. Asi se tiene



142 Sergio S. Chan Castro

la sucesion exacta corta

PP — 9B ok () L)

Note que [(M) > [(Cok j) > l(C’ok (jl,jg)), Asi procediendo recursivamente se obtiene el

resultado. [ |
Observacion 4.4.7 M € fpd si y solo si C' € fpd. <

Proposicion 4.4.8

i) Parac € k existe sucesion exacta

0 P, P, M 0

i) Paran € N existe sucesion exacta

n—1 n
oﬁxslu(]_[1%)]152%]_[}72 M 0

=1 =1

Demostracion.

i ) Se verifica a través de los siguientes diagramas conmuativos:

P k<————k
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ii ) Sea e, ; la i-j-matriz elemental'. Sea n € N, considere los siguientes diagramas:

Donde

0
SlLI(HPl)HSQi k" k™
X
A B
y
n /"\
H P, L2n Z L2n
i=1 \_’/
z
C D
I
/Jn\
n n 0 n
M2 kK" <—————k
\9//
n—1 n—1
A=emym1+ Z €2n—2j+1n—j+1 — Z €2n—2jn—j+1;
i=1 j=1
n
B =) emjiry
=1
n n—1
C=> ejz-1+ Y €12,
j=1 j=1
n
D = Z €4,25—15
Jj=1
n—1
X' =2 i1
i=1
n
Y = Z €25-1,2j—15
=1
n
Z =7 esaj1,

.
I
—

I es |la matriz identidad y Ji' es la matriz de Jordan de tamafio n.

1Tiene el elemento uno en la posicién i, j y cero en las demas entradas

143



144 Sergio S. Chan Castro

Se probara que las parejas (A, B) y (C, D) son Aj-morfismos.

n n
YB = Zezj—l,Qj—l €oan—2j4+2,5 | = 0
Jj=1 Jj=1
n n
ZB = |3 e2j2j1 €an—2j42,5 | =0
Jj=1 Jj=1
n n—1 n—1
ZA = Z €252j-1 | | €2n1 + Z €2n—2j+1n—j+1 — Z €2n—2j,n—j+1
Jj=1 Jj=1 Jj=1
n n—1
- Z €2;,2j-1 Z €2n—2j+1,n—j+1
j=1 j=1
n—1
= Z €2n—2j+2,n+1—j
J=1

n n—1
= | 2 ean2ji2 | (2 €imiry | = BX
=1 =1

n n—1 n
Y = Z €j2j-1 T Z €j+1,2j Z €25-1,2j—1
j=1 j=1 j=1

3

n
= Z €5,2j—1 Z €25—1,25—1
i= =
n
=D €j21|=D
i=
n n—1 n
CZ = > o1+ e | | D e
= i= =

n—1
= Z €541,2j €25,2j—1
j=1 j=1

n—1
= Z €j+1,25-1
j=1

n—1
n
= > ey €j25-1 | =Jg D
=

J=1

€252j—1 | = 0
1

n

J

DZ = | ¢z (
j=1
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Ademas,
n n—1 n—1 n—1
CA= Z €j2j-1 + Z €j+1,2j | | €2n,1 + Z €on—2j+1n—j+1 — Z €2n—2jn—j+1
J=1 j=1 j=1 j=1
n n—1 n—1 n—1
Z €52j—1 Z €on—2j+1,n—j+1 | — Z €j+1,25 Z €2n—2jn—j+1
j=1 j=1 j=1 j=1
n n—1
= Z Cjn—(n—j+1)+1 — ZeJHn (n—j)+
Jj=2 Jj=1
n n—1
= Z Z €jr15+1 =0
n
Z €521 Z ean—2j+25 | =0,
: j:l
2n
es decir, Im A C Ker C'y Im B C Ker D. Ahora bien, sea Z brer € Ker C, entonces
k=1
n—1 2n
0= (St T e ) (Lner)
7=1 j=1 k=1
n n—1 2n
= Zea 2j—1 <Z bk€k> + Z€j+1,2j (Z bk€k>
j=1 j=1 k=1
n n—1
= Z baj—1€; + Z baj€js
j=1 j=1

de modo que, by = 0y byj = —bgjy1, paraj =1,--- ,n. Asi, tomando z = (bgnel — Z bgj_2€j> ,
=2
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se tiene que

n—1 n—1 n
Ax = (€2n,1 + Z €2n—2j+1,n—j+1 — Z €2n2j,nj+1> <b2n€1 - Z b2j2€j)
J=1 J=2

j=1
n—1 n n—1 n
= banean + Z €2n—2j+1,n—j+1 - Z b2j72€j - Z €2n—2j,n—j+1 - Z b2j72€j
j=1 =2 j=1 =2
n—1 n—1
= ban€an — Z bon—2j€2n—2j41 + Z bon—2j€2n—2;
j=1 j=1
n—1 n—1
= b?n€2n - Z b2n72(nfk)62n72(nfk)+l + Z b2n72(nfk)e2nf2(nfk)
k=1 k=1
n—1 n—1
= baneon — Y bor€ari1 + Y bareor
k=1 k=1
n—1 n—1
= boneon + > — (—bopr1) €2ps1 + Y bopeay,
k=1 k=1
n—1 n—1
= boneon + > bokr1€2e41 + Y bor€ok
k=1 k=1

2n
= Z bkek
k=1
es decir, Ker C C Im A. De forma analoga se prueba que Ker D C Im B. [ |

Corolario 4.4.9

» M” infpd para todac € k y todan € N.

= M7 no pertenece a fpd para todan € N. [ |

Proposicion 4.4.10 Sea M un Ay-médulo inescindible no isomorfo a Py. Entonces M € fpd si

m

y solo si existe una sucesién exacta 0 182} M C 0, donde m € NU {0}
i=1

yC =M IL--- 1T M para ndmeros naturales t,ny,...,ny yci,...,¢ € k.

Demostracion.

Se sigue del lema 4.4.6, la observacion, 4.4.7 y la proposicién 4.4.9.
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Proposicion 4.4.11 M € fpd si y solo si M € pd;

Demostracion.

Por la proposiciéon 4.4.10 existe sucesién exacta 0 H P M C 0 y por
i=1
el lema 1.2.14, se tiene que M € pdy, ya que M € pd, para todac € kytodan € N. [ |

Corolario 4.4.12 Sea M un Ay-médulo inescindible en fpd. M es Ext-proyectivo en fpd si y
solosiM = P, o M = P,.

Demostracion.

M € pd por la proposicion 4.4.11, asi se tiene sucesion exacta 0 1 Qo M
donde Q1 y )y son A;-mddulos proyectivos. Luego, al ser M un objeto Ext-proyectivo en fpd,
se tiene que Qo = @) II M, de modo que M es proyectivo y al ser inescindible se concluye la

prueba. [ |

Proposicion 4.4.13 En fpd no hay objetos Ext-inyectivos.

Demostracion.

Sea M € fpd inescindible y Ext-inyectivo. Entonces M 2 P, y por el lema 4.4.10 se tiene la

sucesion exacta 0 —— H P M C 0 donde C = MZVID--- I M2 Luego, de
i=1
la proposicién 2.2.15 y de la observacién 4.4.2 se tiene la sucesién exacta de A;-mddulos que no

se divide

fnq Inq

n1+1 ni—1 n
ML I M-t 2y

0 M
de modo que se tiene el diagrama conmutativo

fnl gn
ni ni+1 ni—1 1 n
0— M" M+ MM 2y

1 i

0 C X MM ——0

O '
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de donde la sucesién inferior no se divide. Por otro lado de la sucesién exacta larga covariante

0 —— Homn, (Y, [[ P) —= Homa, (Y, M) — Homa, (Y, C)
i=1 J

Euxty (Y, H P) —— Exty (Y,M) —— Euxt} (Y,0)
i=1 )

Ext?\l(Y, H P)—— Extil Y, M) —— Ext?\l(Y, )
i=1 Y

Extxl((Y, H P)—— Exty (Y, M) —— Ext} (Y,C)

i=1 J

para Y € fpd se obtiene la sucesién exacta

J

Exty (Y, ][ P1) — Ext} (Y, M) —= Eaxt} (Y,C) —0

i=1
y al ser M un objeto Ezt-inyectivo en fpd se concluye que Exty,(Y,C) = 0 lo que es una

contradiccién para Y = M. [ |

Corolario 4.4.14 Sea N un Ai-mddulo tal que N ¢ fpdy Exty, (X, N) = 0 para todo X € fpd.

Entonces N no tiene una fpd-aproximacién derecha.

Demostracion.

Sean ry : Nypg — N una fpd-aproximacién derecha minimal de fpdy f : P — N la cubierta
proyectiva de N, entonces f se factoriza a través de ry y asi Ny,q # 0. Por otro lado, para
X € fpd se tiene que Exty, (X,ry) : Exty, (X, Nppa) = Extp, (X, N) es un monomorfismo
por el lema 4.3.3, de modo que Extp, (X, Nypa) = 0y asi Ng,q s un objeto Ext-inyectivo en

fpd lo que contradice la proposicion 4.4.13. [ |
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Proposicion 4.4.15 E/ Ai-mddulo Sy no tiene una fpd-aproximacion derecha.

Demostracion.

Considere la siguiente sucesién exacta corta:

P k<———%k

Sy 0<—k%

Asi, de la sucesion exacta larga covariante, se tiene la sucesion exacta
Exty, (X, P1) — Exta, (X, L) = Exty, (X, S) = Ext} (X, P),

de modo que si X € fpd, entonces Exty, (X, S) =0y por el corolario 4.4.14 se tiene que Sy

no tiene una fpd-aproximacién derecha. [ |

Corolario 4.4.16

= fpd es covariantemente finita en Ay — mod pero no es contravariantemente finita.

= fpd es homolégicamente finita en A1 — mod, pero no es funtorialmente finita. [ |
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Proposicion 4.4.17 P, no tiene morfismo derecho que casi se divide.

Demostracion.

Considere el siguiente monomorfismo: j : Sy — P;

Como la dimensién de P, sobre k es dos, entonces Sy es el tinico submodulo no trivial de P;.

Si g : X — Py es un morfismo derecho que casi se divide en fpd, entonces se tiene diagrama

conmutativo

j

X T> P1~
Sea v :Y — Sy un morfismo con Y € fpd entonces jv no es retraccién, y existe v : Y — X tal
que jv = gu, luego jwu = gu = jv, de modo que wu = v, es decir, w es una fpd-aproximacion

de S5, lo que contradice la proposicion 4.4.15. [ |

Corolario 4.4.18

= fpd no tiene morfismos derechos que casi se dividen.

= fpd no tiene morfismos que casi se dividen. |

Observacion 4.4.19 fpd tiene debilmente sucesiones que casi se dividen, pero no tiene sucesiones

que casi se dividen. <



5.1

CAPIiTULO

Sucesiones que casi se dividen en las categorias

M(A), p(A) y p'(A)

En esta seccién A es una R-algebra de Artin sobre R un anillo artiniano conmutativo. Se
definirdn la categoria M(A) de morfismos de A-médulos y las subcategorias m(A), P(A), p(A),
p'(A) y p*(A). Se determinaran los objetos inescindibles de p(A), asi como los objetos Ext-
proyectivos y Fxt-inyectivos en la subcategoria p(A). Se concluye con la formula para determinar

todas las sucesiones que casi se dividen en la categoria p(A).

LA CATEGORIA DE MORFISMOS M (A)

Definicion 5.1.1 Se define la categoria M(A) de morfismos de A-Mod en objetos como las
ternas (X; , Xy, ¢x), donde X; y X, son A médulos izquierdos y px € Homy (X1, X3). Un
morfismo f: X — Y € M(A) es el par (fi1, f2), donde f; € Homa(X;,Y;) para i € {1, 2}, tales
que ¢y f1 = fapx. La composicién en M(A) es componer en cada componente. P(A) es la
subcategoria plena de M(A) cuyos objetos son los morfismos entre A médulos proyectivos. m(A)
es la subcategoria plena de M(A) cuyos objetos son los morfismos entre A-médulos finitamente

generados. De la misma manera se define p(A) como la subcategoria plena de M(A), cuyos

151
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objetos son los morfismos entre A-mddulos proyectivos finitamente generados.

Observaciones 5.1.2

~ A O
La categoria m(\) es isomorfa a la categoria ;C donde A = ( ) :
A A

0
), donde P es

= La categoria p(A) es isomorfa a la subcategoria 5C de ;C con P = (
AP

el conjunto de los A-médulos proyectivos.
= La categoria M(A) adquiere una estructura exacta natural a través de la categoria A — Mod.

» Las categorias P(A), m(A) y p(A) heredan de M(A) una estructura exacta al ser, todas,

cerradas bajo extensiones. <

Considere, para un A médulo proyectivo P, los siguientes objetos de P(A):
S(P)= (P, 0,0), UP):=(P, P, 1p) y T(P):=(0, P, 0).

Y para i € {1,2} denotamos por F; : P(A) — A — Mod la proyeccién definida por F;(X) = X;
para todo objeto X : X; — X € P(A) y E((fl,fg)) = f; para todo morfismo (f1, f2) € P(A).

Observacion 5.1.3 Si P es inescindible en A — Mod, entonces los objetos U(P), S(P) y T(P)

son inescindibles en P(A). <

Lema 5.1.4

a ) Los funtores Hompx)

c ) Los funtores Homp(a)

b ') Los funtores Hompx) (D, U(P)
d ) Los funtores HOm'p(A)(
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Demostracion.

a)Para X = X; 2> X, € P(A) se define nx : Homp()(U(P), X ) — Homa (P, Fi(X)) =
HomA(P, X1> como nx ((gl,g2)) = g1. Claramente 71y es un isomorfismo para toda X € P(A).

Sean A:= A=Ay, B:= B, -2=By, € P(A)y (f1, f2) € Hompa)(A, B) se debe

probar la conmutatividad del siguiente diagrama

Homp(a (U(P), A) . Homy (P, Al)

(f1,f2)*l ifl*

Homp) (U(P), B) == Homy (P, B).
Sea (g1, 92) € Homp(A)<U(P),A) entonces

(5 0 (f1, f2)) ((91,92)) = ns((fr o g1, fr0 90))
=hoa
= f1.(g1)
= (. oma)((91, 92))

b ), c)yd) son analégos. |

Lema 5.1.5 Sea X := X; =~ X, € P(A) entonces
(4) (f's 9

es una conflacion en P(A), donde

f=00,9x): T(X1) = T(X>)
9=1(0,-1x,) : T(X1) = U(X1)
'=0,1x,): T(Xs) > X
9 =(lx, ox) : UX1) = X
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Demostracion.

(g) y (f’,g’) son morfismos en P(A) debido a la conmutatividad de los siguientes diagramas

0 0 X, X, 1 X,
l ) Js) ()| Jex
(71};1) (1X2790X)

X, Xy & X, Xy & X, X,
(;) (f'.9")

Asi se debe probar que las sucesiones

1x,

X4

(_ﬁil) (1X27§0X)

Xi— X0 X — X,

son exactas cortas.

Claramente la sucesién superior es exacta corta, (_‘if{ ) es monomorfismo y (1x,,vx) es
1

epimorfismo, luego de la composicién (1X2,¢X)(_ﬁ?;l> =lx,ox +ox(—1lx,) = ox —ox =

0 se tiene que Im ( ** ) C Ker (1x,,px). Ahora bien sea (z5,21) € Ker (lx,,px) de
1X1 2 2

modo que w5 = —x (11), luego (z2,71) = (—px (1), 71) = (px(—m1),71) = (5% )(=21).

_1X1

Asi Im (_ﬁf{ ) = Ker (1x,,¢x)-. [

Lema 5.1.6 Sea X := X; =~ X, € P(A) entonces

O,

(', )

U(X3) @ S(X;) — S(X»)
es una conflacién en P(A), donde

)X o U(X)

)X - S(X))
= (1x,,0) : U(X3) — S(Xs)

) 1 S(X1) = S(Xz)
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Demostracion.

Es analégo al lema 5.1.5. [ |

Lema 5.1.7 Todo objeto Ext-inyectivo en P(A) es isomorfo a un sumando directo de U(Q) &
S(Q'") para A-médulos proyectivos Q y (), como consecuencia los objetos Ext-inyectivos ines-
cindibles en P(A) son los objetos isomorfos a U(P) o S(P) para algiin A-médulo proyectivo

inescindible P.

Demostracion.

Sea X := X; 5~ X, un objeto Ext-inyectivo en P(A) por el lema 5.1.6 se tiene conflacién

X & U(X,) @ S(X,) o) S(X3)

de modo que X es sumando directo de U(X3) & S(X3).

Sea P proyectivo y sea

una sucesién exacta en M(A) con ¢y € P(A), de modo que P X, .Y, es una sucesién
exacta en A — Mod con Y3 un proyectivo, de modo que existe h : x5 — P tal que hfy = 1p,

luego el siguiente diagrama conmuta

X, 2% p
‘PX\L ll
X, s p,
ademés hp X f1 = hfy = 1p, de modo que la sucesién se divide y entonces U(P) es Ext-inyectivo

en P(A).

Por otro lado, si
p f1 X, g1 Y,

| W

0 0 X2 g2 Yé
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es una sucesion exacta en M(A) con ¢y € P(A), entonces Pi>X1 2~ Y} es una sucesién
exacta en A — Mod con Y] un proyectivo, de modo que existe h : X; — X tal que hf; = 1p,

luego S(P) es Ext-inyectivo.

Se sigue, por el lema 5.1.4, que los objetos U(P) y S(P) son Ext-inyectivos (Ext-inyectivos

inescindibles) en P(A) para P A-médulo proyectivo (proyectivo inescindible).

Luego si X es Ext-inyectivo inescindible en P(A) entonces es isomorfo a U(P) o S(P) para

P un A-mddulo proyectivo inescindible. [ |

Lema 5.1.8 Todo objeto Ext-proyectivo en P(A) es isomorfo a un sumando directo de U(Q)) &
T(Q'") para A-médulos proyectivos ) y @', como consecuencia los objetos Ext-proyectivos
inescindibles en P(A) son los objetos isomorfos a U(P) o T'(P) para algin A-médulo proyectivo

inescindible P.

Demostracion.

Es analogo al lema 5.1.7. |

Definicién 5.1.9 Denotaremos por p'(A) la subcategoria plena de p(A) que consiste de las
ternas (P, Q, ¢), donde ¢ : P — @ es un morfismo de A médulos con imagen contenida en r(Q).
La subcategoria plena de p'(A) que consiste de las ternas (P, Q, ¢) tal que ker(yp) C rP es
denotada por p?(A).

Observacién 5.1.10 Si X; —2~ X, € p%(A) entonces X, > X, — " Cok ¢ es una reso-

lucién proyectiva minimal de C'ok . <

Lema 5.1.11 Sean X : P,—2=P, € p*(A) y f = (f1, f2) € End;(X) tal que Cok (f) =0

entonces f es nilpotente.
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Demostracion.

Sea m € N tal que "™ = 0. Del diagrama exacto conmutativo

P1*Q>P2$00k’g

|

P1*Q>P2$00k’g

se tiene que fo(P2) C Ker m=1Im g C rP,. Luego

[ (Po) = [ fa(P2)
C f3" (P
=rfy' " (P2)
= 113" fa(Po)
Crfy2r(Py)

=12 fy' 7 (P2)

C ’T’m_zfQT(P2>
=" fo(Py)

C’r’m(Pg):O
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y asi se tiene que gf{" = f3*g = 0, de modo que fi"(P;) C Ker g C rP;. Luego
()™ (P = ()™ ()
C ()" (P
=r(fi")"H(P)
=r(ff)" (P
Cr(fM)m (P

=r*(f")" ()

C "2 (Py)
=" ()

Crm<P1) =0

entonces [ = (flm2, f2’”2) = (0,0), es decir, f es nilpotente. [ |
Proposicién 5.1.12 Para X € p*(A) se tiene que

a ) f € Endi(X) es nilpotente si y solo si Cok f es nilpotente.
b ) X es inescindible si y solo si Cok(X) es inescindible.

c) Seas: X — Y un morfismo en P(A). Entonces, s es una seccién si y solo si Cok(s) es

una seccion.

d) Sear:Z — X un morfismo en P(A). Entonces r es una retraccion si y solo si Cok(r) es

una retraccion.

Demostracion.

a ) Seal € N tal que f! =0, entonces 0 = Cok f' = (Cok f)'. La otra implicacién se sigue
del lema 5.1.11.

b ) Claramente X # 0 si y solo si Cok X # 0.
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<) Sea X = X;® Xy con X7 #0y Xy #0, entonces Cok X = Cok X, 11 Cok X5y como

p%(A) es cerrado bajo sumandos directos, se sigue que C'ok X se escinde.

=) Sea Cok X =Y1®YsconY; #0yY; # 0, sean Q2P oYy Q2P -5,
las resoluciones proyectivas minimales de Y7 y Y5 respectivamente, de esta forma X es isomorfo a

la suma directa de g1 y ¢g», es decir, X se escinde.
c)=)Sear:Y — X talquers = 1x. Luego loox x = Cok 1x = Cok rs = Cok ro Cok s.

<) Sea r’ : Cok' Y — Cok X tal que "Cok s = lgorx. Como el funtor C'ok es pleno
existe r : Y — X tal que Cok(r) =1/, luego Cok(1x — rs) = 0, asi que existe n € N tal que
t"=0dondet=1x —rs, ademés (1x —t)(Ix +t+t*+---+1t"1) =1y —t" = 1y, es decir

1x —t = rs es seccién, y asi s es seccion.
d)=)Seas: X — Ztalquers = 1x.Luego 1o, x = Cok 1x = Cok rs = Cok ro Cok s.

<) Sea s’ : Cok X — Cok Z tal que Cok rs’ = lcorx. Como el funtor Cok es pleno
existe s : X — Z tal que Cok(s) = s, luego Cok(1x — rs) = 0, asi que existe n € N tal que
t" =0dondet =1y —rs, ademds (1x +t+t*+ - +t" V)(1x —t) = 1x — t" = 1y, es decir

1x —t = rs es retraccion, y asi 7 es retraccién. [ |

Proposicion 5.1.13 Si X es inescindible en P(A) entonces es isomorfo a uno de los siguientes

objetos:

» U(P) con P un A-médulo proyectivo inescindible.
» S(P) con P un A-médulo proyectivo inescindible.

= P—>Q ep*\) con Cok ¢ un A-médulo inescindible.
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Demostracion.

Sea P—f>Q €p(A), ysea PP—— Q' —2~ Cok f la resolucién proyectiva minimal de

Cok f. De modo que se tiene el diagrama conmutativo

Ql

1
t -
s ip
v

Q"= Cok f
donde 7 es la proyeccién candnica y t es epimorfismo ya que p es cubierta proyectiva de C'ok f.

Luego el siguiente diagrama conmuta

/

Q—qQ
y por el lema 1.5.1 Q = t(Q') @ Ker t, luego Im f =t'(Ker p)® Ker t. Como @ es proyectivo

se tiene que Ker t es proyectivo y el siguiente diagrama conmuta

Ker t

P m f—">Kert

donde m, es la proyeccién candnica, y aplicando nuevamente el lema 1.5.1 se tiene que P =
f'(Ker t)® Ker mf. De modo que f = <f1 3) y ™= (pt’,0), donde f” y ' son los morfismos

inversos de los isomorfismos f': ker t — f'(Ker t)y t' : Q" — t'(Q)') respectivamente.

Ahora considere el isomorfismo v A (Q)® Ker t — @ @ Ker t, luego, se tiene
e 0 1
Fh\ (h £\ (TH TR-Th
0 1 o 7) \ o 7
B t'fi 0
= 0 T

Sean ¢ € Ker t, c = f(p)y ff'(c) = t'(q) + f(p), entonces t'(q) = f(f'(c) — p), asi,
=tf(f'(c) =p) y plq) = ptf(f'(c) = p) = = f(f'(c) — p) =0, es decir pt'f,f" = 0. Luego el



Suc. que casi se dividen en las categorias M(A), p(A) y p*(A) 161

siguiente diagrama conmuta

fi [
0 f (pt’,0)
Ker mof @ f'(Ker t) t'(Q') & Ker t ’ Cok f
_ t —t'fof
t 0
fi 0 . .
0 7 (,0)
Ker mof & f'(Ker t) Q & Kert : Cok f

. . . t'f1
De esta forma [ es isomorfo a la suma directa de los morfismos Ker mof ——= Q' vy

f'(Kert) L Kert. Por otro lado, existe morfismo ¢ : Ker myf — P’ tal que el siguiente

diagrama conmuta
Ker mof
) _
b
Pl Ker P 0
Luego, como f; es suprayectiva a t'(Ker p) y t’ es un isomorfismo se tiene que ¢ es un epimorfismo,

de modo que se tiene diagrama conmutativo

P
b

Ker mof —2= P

y por el lema 1.5.1 se tiene que Ker mof = ¢'(P") @& Ker . De modo que ¢ f; = (g,0) y del

diagrama conmutativo

@' (P')

Ker p

se tiene que g es cubierta proyectiva de Kerp, donde ¢’ es la inversa del isomorfismo ¢’ : P’ —

©(P"), es decir, g € p*(A).

n m l n m
De esta forma f es isomorfo a [J U(A;) [T S(B;) [[ C’, donde @ A; = Ker t, P B; =
j=1 k i=1 J=1

i=1 =1

l
Ker ¢y EBC’]- = Cok f son descomposiciones en inescindibles de Ker t, Ker ¢ y Cok f
k=1
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respectivamente, y los objetos C' son las cubiertas proyectivas de los inescindibles C;. Asi, por la

observacién 5.1.3 y la proposicion 5.1.12 se concluye la prueba. [ |

Observaciones 5.1.14

= Los inescindibles de p(\) de la forma P —— P no viven en p'(A).

= Los inescindibles de p(A) de la forma P —2~0 pertenecen a p*(A) pero no a p*(A). <

Observaciones 5.1.15

» Si f: L — M es un morfismo izquierdo que casi se divide en p'(A) tal que es un

monomorfmismo, entonces g es un morfismo izquierdo que casi se divide en p(A).

» Sig: M — N es un morfismo derecho que casi se divide en p*(\) tal que es un epimorfismo,

entonces g es un morfismo derecho que casi se divide en p(A).

» Si f: L — M es un morfismo izquierdo que casi se divide en p*(A) tal que es un

monomorfismo, entonces g es un morfismo izquierdo que casi se divide en p'(A). <
Proposicion 5.1.16 La categoria p(A) es funtorialmente finita en m(A).

Demostracion.

Al ser A una algebra de Artin hay solamente un ndmero finito de clases de isomorfia de A-
médulos proyectivos, de modo que la categoria de los A-médulos proyectivos finitamente generados
es funtorialmente finita en A-mod por la proposicion 2.2.2. Luego por el teorema 2.1.19 se tiene

que p(A) es funtorialmente finita en m(A). |
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Proposicién 5.1.17 La categoria p'(A) es funtorialmente finita en m(A).

Demostracion.

Sean P, Py, -+, P, una lista completa de representantes de las clases de isomorfia de A-
modulos proyectivos inescindibles y para i € {1,--- ,n} se define P := P,—2~ P, de modo
que por el corolario 3.2.9 la categoria C = <.751, .. ,PD es contravariantemente nilpotente y

covariantemente nilpotente. Luego por la proposicién 3.2.15 y la observacién 5.1.14 p!(A) es
funtorialmente finito en p(A), asi por las proposiciones 2.1.16, 2.1.17 y 5.1.16 se tiene que p'(A)

es funtorialmente finita en m(A). |

Proposicion 5.1.18 La categoria p*>(A) es funtorialmente finita en m(A).

Demostracion.

Sean Py, P5,---, P, una lista completa de representantes de las clases de isomorfiia de A-
mddulos proyectivos inescindibles y para i € {1,--- ,n} se definen P = P,—2-0 de modo
que por el corolario 3.2.9 la categoria C = <]/3\1, .. ,]5;) es contravariantemente nilpotente y

covariantemente nilpotente. Luego por la proposicién 3.2.15 y la observacién 5.1.14 p?(A) es
funtorialmente finito en p*(A). Asf por las proposiciones 2.1.16, 2.1.17 y 5.1.17 se tiene que p?(A)

es funtorialmente finita en m(A). |

Teorema 5.1.19 En p(A) hay sucesiones exactas que casi se dividen.

Demostracion.

Por la proposicién 5.1.16 p(A) es funtorialmente finito en m(A) y por el corolario 4.3.11 tiene

sucesiones que casi se dividen al ser cerrada bajo extensiones. [
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Teorema 5.1.20 En p'(A) hay sucesiones exactas que casi se dividen.

Demostracion.

Por las proposiciones 5.1.17 y 2.1.20 se tiene que p'(A) tiene morfismos derechos que casi se

dividen y tiene morfismos izquierdos que casi se dividen.

Sea A € p!'(A) inescindible y no Ext-inyectivo en p'(A), entonces existe

0 A—-B C 0

sucesién exacta que no se divide con C' € p'(A). Sea f : A — M un morfismo minimal izquierdo

que casi se divide en p'(A), asi se tiene el diagrama conmutativo

Ao m

s
. s
¥

B

de modo que f es un monomorfismo, y por la observacién 5.1.15 se tiene que f es un morfismo

minimal izquierdo que casi se divide en p(A).

Por otro lado, como L no es Ext-inyectivo en p(A), existe una sucesién que casi se divide en

p(A)

Luego, exite isomorfismo v : M’ — M tal que vf' = f, de modo que se tiene el siguiente

diagrama conmutativo

0 A N 0
I
f Y
0 L M —"Cok f——=0

Ademas, N € cPuno ya que es inescindible y no es Ext-proyectivo en p(A).

Asi, p'(A) tiene sucesiones que casi se dividen a la izquierda, andlogamente p'(A) tiene

sucesiones que casi se dividen a la derecha, es decir, p!(A) tiene sucesiones que casi se dividen. B
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SUCESIONES QUE CASI SE DIVIDEN A TRAVES DEL FUNTOR

COK

Lema 5.2.1 [Herradura] Sea 0 L—>M-2-N 0 sucesién exacta en A — mod

y sean P, A Py~ L, Oy b Qo —X~ N resoluciones proyectivas de L y N respecti-
vamente entonces existe resolucién proyectiva M; ——= My —~ M de M tal que el siguiente

diagrama conmuta:

0 P M -2, 0
f Y h
0 Py — My —2- @, 0
TL ™M TN
0 L—sM—%sN 0
0 0 0

Demostracion.

Al ser d epimorfismo y ()y proyectivo, existe un morfismo ¢ : Qo — M tal que el siguiente

diagrama conmuta:

Qo
.
TN
d
M ——N
luego 0 = mxh = dth de modo que existe morfismo s’ : Q1 — L tal que is’ = th asi existe
morfismo s : Q1 — P, tal que s = §'. Se sigue que el siguiente diagrama es conmutativo

(o)

(0,1)

0 P P 1T Qy Q1 0
o 6| h
(0) (0,1)
0 P Py I Qo Qo 0
TL (iTrL,t)\L TN
0 L : M d N 0
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De la composicion

(iWL, t) (fo h8> = (i?TLf, —imrs + th)

= (0, —is" + th)

= (0, =th +th) = (0,0)
se tiene que Im ({; _hs) C Ker (imp,t). Ahora sea (Zg) € Py 11 Qo tal que 0 = (imp,t) (7;(0)) =

imr(po)+1t(qo) de modo que 0 = d(mL(pg)—l—t(qo)) = dt(qo0) = 7n(qo), asi que existe ¢; € @ tal
que h(q1) = qo. Luego, de la identidad i s = th obtenemos que iy (po) = —th(q1) = —imps(q1),

de modo que 71, (po) = —7mLs(q1), luego existe p; € P; tal que f(p1) = po + s(q1), por lo que

()

_ (po + S(Q;()) - 8((11))
-(2)

Seam € M y sea q € Qg tal que d(m) = 7n(q), luego 0 = d(t(q) — m) asi que existe [ € L

Asi Im ({) _i) = Ker (irp,t).

y p € P, tales que i(l) = t(q) — m y w(p) = I. De esta forma se tiene que (i?TL,t)(_qp) =
irp(—p) +t(q) = —i(l) + t(q) = m — t(q) + t(q) = m asi que (imy,t) es suprayectiva. |

Proposicion 5.2.2 Considere el diagrama

0 Py b P IT Gy oD 1 0
] g
0——p— gm0
L J{ (im,,t) J/ lm\f
0 L : M d N 0
del lema 5.2.1. Si f,h € p*>(\) y
Py K P ITQy oD 1
6 |
Py K Py II Qo o Qo
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.z . P 3 d ., .
es sucesién que casi se divide en P(A), entonces L —— M —— N es sucesion que casi se

divide en A — mod.

Demostracion.

Por el lema de la serpiente (lema 1.2.6) se tiene sucesién exacta

(o)
0— Ker [~ Ker (3 7) 22 Ker h—"~Cok f —~Cok (§ ) —~*~ Cok h—0

donde d(q) = —s(q) para ¢ € Ker h. Como h € p?(A) entonces la inclusién canénica oy, :

ker h — ()1 no es retraccién y asi el morfismo

ker h 2~ Q,

J

Qo —>—0

no es retraccién, de modo que existen morfismos o : Ker h — Py y 5 : Ker h — () tales que

el siguiente diagrama conmuta

=) Ker h
1) -
/// Oh
P IIQ — 05 — () 0
h
4 ) 0
of -~
PP 0
PoII Qo —— o5 Qo

asi 5= (0,1)(3) =ony (§) =

se tiene que §(q) = —s(q) = —son(q) = fa(q) = 0 por lo tanto

(]5 7,;3) (a) (fa 56) luego fa = sop,, entonces para g € Ker h

Cok f —"Cok (4 ) “—Cok h

es sucesion exacta corta. Ahora por la proposiciéon 5.1.12 i’ no es seccién y d’ no es retraccién y

por la proposicion 5.1.13 Cok h'y Cok f son inescindibles en A — mod.
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Seat : Y — Cok h morfismo que no es retraccién y sea Y; —— Yy ——=Y resolucién
proyectiva minimal de Y luego por el lema del levantamiento existen morfismos 6 : Y7 — Q1 y

1 Yy — Qo tales que el siguiente diagrama conmuta

}/ISDYYOWYY

|

Q14h>Q04ﬁ>OOkh

y por la proposicién 5.1.12
v, 2= Q,

ol

Yo —> Qo

no es retraccion de modo que existe morfismo

(i)
Yi— P I

P (R
wmpﬂ%ﬂ

tal que el siguiente diagrama conmuta

. Y

() -

A_/// 0
P1HQ1WQ1 Py
= N

(v;)///

Lo 7

POHQOWQO

Asi existe un morfismo w : Y — Cok ({) _hs) tal que el siguiente diagrama conmuta

Y, oy Y, % v
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Se sigue que el diagrama
Y
.
Cok (§ =) == Cok h

conmuta, de modo que d’ es morfismo derecho que casi se divide y, por la proposiciéon 1.5.13

Cok f —% Cok (5 ) <. Cok h

es sucesion que casi se divide en A — mod. Por otro lado por el primer teorema de isomorfia para

modulos se tienen diagramas conmutativos

Py~ I Py 11 Qo™ 0 Qo—"2~N
/1 e 7 /1
Pf - Pl PR Phl -
P 7/ 7rL M P 7/ 7TN
Cok f Cok (} ) Cok h

donde 7}, ), y m son isomorfismos. Asi se tiene que
/Y 1 1
b Py = TmP\

— (imp, 1) (é)

:iWL

= imLpy

mnd' p = mpn(0,1)
=mn(0,1)
= d(irp,t)
= dmyp

de modo que el diagrama

0— Cok f —"~Cok (} _,f)i>(]ok h——>0

! ! !
L l M l lﬂN

0 L ‘ M d N 0
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conmuta ya que py y p son epimorfismos, por lo tanto L—~M-—%~ N es isomorfa a

Cok f . Cok ({) _}f) 2. Cok h y asi es sucesioén que casi se divide en A — mod. |

Proposicion 5.2.3 Considere el diagrama

()

0 P : P 1T Oy O O3 0
f L6 h
(o) (0,1)
0 Py Py 1T Qo Qo 0
TL (imp,t) TN
0 L : M d N 0
0 0 0

del lema 5.2.1. Si f,h € p*>(A) y L — o M —% N es sucesion que casi se divide en A — mod,

entonces
(o) (0,1)
P1 Pl II Ql Ql
1| o 7] i
0,1)
Py—Y - Py TIIQy— Qo

es sucesion que casi se divide en p(A).

Demostracion.

Como L —“= M —%~ N es sucesién que casi se divide en A —mod por la proposicién V.1.14
de [ARS1] L es inescindible y por la proposicién 5.1.12 f es inescindible en p(A) de modo que,
por el lema 1.5.13, es suficiente probar que

(0,1)
Pl IT Ql - Ql

G )| g
(0,1)
Py I Qo — Qo
es morfismo derecho que casi se divide. Para esto probaremos que toda no retracciéon de X en

Q1 —> Qo con X inescindible en p(A) se factoriza a través de

0,1
P1Q, Y,

b )
I Ll[ Qo on QJ/Z
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Casol. X = P'—L~ P’ con P’ proyectivo inescindible. Sea

P/$Q1

|
P L Qo
un morfismo en p(A) y considere el siguiente morfismo

P g
— P 1o,

1 G )
fL@PoJJIQO

Luego el siguiente diagrama conmuta:

©0,1)
| R R -/
5L -
e 8
P 1I Qo e Qo

(0,1)

Caso Il. X = P'—2+0 con P’ proyectivo inescindible. Sea

Pli)@l

|

0—"> Qo
un morfismo en p(A) de modo que 0 = tha = is’av luego s'a = 0y asi msa = 0 se sigue

que Im sa C Im f por lo tanto existe w : P’ — P; tal que el siguiente diagrama conmuta

Pl

Ve
w Ve
s sa
s
~

Pl f——0
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considere el siguiente morfismo

Pfﬁplucgl

| o 6

0

0——=F Qo

Luego el siguiente diagrama conmuta:

vaaue (5 7)(2) = (") = (") = (0)
Caso Il . X = P —"~ P} con P}, P} proyectivos y Cok 0 inescindible. Sea

Pl’*a>Q1

o lh

B
P64>Q0

un morfismo en p(A) que no es retraccidén. Luego se tiene diagrama conmutativo

P~ P — T Cok 0

T

Q1 —>Qy—Y >N

donde y no es retraccién por 5.1.12 de modo que existe u : C'ok 8 — M tal que el siguiente
diagrama conmuta
Cok 0
w oo~ J{
7 - v

Mﬁ_d>N
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asi que por el lema del levantamiento existen morfismos (2) Pl = B IQy (z;) Pl —

P, 1T (), tales que el siguiente diagrama conmuta

pPl—"C P — T Cok#
| |
IR L
PITQu Py 1 Qy ™ 1

Asi se tiene diagrama conmutativo

P~ P} —" Cok 0

—_—— i

Q1 —">Qy— =N

luego dt(B — 22) = mn (S — 22) = 0 de modo que existe ¢’ : B} — L tal que id’ = t(f — 22)

asi exite 0 : P, — P, tal que w6 = ¢’ por lo tanto in;d = id' = t( — 23). Por otro lado

imy (= 00+ s(a — o)) = imp( — 00) + imp (s(a — v2))

=t( = (8= =)0+ th(a — y)
t( — (B = 2)0+ ha — y2))
£(0) =0

de modo que existe ¢ : P{ — P tal que el siguiente diagrama conmuta

/
Pl
-
-
:P/ l—&@—&-s(cx—yg)
~

P—lmmf——0
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Luego el siguiente diagrama conmuta

_P
(a—y2>/ -
“G1) e
P I Qy 4> Q1 ¢
7 h (5:222 _F
B—=22
(0, 1
Py T Qo AL o g
(imp.t) TN _Cok ¢
P - 0
MZ—%L - N
de donde el siguiente diagrama conmuta:
(tp+y1) _ 7 Pl,
Ql W Q1 0
h
(6 W) _ By
)
- B
Py T Qo 57+ Qo

Sergio S. Chan Castro

Proposicién 5.2.4 Sean S un A-mdédulo simple no inyectivo, Q —= S cubierta proyectiva de

S, S —L=T envolvente inyectivade S y P A Py—"—~1 resolucién proyectiva de I entonces

P (5) PIQ Y g

|

Pp—r-p—2 -0
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es sucesion que casi se divide en P(A) donde h es tal que hace conmutar el diagrama

/
b, l
Y jp

s i
Pp——1
Demostracion.

Como S es simple entonces () es inescindible y por la proposicién 5.1.13 QLO es

inescindible en P(A) de modo que por el lema 1.5.13, es suficiente probar que

(o)

P—=P1Q
fi i(ﬁh)
P —L =P

. . . . . .y f
es morfismo izquierdo que casi se divide. Para esto probaremos que toda no seccion de P, —— F

en X con X inescindible en P(A) se factoriza a través de

(o)

P1 *>P1 H Q
fi i(ﬁh)
P —L1-p

Casol. X = Q' —2~0 con @ proyectivo inescindible. Sea

P

S

Py —2-0

un morfismo en P(A) y considere el siguiente morfismo

PIQYYs ¢

|

P—2 -0
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Luego el siguiente diagrama conmuta:

P——P1IQ
//(/a,())
Q- (f:h)
f
0 F > I

Ry~

un morfismo en P(A) y considere el siguiente morfismo

AIQE
w|
P —"Q
Luego el siguiente diagrama conmuta:
1
P i PIIQ
/ | )
r<"
(f5h)
@ f
1
1 PO PO
ﬁ _ _ —

Caso lll. X = @} —9>Q6 con @}, Q; proyectivos y Cok 6 inescindible. Sea

P1*Q>QI1

1]

B
Py —= Qg
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morfismo en P(A) que no es seccién. Luego se tiene diagrama conmutativo

p—t-p—= |[
ai 5\L (e

Q'LQ'400V1<0
1 0

donde vy no es seccién por la proposicién 5.1.12, asi, por la proposicién 1.5.9, existe morfismo

d:1/j(S) — Cok 0 tal que el siguiente diagrama conmuta

1" 1/5(8)

l .
vy -
270

Cok 0

Por otro lado para p € Ker m;m se tiene que exite ¢ € @ tal que 7(p) = jp(q) = wh(q) de
modo que existe p’ € P tal que f(p') = p— h(q) luego p = f(p') + h(q) = (f, h) (p',q) es
decir p € Im (f.h). Asi que, por m;n(f, h) = (m;nf, mmh) = (0,7, jp) = (0,0), se tiene
que Im (f,h) = Ker m;m. Luego Cok (f,h) = 1/j(S) y por el lema del levantamiento

exiten morfismos (a1, ) : PLIIQ — Q) y ' : Py — Q tales que el diagrama

f,h T .
Q- py T 15(8)

el A

Q, — Q) "~ Cok 8

conmuta. Asi se tiene diagrama conmutativo

p—top T o

S

Q) "~ Q) —=~ Cok 0
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de modo que existe morfismo ¢ : Py — @] tal que 8t = 3 — (’. Asi se tiene que

0(c, a2 + th) = 9((a1, o) + (o — oy, th))
= 0(ay, ) + 0(a — ay, th)
=p'(f.h) + ( (a—al),é’th)
= (5'1.6') + ((8— 5)f, 6th)
=B f+Bf—B'f,Bh+0th)
= (B 8'h+ (8~ B)h)
= (Bf,B'h+ Bh — 'h)
= (Bf,Bh) = B(f,h)

de modo que se tiene diagrama conmutativo

(o)

P—P1IQ
%/ (017/062“}1)
Q.” ; (f.h)
0 P() ! P()

Proposicion 5.2.5 Sea I un A-mdédulo simple e inyectivo entonces

Plﬁplupoﬂpo

||

Pp—Ltsp—2 -0

. . .. f .. . ..
es sucesion que casi se divide en P(A), donde P, —— Py —— I es resolucién proyectiva minimal

de I.
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Demostracion.

Como I es simple entonces P, es inescindible y por la proposiciéon 5.1.13 Py—2-0 es

inescindible en P(A) de modo que, por el lema 1.5.13, es suficiente probar que

(o)

P1*>P1HP0
I
Py——=P,

es morfismo izquierdo que casi se divide. Para esto probaremos que toda no seccion de P, —— F,

en X con X inescindible en P(A) se factoriza a través de

(6)

P—Y-PI1IP,.
I
P—L =P

Caso . X = QL>0 con () proyectivo inescindible. Sea

P1L>Q

]

Py—2-0

un morfismo en P(A) y considere el siguiente morfismo

PP % .

(ﬁl)i J{O

Py—2 =0

Luego el siguiente diagrama conmuta:

P14>P1HP0
/ (/a,O)
Q~ (f:1)
f
0 Py =1
0 -
-0
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Caso Il. X = Q—1>Q con () proyectivo inescindible. Sea

P1L>Q

o]

POHQ

un morfismo en P(A) y considere el siguiente morfismo

pup- g

(f,l)i J/l
B

Py Q

Luego el siguiente diagrama conmuta:

Caso lll. X = L>Q0 con @1, Qo proyectivos y C'ok 0 inescindible. Sea

P —=Q

|

P04>Q0

morfismo en P(A) que no es seccidén. Luego se tiene diagrama conmutativo

Py—"—1
|
|
) v
Q1 —— Qo ——=Cok 0
donde vy no es seccién por la proposicién 5.1.12. Si ker v = {0} entonces se tiene diagrama
conmutativo

0—=I1—"~Cok 0

I
s

1 -
sy

A

I
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lo que contradice que v no es seccién de modo que Ker v = [ ya que [ es simple y

asi 7 = 0, se sigue que existe morfismo 0 : Py — ()1 tal que 80 = 3. Ahora considere el

siguiente morfismo

(a,0)
Pl II Po - Ql
(ﬁl)i le
B
Py Qo

Luego el siguiente diagrama conmuta:

P1&>P1HPO

« _ -
_ - /(06,6)

Q” , (£.1)
0 Po ! Po
5 _ —
-
Qo

Teorema 5.2.6 Sea X := X; ——> X, inescindible en P(A) tal que no es Ext-inyectivo, luego

existe una sucesion que casi se divide en P(A)

n:0 X—‘sy-—2s7_ 590

1 .- SiCok X es inyectivo se tiene que

i) Si Cok X no es simple y es envolvente inyectiva del simple S entonces

X, ) x,up- 2 p

Wxi (<nyh)l lo

X, ox, % .9

es sucesién que casi se divide en P(A), donde P —"= S es cubierta proyectiva de S
y h hace conmutar el diagrama:

h_ -~ i

PS8 - Cok X.
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i ) Si Cok X es simple entonces

1
Xlixluxgﬂ)@

WXl (‘PX,U\L lo

X,—t ox, % .0

es sucesion que casi se divide en P(A).

2 .- SiCok X no es inyectivo entonces existe una sucesion que casi se divide en A — mod

U S N

n:0——=Cok X
donde N = Tr D Cok X. M3s ain:

i) Ellevantamiento de 1/ determinado por el lema de la herradura (lema 5.2.1) es isomorfo
an.

i) 0—= Cok X E%L Cok Y €L Cok Z ——0 es isomorfa a1

Demostracion.
1.i )y 1.ii ) se siguen de las proposiciones 5.2.4 y 5.2.5.

Para la segunda parte de acuerdo con la proposicién V. 1.14 y el teorema V. 1.15 de [ARS]]
existe ' con N = Tr D Cok X, ahora, sea N; N N, M5 N resolucién proyectiva minimal
de N, de modo que, por la proposicién 5.2.3,

(o)

(0,1)

X, X, ON Ny
@Xl (5% N)l lw
() (0,1)

X5 Xo II Ny Ny

es sucesion que casi se divide en P(A) y, por el corolario 1.5.14, es isomorfa a 7, de modo que

Z:Zy 22~ 7Z, es inescindible en p%(A). Luego se tiene diagrama conmutativo

Cok X "L ok Y €4 0ok 7

U

CokxX—1 ~p_ 9 _N
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donde « y v son isomorfismos por la proposicién 5.1.12, y por el lema de tres

0——=Cok XE*LCok Y 4ok 7 ——0

es isomorfa a 7'. [ |

Teorema 5.2.7 Sea 7 : Z, 22~ Z, inescindible en P(A) tal que no es Ext-proyectivo, luego

existe una sucesion que casi se divide en P(\)

1.- Si Z & p*(A) entonces Zo = 0 y Z, es inescindible, luego Z, es cubierta proyectiva del

simple S.
i) Si S no es inyectivo entonces

1
Plipluzlﬂzl

pl (p’h)l lo

p—rt .p % .9

es sucesion que casi se divide en P(A), donde S—2~1 es envolvente inyectiva de
S, P2~ P,——1 es resolucién proyectiva minimal de I y h hace conmutar el

diagrama:

i ) Si S es inyectivo entonces

P pp 7,0 7

| el

7 —r oz, 0 0

.y . . P .z
es sucesién que casi se divide en P(A), donde P—— 7, ——= S es resolucién

proyectiva minimal de S.
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2 .- SiZ € p?(A\) entonces Cok Z no es proyectivo y existe una sucesién que casi se divide en

A — mod
f

70 M L—2~Cok Z—0

donde M = D Tr Cok Z. Mas adn:

i) El levantamiento de ) determinado por el lema de la herradura (lema 5.2.1) es isomorfo
an.

i) 0—=Cok X %L Cok Y %L Cok Z——0 es isomorfa a 1.

Demostracion.
1.i) y 1.ii ) se siguen de las proposiciones 5.2.4 y 5.2.5.

Para la segunda parte de acuerdo con la proposicién V. 1.14 y el teorema V. 1.15 de [ARS]]
existe n’ con M = D Tr Cok Z, ahora bien sea M; M My M M resolucién proyectiva

minimal de M, de modo que, por la proposicién 5.2.3,

1
M, (6) Mz Oy
393 i (%M ;ZS) l l‘ﬁz
(6) (0,1)
Mg M2 H ZQ Z2

es sucesion que casi se divide en P(A) y, por el corolario 1.5.15, es isomorfa a 7, de modo que

X X; 255 X, es inescindible en p2(A). Luego se tiene diagrama conmutativo

Cok X C%% ok Y S%% 4 ok 7

P B

M L . Cok Z

donde « y v son isomorfismos por la proposicién 5.1.12, y por el lema de tres
00— Cok X %L Cok Y “2L Cok Z ——0

es isomorfa a 77'. [ |



Conclusiones

Muchos de los resultados de este trabajo forman parte de la literatura actual, sin embargo, se
busco realizar las pruebas con herramientas puramente homoldgicas, para el alcance de alumnos
de los udltimos semestre de licenciatura. También se lograron generalizar algunos resultados que,
en principio se conocian Gnicamente para campos perfectos, a algebras de Artin sobre anillos

conmutativos.

Para continuar con esta linea de investigacion se pretende determinar dentro de la teoria de
representaciones de algebras de Artin cuales son los resultados que siguen siendo validos para
subcategorias que tienen débilmente sucesiones que casi se dividen y encontrar las generalizaciones
adecuadas para aquellos resultados que se invaliden bajo estas hipotesis. También, determinar las
condiciones para que una sucesin que casi se divide en la categoria p(A) con objetos en p?(A)
siga siendo una sucesidn que casi se divide, pero en la categoria cPdos y tratar de dar una férmula

alternativa para estas sucesiones.
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