UNIVERSIDAD AUTONOMA DE YUCATAN

FACULTAD DE MATEMATICAS

TESIS:

APLICACION DE LA ESTADISTICA
CIRCULAR EN LA INCIDENCIA DE
DENGUE EN YUCATAN

que es presentada por el L.M. Miguel Fernando Uicab Perera para
obtener el grado de Maestro en Ciencias Mateméticas

Dirigida por:
Dr. Jorge Armando Argaez Sosa

Meérida, Yucatan, México, noviembre de 2015






Dedicado a todos aquellos que se sienten inmerecidos de las cosas buenas que

acontecen en sus vidas. Porque si uno siente que no se merece tal o cual
bendicion, debe luchar siempre para merecerla. O bien, hacer todo lo que esté en
sus manos para aportar con una bendicion de igual o mayor magnitud que aquella
que le fue otorgada.

Dedicado a todos aquellos que no valoran todo lo bueno que esta presente en sus
vidas. Al darse cuenta tarde, poco se puede hacer. Pero aiun hay tiempo para
darse cuenta temprano, porque siempre habrd algo bueno presente, siempre habrad
algo que valorar y por lo cual dar gracias a la vida, a Dios.

Dedicado a todos aquellos que luchan por hacer siempre lo mejor, por luchar
siempre para ser mejores personas, hijos, hermanos, amigos, parientes,..., porque
aquellas personas escasean, y sin embargo aun existen. Aun existen personas
buenas, que luchan por serlo en un mundo plagado de maldad, mentira, engano,
infidelidad, superficialidad, perversion, abuso, mediocridad, indiferencia, egoismo,
ingratitud,... Estas personas son las mejores, pues luchan por revertir muchos de
estos grandes males que aquejan al mundo, y siempre sin pedir nada mds a
cambio que ser felices.

Dedicado a todos aquellos “extranios” que hacen cosas “raras”, fuera de lo comin,
fuera de lo que todos hacen, yendo a contracorriente, para tratar de hacer lo que
ellos piensan, creen, sienten, intuyen,..., que es lo mejor. Aunque no los

entiendan, aunque los tachen de locos, de complicados, de hipocritas,..., a pesar
de tantas etiquetas, ahi estan ellos, haciéndolo; haciendo lo que para ellos es lo
mejor.

Dedicado a ti lector, que te has tomado el tiempo de leer estas dedicatorias, en
las que un servidor pretende dar a entender que no todo estd perdido, que
siempre se puede rectificar, cambiar o mejorar. Que los milagros existen, pero es
necesario, imprescindible, luchar para merecerlos. Gracias.
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Introduccion

. Qué es el dengue?

El dengue es una enfermedad virica que se transmite a los seres humanos por
la picadura de mosquitos hembra infectadas, principalmente, de la especie Aedes
aegypti vy, en menor grado, de Aedes albopictus.

La infeccién causa sintomas gripales y puede evolucionar, en ocasiones, a un cuadro
potencialmente mortal llamada dengue grave (aunque atin es muy conocido como
dengue hemorragico).

La enfermedad se presenta en mayor medida en lugares con climas tropicales y
subtropicales del planeta, sobre todo en zonas urbanas y suburbanas. Las varia-
ciones locales de riesgo de contraer la enfermedad dependen, en gran medida, de
las precipitaciones, la temperatura y la urbanizacién rapida sin planificar.

Segun la Organizacién Mundial de la Salud, en las tiltimas décadas ha aumentado
enormemente la incidencia de dengue en el mundo. El nimero real de casos de
dengue esta insuficientemente notificado y muchos casos estan mal clasificados.

Aedes aegypti y transmision del dengue

El vector principal del dengue es el mosquito hembra Aedes aegypti. Las personas
infectadas son los portadores y multiplicadores principales del virus, y los mosqui-
tos se infectan al picarlas. Tras la aparicion de los primeros sintomas, las personas
infectadas con el virus pueden transmitir la infeccion (durante 4 6 5 dias; 12 dias
como méaximo) a los mosquitos Aedes ﬂ Un mosquito infectado puede transmitir
el agente patégeno durante toda la vida, la cual, en condiciones naturales, dura

1OMS en linea: Dengue y dengue hemorrdgico. http://www.who.int/mediacentre/
factsheets/fs117/es/
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en promedio de entre 15 a 30 dias E] Su ciclo para poner huevos es de aproxima-
damente cada tres dias.

El mosquito Aedes Aegypti vive en habitats urbanos y se reproduce principalmente
en recipientes artificiales. A diferencia de otros mosquitos, este se alimenta durante
el dia; los periodos en que se intensifican las picaduras son el principio de la
manana y el atardecer, antes de que oscurezca. En cada periodo de alimentacion,

el mosquito hembra pica a muchas personas .

Hay una convivencia estrecha del vector con el ser humano, ya que este le propicia
sus principales criaderos para su reproduccién y posteriormente lo alimenta con
su sangre. Debido a lo anterior, y al no existir una cura reconocida a nivel inter-
nacional, las acciones de control de la enfermedad se dirigen especificamente a las
de erradicacién de vector (lucha antivectorial).

Las acciones antivectoriales se efectiian teniendo en cuenta dos fases del desarrollo
del vector: la fase aérea y la fase acudtica. En la fase aérea el mosquito hembra
pica para alimentarse a una persona infectada en estado febril, desarrollando la
enfermedad en su organismo; posteriormente, para continuar alimentandose, pica
a otros individuos sanos infectandolos, continuando el ciclo de la misma. En su
fase acuatica el vector deposita sus huevecillos en un depédsito con agua, de alli se
desarrollan en unos pocos dias en un ambiente propicio de humedad y calor, en el
que logran aparecer sus larvas, que en 4 6 5 dias se transforman en pupas que en
pocas horas se transforman en mosquitos adultos ﬁ

Caracteristicas de la enfermedad

Segin la OMS, el dengue es una enfermedad de tipo gripal que afecta a bebés,
ninos pequenos y adultos, pero raras veces resulta ser mortal.

Se debe sospechar que una persona padece dengue cuando, junto con una fiebre
alta (40°C), se presentan sintomas tales como: dolor de cabeza muy intenso, dolor
detras de los globos oculares, dolores musculares y articulares, nduseas, vomitos,
agrandamiento de ganglios linfaticos o salpullido. Los sintomas se presentan al
cabo de un periodo de incubaciéon de 4 a 10 dias después de la picadura de un
mosquito infectado y por lo comtin duran entre 2 y 7 dias.

El dengue grave es una complicacion potencialmente mortal porque cursa con

2http://www.monografias.com/trabajos29/dengue/dengue . shtml
3Secretarfa de Salud de Yucatén: El Dengue en Yucatdn. http://salud.yucatan.gob.mx/
programas/el-dengue/
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extravasacion de plasma, acumulacion de liquidos, dificultad respiratoria, hemo-
rragias graves o falla organica. Los signos que advierten de esta complicacion se
presentan entre 3 y 7 dias después de los primeros sintomas, acompanados de un
descenso de la temperatura corporal (menos de 38°C), y son los siguientes: dolor
abdominal intenso, vomitos persistentes, respiracion acelerada, hemorragias de las
encias, fatiga, inquietud y presencia de sangre en el vomito. Las siguientes 24 a 48
horas de la etapa critica pueden ser letales.

Se conocen cuatro serotipos distintos, pero estrechamente emparentados, del virus:
DEN-1, DEN-2, DEN-3 y DEN-4. Cuando una persona se recupera de la infeccién
adquiere inmunidad de por vida contra el serotipo en particular. Sin embargo,
la inmunidad cruzada a los otros serotipos es parcial y temporal. Las infecciones
posteriores causadas por otros serotipos aumentan el riesgo de padecer el dengue

grave 1.

Prevencion, tratamiento y lucha antivectorial

Debido a que la tnica manera de enfermarse es por la picadura del mosquito
hembra infectado, la enfermedad puede prevenirse impidiendo ser picados por estos
insectos, cuestién sumamente dificil en areas tropicales humedas .

No hay tratamiento especifico del dengue ni del dengue grave, pero la deteccion
oportuna y el acceso a la asistencia médica adecuada reducen las tasas de morta-

lidad por de debajo del 1% 1.

La prevencion y control del dengue dependen exclusivamente de las medidas efi-
caces de lucha antivectorial.

La Secretaria de Salud del Estado de Yucatan reconoce diversas maneras de com-
batir el dengue, a través de la NORMA Oficial Mexicana NOM-032-SSA2-2002,
para la vigilancia epidemioldgica, prevencién y control de enfermedades transmi-
tidas por vector: la nebulizacion, la eliminacion de criaderos, la abatizacién y la
participacion.

Sobre la nebulizacion, existe la creencia generalizada de que es la solucion para
terminar con los mosquitos, sin embargo solo brinda alivio temporal y pasajero para
las molestias causadas por ellos. Es la accion mas cara y menos efectiva en la lucha
contra el padecimiento, pero produce satisfaccién a la sociedad. La nebulizacién
para combatir el mosco adulto debe realizarse, ante la presencia del vector infectado
(casos de dengue confirmados en un drea) y en sitios de concentracién de poblacién
por diversos eventos, pero es mejor evitarla para mantener el medio ambiente
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limpio de insecticidas potencialmente nocivos a largo plazo para la naturaleza y el
ser humano.

La eliminacién de criaderos (llamada antes “descacharrizacion”) es utilizada en
muchos lugares en donde el sistema de recoleccién de basura no es efectivo o no se
cuenta con el mismo. Cuando se realiza, este debe ser selectivo para los criaderos
verdaderos: llantas, botes, botellas, latas, corcholatas, etcétera. Lo anterior debe
llevarse a cabo junto con otras acciones complementarias para otros criaderos no
desechables dentro de los patios de las viviendas o incluso en su interior, que de-
ben taparse, “embrocarse” o lavarse periédicamente (tinacos, pilas, cubetas ttiles,
bebederos de animales, etcétera).

En lo que se refiere a la abatizacién (polvo insecticida que dejan los brigadistas
en las pilas y otros recipientes) este no es danino para la salud humana ni de los
animales. Es decir, es una de las principales acciones que se realizan en el interior
de los domicilios y se efectiia iinicamente a aquellos depdsitos que contienen agua la
mayor parte del tiempo y que no pueden ser eliminados (pilas, bebederos, tinacos,
etcétera).

La mejor manera de combatir al vector es logrando que la comunidad haga con-
ciencia acerca de que la enfermedad es un problema que generalmente se origina
en el interior de los domicilios, en los sitios donde se acumula agua y que son los
sitios preferidos para la ovipostura de las hembras de mosquito. Manteniendo el
patio de las casas limpio, no solo se logra combatir el dengue, sino que se evita
una gran cantidad de enfermedades que la acumulacién de basura propicia .

Panorama sobre el estudio del dengue

El dengue se ha abordado utilizando multiples herramientas de modelacién ma-
tematica, que incluyen tanto ecuaciones diferenciales como estadistica. En los tra-
bajos en los que se ha utilizado estadistica para el estudio del dengue, con frecuen-
cia se modela su incidencia, es decir, el nimero de casos nuevos de la enfermedad
que aparecen o que se reportan en cierto periodo de tiempo determinado.

La Direcciéon General de Epidemilogia, en sus reportes semanales sobre la inciden-
cia de dengue, utiliza modelos no probabilisticos de series de tiempo para estimar
el nimero de casos nuevos que se esperarian para una semana epidemiolégica
préxima.

La OMS, en su portal en linea, presenta un resultado en el cual se estima se pro-
ducen 390 millones de infecciones por dengue cada afio (intervalo creible del 95 %:
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284 a 528 millones), de los cuales 96 millones (67 a 136 millones) se manifiestan
clinicamente, cualquiera que sea la gravedad de la enfermedad (Bhatt et al., [2013)).

Se ha llegado a la estimacion anterior utilizando arboles de regresién impulsados,
los cuales difieren fundamentalmente de los métodos tradicionales de regresion
porque producen un modelo tnico (“el mejor”), que es generado mediante la com-
binacién un gran ntimero de modelos de arboles de regresion, y con esto se logra
optimizar el desempeno predictivo de los modelos (Elith et al., [2008)). Los arboles
de regresion impulsados utilizan dos algoritmos: arboles de regresién que son un
grupo de modelos de arboles que clasifican y aplican regresién (érboles de deci-
sién), y el “impulso” que construye y combina una coleccién de modelos (Friedman,
2002).

También se han desarrollado diversos modelos para la distribucion global futura de
dengue. Hales et al.| (2002) muestran un estudio que incluye reportes de dengue de
1975 a 1996, en el que se usa regresion logistica para modelar la incidencia de den-
gue con base en varias variables meteorologicas relacionadas con la temperatura,
la precipitaciéon y la humedad, asi como las interacciones entre las variables como
covariables de modelado. Luego, se selecciona un modelo con un tnico parame-
tro dependiente (presion media anual de vapor) al comparar varios y utilizando
el criterio de parsimonia. Al final, extrapolan este modelo a anos futuros usando
proyecciones de los cambios en la presién de vapor media anual para mapear el
riesgo de dengue mundial proyectado. El estudio incluyé més tarde reportes de
1975 a 2009 y usaron modelos aditivos generalizados para incluir el producto in-
terno bruto (PIB) per capita, ademdas de variables meteorolégicas de modelos y
proyecciones de referencia, y usando probabilidad de corte para luego mapear la
presencia o ausencia de dengue en una ubicacién (Astrém et al., 2012).

Jaimes Jaimes y Pineda Garavito| (2012) utilizan una herramienta llamada es-
tadistica circular para ofrecer un analisis descriptivo y un modelo de probabilidad
circular para la distribucion de la incidencia de dengue en el area metropolitana
de Bucaramanga (Colombia), en un ano en particular. El modelo que utilizan es
uno clasico y reflexivamente simétrico, llamado la distribucién von Mises. Ellos
discuten, a través de graficos de probabilidad-probabilidad, qué tan razonable es
el ajuste del modelo propuesto a la distribucién real de los casos de nuevos de
dengue.
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Historia del dengue en México

La historia del dengue se liga al de la fiebre amarilla en el pais. Si bien, los primeros
reportes de dengue en México datan la década de los 40’s, estos se interrumpieron
en 1946 con el inicio de la campana de erradicacién de la fiebre amarilla, que
consistié en la eliminacién de su mosquito transmisor, el Aedes eagypti, que es el
mismo del dengue.

Los resultados positivos de esta campana se certificaron en 1963. De hecho, en
ese ano se tienen los siguientes hechos anecdoticos. El 6 de agosto de 1963, las
autoridades mexicanas entregaron a las autoridades sanitarias de Estados Unidos,
dentro de un cubo de plastico, la iltima pareja de Aedes aegypti capturados en
México. El primero de septiembre de 1963, el Presidente Adolfo Lépez Mateos
informé al pais, a través de las Camaras legislativas, que México habia quedado
libre del vector de la fiebre amarilla urbana (Gongora-Biachi, [2004)).

Sin embargo, en 1969 el vector Aedes Aegypti reaparecié pero esta vez transmitien-
do otro virus, el del dengue. Esta enfermedad resurgié més notoriamente en 1979,
como consecuencia de la disminucién de las acciones para la erradicacién del Aedes
aeqypti, a los cambios demograficos y a otros factores de riesgo, como han sido las
migraciones de poblaciones del campo a las ciudades, que se concentraron en areas
semiurbanas o conurbadas, con el establecimiento de viviendas precarias, hacina-
miento, deficientes servicios piblicos de agua y recoleccién de basuras, asi como de
importantes brotes de dengue en América del Sur, por virus importados de otros
continentes. Entrando asi al pais, por la circulacién habitual de personas, a través
de Chiapas y extendiéndose hacia todo el pais con predominio en las regiones de
las Costas del Atlantico y Pacifico en donde practicamente ha permanecido hasta

la presente fecha en forma endémica 2.

El sur del pais fue donde se reportaron los primeros casos de dengue asociados
con DEN-1 en 1978 que inicialmente se confundieron con un brote de rubeola.
Las epidemias se extendieron por todo el territorio asociados al mismo serotipo
hasta el aislamiento de DEN-2 en 1981 y del DEN-4 en 1982. Los primeros casos
de fiebre hemorragica por dengue FHD (dengue grave) se reportaron en 1984.
DEN-3 empezé a circular en 1995. Desde entonces, la transmision involucré una
combinacion de serotipos con diferentes efectos en la severidad de la enfermedad.
Todos los serotipos circularon de forma simultanea en el pais y desde 1982 se han
reportado brotes con mas de un serotipo circulante. La transmisién de los cuatro
serotipos se detectd por primera vez en 1994 (Gomez y San Martin, 2011)).

Entre 2001 y 2002, la enfermedad se empez6 contener mejor debido a cambios en
el programa de prevencién y control y la vigilancia epidemiolédgica, en cuanto a la
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oportunidad de las acciones, la confirmacién o descarte de los casos presentados y
al involucramiento de los municipios en términos de tratarse de un problema con
grandes rasgos de mal saneamiento ambiental derivado de las carencias o rezagos
de servicios de recoja de basuras. A partir del 2000, se ha comenzado a tener otra
situacion epidemioldgica, al encontrar una proporcion cada vez mayor de casos con
manifestaciones hemorragicas y otros de mayor severidad y en grupos de edad mas
jovenes, con relacién al nimero de casos de dengue clésico, como ocurre en otros
paises en donde existe la endemicidad del padecimiento 2.

En cuanto al estado de Yucatan, al inicio del 2015 se ha registrado una disminucién
realmente importante de los casos registrados de dengue. De hecho es la mas im-
portante de los ultimos anos |7_f] De acuerdo con el registro de la Direccion General
de Epidemiologia (DGE), organismo dependiente de la Secretaria de Salud (SSA)
del gobierno mexicano, de enero a abril de 2015 se habian registrado 93 casos de
dengue, mientras que en los tres primeros meses de 2014 se registraron 322, y 258
en 2013. Lo anterior representa una reduccion del 71.12 % respecto de 2014, y del
63.95 % respecto de 2013.

Importancia del estudio del dengue

Si bien en los iltimos anos, la distribucién de los casos de dengue ha sido amplia-
mente estudiado con numerosas técnicas de modelacién y analisis, no deja de ser
un tema relevante debido, entre otras cosas, al aumento en las dltimas décadas
de la incidencia de dengue en el mundo, a que en muchos paises de Asia y La-
tinoamérica el dengue grave es causa de enfermad y muerte en los ninos, y a la
hiperendemicidad de los multiples serotipos del virus en muchas paises. Sin du-
da, el dengue ha tenido, y sigue teniendo, una repercusién importante en la salud
humana en las economias nacionales y mundial *.

La precipitacién pluvial es uno de los principales factores de incidencia de dengue,
mas cuando hay un periodo de tiempo establecido para la temporada de lluvias,
ademas de que este tiene un comportamiento aparentemente regular.

La periodicidad de la temporada de lluvias repercutirda a que los casos nuevos
de dengue aumenten o disminuyan en ciertos intervalos de tiempo. Sin embargo,
estos intervalos podrian variar debido a los cambios en los niveles de precipitacion
pluvial, y debido a otros factores.

Saber sobre los tiempos en que se esperaria se presenten un gran nimero de casos
nuevos de dengue, implicaria, a su vez, a considerar los tiempos en que se deberian

4http://sipse.com/milenio/yucatan-baja-cifra-casos-dengue-146535.html
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llevar a cabo las acciones de lucha antivectorial de manera mas eficaz y contunden-
te. Ademds, el destinamiento de los recursos necesarios (tanto econémicos como
materiales y humanos) para la lucha antivectorial podrian ser optimizado al te-
ner una mejor idea sobre los tiempos con mayor probabilidad de incidencia y los
de menor probabilidad, hasta repercutir en un posible ahorro en el presupuesto
publico.

La incidencia de dengue en Yucatan de 2009 a
2014

La incidencia de una enfermedad es el nimero de casos nuevos que se registran
de una enfermedad en cierto lugar y periodo determinados. En México, la Direc-
cion General de Epidemiologia (DGE) emite reportes semanales acerca de diversas
enfermedades que afectan a la poblacién del territorio nacional, entre ellas, por
ejemplo, el dengue. De aquellos reportes, se puede derivar la incidencia semanal
de la enfermedad, es decir, el nimero de casos nuevos que se registran de dicha
enfermedad en una semana epidemioldgica especifica de un ano determinado.

La Tabla |l muestra los totales de los casos de dengue registrados anualmente en el
rango de 2009 a 2014, segun los reportes emitidos por la DGE. La Figura [I| exhibe
que las cantidades totales varian. En estos seis anos se puede observar que el valor
registrado para un ano impar es relativamente mas grande que el registrado para
el ano inmediato posterior, el cual es necesariamente par. En la Figura se exhibe
un repunte considerable del total de los casos registrados en el 2011, con respecto
al 2009 y 2010, para luego dar paso a un decrecimiento en los valores totales que
se ha mantenido hasta el 2014. Hasta el ano 2014 respecto al 2011, ha habido una
reduccion de casi el 82 % de los casos reportados.
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Ano | Total g
2009 | 3220 i | -,
2010 | 2489 g
2011 | 6032 o g
2012 | 5654 g e |-
2013 | 2758 3 B o,
2014 | 1059 g
Tabla 1: Total de § . ‘o

. T T T T T T
casos  registrados

por anos, segun
los reportes de la
DGE.

2009 2010 2011 2012 2013 2014

Figura 1: Total de casos registrados por anos, segin los
reportes de la DGE.

Describiendo los aumentos y decrementos de los totales de incidencia, paso a paso,
se puede decir que del 2009 a 2010 hubo una reduccién de casi el 23 % de los casos
registrados; del 2010 al 2011 hubo un aumento de casi el 142 %; del 2011 al 2012
hubo una reduccion de casi el 6 %; del 2012 al 2013 hubo una reduccién de casi el
52 %; y del 2013 al 2014 de casi el 62 %.

La Figura del Apéndice |B|muestra los histogramas lineales de casos registrados
semanalmente en cada ano, del rango de 2009 a 2014. Al observar individualmente
estos histogramas, llama la atencion que en cada uno de los anos impares 2009, 2011
y 2013 se aprecia lo que pareciera ser un tramo largo de frecuencias relativamente
bajas (ver Figuras [B.91} [B.93) y [B.95| respectivamente); en contraste, en cada
uno de los anos pares 2010, 2012 y 2014 se aprecia un tramo corto de frecuencias
relativamente bajas (ver Figuras |B.92| [B.94] y [B.96| respectivamente). A fin de
tener cierta idea sobre el comportamiento de la incidencia de dengue en cada uno
de estos tramos largos y cortos de frecuencias bajas, uno podria utilizar, en primera
instancia, la funcion de distribucién empirica calculada en cada uno de los anos
del rango de 2009 a 2014. La funcién de distribucion empirica ofrece la frecuencia
relativa acumulada de una muestra.

En el 2009, el tramo largo de frecuencias relativamente bajas abarca de la semana
1 ala 32 (1* de agosto), en el 2011 abarca de la semana 1 a la 36 (transicién entre
agosto - septiembre), y en el 2013 abarca de la semana 1 a la 25 (2% de julio).
En el 2009, el tramo largo correspondiente abarca aproximadamente 7 meses, y
el porcentaje acumulado de mayo a julio fue de casi el 8% del total de casos
registrados en este ano. Para el ano 2011, el tramo largo de frecuencias bajas abarca
casi 8 meses, de enero a agosto, y aqui el porcentaje acumulado aproximado fue
de tan sélo el 4% del total de los casos de dengue. Para el 2013, el tramo largo
abarca casi 6 meses, de enero a junio, y el porcentaje acumulado en esos meses fue
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de casi el 15% del total de incidencia.

En el 2010, el tramo corto de frecuencias relativamente bajas abarca de la semana
12 a la 25 (3% de marzo - 3* de junio), en el 2012 abarca de la semana 12 a la 26
(3" de marzo - transicion junio-julio), y en el 2014 abarca de la semana 13 a la 25
(transicién marzo-abril - 3% de junio). Estos tramos abarcan aproximadamente 3
meses, principalmente de abril a junio. Para el ano 2010, el porcentaje acumulado
en esos meses es de casi el 5%, en el 2012 es de casi el 7%, y en el 2014 es de casi
el 9%, del total de los casos en esos anos.

1000 1500 2000
|

Casos de dengue mensuales
500
!

Mayo 2009 Mayo 2010 Mayo 2011 Mayo 2012 Mayo 2013 Mayo 2014 Mayo 2015

Figura 2: Valores de incidencia mensuales que se dan entre enero de 2009 y junio de 2015.

La Figura [2] muestra un panorama grafico de los casos de dengue que se han
registrado de manera mensual, durante el 2009 hasta los primeros 6 meses del
2015. Se puede ver que los tramos de frecuencias relativamente bajas alternan
entre uno largo (en los anos impares) y uno corto (en los afnos pares). Se aprecia
que el mes de mayo funge como un mes intermedio, es decir, un mes préoximo a las
semanas en las que se alcanza la parte mitad de estos tramos de bajas frecuencias.
También, se observa que el lapso que abarca del mes de mayo de un ano al mes de
abril del ano siguiente, encasilla un grupo de frecuencias relativamente grandes.
Se puede notar que estos grupos de grandes frecuencias no tiene la misma forma
ni contemplan la misma cantidad de casos de dengue, entre si.
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Estudio del dengue con el enfoque de la estadistica
circular

La estadistica circular es una herramienta que toma en cuenta la naturaleza pe-
riddica de los llamados datos circulares, los cuales incluyen tanto mediciones an-
gulares, como datos tomados de un reloj de 24 o 12 horas, o que pertenecen a
fenomenos periddicos a través del tiempo.

La incidencia de dengue en Yucatan es un fenémeno periédico, pues su ocurrencia
depende, en gran medida, de la temporada de lluvias presente cada ano en el
estado. De hecho, si se observan los valores de precipitacién mensual (medidos en
mm) que se tiene para el estado de Yucatan de enero de 2009 a junio de 2015 (ver
Figura E], y teniendo en cuenta que el mes de mayo es el inicio de la temporada
de lluvias a nivel naciona ﬂ se puede notar la presencia de ciclos, con periodicidad
de 12 meses, en el comportamiento de la precipitacion.

-+ Media global = 83.5326 mm

100 150 200 250
| | | |

Precipitacion (mm)

50
|

Mayo 2009 Mayo 2010 Mayo 2011 Mayo 2012 Mayo 2013 Mayo 2014 Mayo 2015

Figura 3: Valores de precipitacién pluvial (mm) mensual que se presentan entre enero de 2009
y junio de 2015. La media global que se obtiene en este lapso es de 83.5326 mm.

De la Figura |3 en cada ciclo se presenta un lapso de grandes valores de precipi-
tacion (aquellos valores que estdn arriba de la media histérica), y estas grandes
precipitaciones son las que influyen en el aumento de los casos nuevos de dengue
en un tiempo determinado; de este modo, se puede decir que se tendran picos de
incidencia cada ano. Por ese comportamiento ciclico en la incidencia de dengue en

SCONAGUA. Temperatura y lluvia: http://smn.cna.gob.mx/index.php?option=com_
content&view=article&id=12&Itemid=77

SCONAGUA. ;Qué es un ciclén?: http://smn.cna.gob.mx/index.php?option=com_
content&view=article&id=39&Itemid=47.
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Yucatéan, los casos nuevos de dengue pueden ser estudiados como datos circulares.
Siendo asi, el presente trabajo tiene como objetivo modelar la incidencia de dengue
en el estado de Yucatan utilizando estadistica circular.

Para tal fin, este trabajo se ha organizado de la manera siguiente. Los primeros
cinco capitulos proporcionan las herramientas graficas y tedricas que necesitaremos
para el desarrollo de este estudio. En el Capitulo 1 se presenta la definicién de datos
circulares, una breve historia sobre su estudio y ejemplos que surgen en diferentes
ramas de la ciencia. En el Capitulo 2 se presentan las herramientas utilizadas para
el andlisis grafico de datos circulares. En el Capitulo 3 se introducen los estadisticos
descriptivos circulares mas comunmente utilizados para resumir las principales
caracteristicas de este tipo de datos. En el Capitulo 4 se ofrece una introduccién a
la teoria distribucional que sustenta la estadistica circular; se presentan modelos
circulares clésicos y recientes reportados en la literatura de estadistica circular,
entre las que se encuentran la distribuciéon von Mises (o Normal Circular), la familia
de distribuciones simétricas Jones-Pewsey y la familia de distribuciones flexibles
Inversa Batschelet. En el Capitulo 5 se ofrece la herramienta bésica para el analisis
inferencial de los datos circulares, asi como métodos de estimacién puntal y por
intervalos para los principales estadisticos descriptivos circulares.

En el Capitulo 6 se presentan los resultados que se han obtenido al aplicar estadisti-
ca circular en el andlisis descriptivo y modelado de los casos nuevos de dengue en
cierto periodo de tiempo (incidencia). Para tal fin, se han considerado seis periodos
anuales de estudio que se establecen entre los anos 2009 y 2015. En el capitulo 7
se da un comparacién entre los resultados obtenidos en los periodos de estudio
considerados, y en el Capitulo 8 se discuten los resultados mas importantes que se
han hallado. Finalmente, en el Capitulo 9 se ofrecen las conclusiones generales de
este trabajo de investigacion.

Cabe senalar que para el contenido tedrico de este trabajo se han tomado como
base los libros Topics in Circular Statistics (Jammalamadaka y Senguptal, 2001),
Directional Statistics (Mardia y Jupp, 1999), pero sobre todo se ha tenido muy en
cuenta el contenido de Clircular Statistics in R (Pewsey et al., 2013) el cual ofrece
un magnifico resumen acerca de los contenidos sobre datos circulares de los dos
primeros libros, ademas de que ofrece las herramientas computacionales utilizadas
aqui; Pewsey et al.| (2013)) brindan una lectura muy amena y presentan diversos
ejemplos para ilustrar el uso de diferentes técnicas estadisticas circulares, que van
acompanados del c6digo necesario para implementarlas de manera computacional.
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El programa informatico aqui utilizado para realizar las figuras y graficas presenta-
das, y los calculos necesarios para el desarrollo de este trabajo, es el software libre
R Core Team| (2015)), version 3.2.1, a través del entorno de desarrollo integrado

RStudio Team| (2015)), version 0.99.467 de escritorio.
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Datos circulares

La estadistica direccional se encarga del estudio de las observaciones que pueden
ser representadas como vectores unitarios en el plano o en el espacio tridimensio-
nal, o equivalentemente, como puntos de la circunferencia unitaria o de la esfera
unitaria. Como el espacio muestral es un circulo o una esfera, los métodos estandar
para datos con soporte en la recta real no pueden ser utilizados. Los métodos di-
reccionales que se desarrollen requieren que tomen en cuenta la estructura de estos
espacios.

En particular, los datos en la esfera unitaria reciben el nombre de datos esféricos,
y la estadistica esférica se encarga de ellos. Por ende, la estadistica circular se
encarga de aquellos datos en la circunferencia del circulo unitario, es decir, los
datos circulares.

En este capitulo se muestra una breve historia del estudio de datos direccionales y
algunos ejemplos que se dan en distintas ramas de la ciencia. Ademas, se presentan
las caracteristicas de los datos circulares (entre ellas la periodicidad), asi como
también algunas formas de representacién grafica para este tipo de datos; estos
graficos tienen como fin describir el comportamiento de los datos circulares.

1.1. Breve historia del estudio de datos direccio-
nales

Mena (2004) ofrece una breve recopilacion sobre el estudio de los datos direcciona-
les. Las referencias mas remotas de analisis de datos circulares datan de finales del
siglo XVII, con los trabajo John Mitchell, padre de la sismologia, quien empleé es-
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tos analisis para estudiar las separaciones angulares entre estrellas con el objetivo
de probar la hipotesis de que sus direcciones estaban uniformemente distribuidas.
Sin embargo, muchos de los primeros trabajos en estadistica circular se originaron
a través del interés en comprender la habilidad de las palomas mensajeras en re-
tornar a sus hogares. Estos andlisis luego se extendieron a los estudios del empleo
que hacen las aves migratorias de su reloj interno y de la direccién del sol para
orientarse.

La estadistica direccional cobré gran impulso cuando a principios de las década
de los 50’s investigadores en Geofisica y Geodesia de la Universidad de Cambrid-
ge llevaban a cabo estudios direccionales de magnetizacién remanente en rocas
volcanicas de Islandia, y encontraron que estas direcciones formaban dos grupos
apartados 180°uno del otro. Este hecho era importante en la demostracién de la
ocurrencia de inversiones de polaridad del campo terrestre (tema atn controverti-
do para la época) y, por consiguiente, surgié la necesidad de contar con un método
estadistico para el tratamiento de los datos y poder obtener asi conclusiones soste-
nibles. Ronald Fisher, en ese entonces profesor de aquella Universidad, se interesé
en este tema, diseno rapidamente su estadistica en la esfera y junto con el grupo de
geofisicos aplicé por primera vez estos métodos. En 1953 Fisher publicé su trabajo
clasico de estadistica direccional Dispersion on a sphere.

Durante los ultimos 40 anos la estadistica direccional se ha desarrollado amplia-
mente. La bibliografia existente sobre el tema se enriquecié con los libros Statistics
on Spheres(Watson, |1980), Circular Statistics in Biology (Batschelet, |1981), Sta-
tistical Analysis of Spherical Data (Fisher et al. [1987), Statistical Analysis of
Circular Data (Fisher, [1993)), y los mds recientes Directional Statistics (Mardia y
Jupp, 1999), Topics in Circular Statistics (Jammalamadaka y Sengupta;, 2001) y
Clircular Statistics in R (Pewsey et al., 2013]).

1.2. Ejemplos de datos direccionales

Los datos direccionales surgen con bastante frecuencia en muchas ciencias natu-
rales y fisicas como Biologia, Medicina, Ecologia, Geologia, Meteorologia, Fisica,
Astronomia, etcétera.

Jammalamadaka et al| (1986) discuten una aplicacién médica interesante donde
los angulos de flexién de la rodilla fueron medidos para evaluar la recuperacion de
paciente ortopédicos.

Los ecologistas consideran que la direcciéon predominante del viento es un factor
importante en muchos estudios, incluidos los que implican el transporte de conta-
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minantes.

Los gedlogos estudian paleocorrientes para hacer inferencia acerca de la direccién
del flujo de los rios en el pasado (Sengupta y Rao|, [1966) y analizar las direcciones
paleomagnéticas del polo magnético de la Tierra, para investigar el fendmeno de la
inversién de los polos, asi como en apoyo de la hipdtesis de la deriva continental.

En Fisica, un conjunto de datos el cual llevé a la introduccion de una de las
distribuciones basicas en estadistica circular consiste de las partes fraccionarias
(convertidas en angulos) de los pesos atémicos de los elementos conocidos hasta
1918. Antes del descubrimiento de los isétopos, se habia especulado que las medidas
de los pesos atémicos eran enteros sujetos a error. Von Mises| (1918) propone
verificar esto al probar si la correspondiente distribucién en el circulo tenia o no
moda en 0°.

En Biologia, los estudios sobre la orientacion de los animales generan datos circu-
lares. Las preguntas tipicas de interés son (i) si las direcciones de los animales se
distribuyen uniformemente en el circulo y (ii) si los animales tienden a ir en una
direccién especifica. La respuesta a esta tltima pregunta es 1til en los intentos de
determinar si los animales utilizan signos de navegacion tales como la direccién
del sol o el campo magnético de la tierra. Se dan discusiones de diversas inves-
tigaciones en el campo de la navegacién de las aves en |Schmidt-Koenig (1965) y
Batschelet| (1981)).

Datos circulares surgen también del estudio de los ritmos bioldgicos (o circadianos).
El circulo puede ser usado para representar un ciclo, y el interés puede estar en el
tiempo de un evento dentro del ciclo, digamos por ejemplo cuando la temperatura
corporal o la presién de la sangre alcanzan su punto maximo durante el dia.

En Psicologia, los datos direccionales aparecen en la percepcién de la direccién
bajo varias condiciones, tales como la simulacién de la gravedad cero (Ross et al.,
1969). Datos circulares se producen también en los estudios de los mapas mentales
que las personas usan para representar su entorno (Gordon et al., [1989).

Ejemplos adicionales incluyen los angulos de unién de moléculas, las veces durante
el dia en que suceden ciberataques a un centro de inteligencia, y la incidencia a
través del ano del sarampién.

1.3. Datos circulares

Las observaciones que se pueden representar como vectores unitarios en R? reciben
el nombre de datos circulares. Equivalentemente, los datos circulares son aquellos
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que pueden ser representados como puntos de una circunferencia de un circulo
unitario, de aqui que reciben su peculiar nombre.

Los datos circulares incluyen direcciones medidas usando instrumentos tales como
la brujula, el transportador, la veleta, el sextante y el teodolito. Pero aunque las
direcciones, registradas en angulos, son un tipo de datos circulares, no todos los
datos circulares son necesariamente inicialmente medidos o registrados como angu-
los. La clave para entender este punto es la periodicidad de los datos (Pewsey et al.,
2013). De hecho, cualquier fenémeno periédico con periodo conocido digamos un
dfa, un mes o un ano, puede ser representado en el circulo (donde la circunferencia
corresponde a este periodo), mediante la agregacién, segin sea necesario, de datos
sobre varios individuos o subperiodos (Jammalamadaka y Sengupta, 2001]).

Por ejemplo, consideremos el tiempo de un dia medido en un reloj de 24 horas. Los
tiempos 0:00 y 24:00, ambos corresponden a la media noche, y 1:00 y 23:00 ambos
definen tiempos de una hora después y antes de la media noche. Cada tiempo
corresponde a una posiciéon de la aguja horaria en un reloj de 24 horas, y cada
una de estas posiciones pueden ser convertidas en un dngulo medido en grados al
multiplicar el tiempo en horas por 360/24. Estos angulos pueden ser usados para
definir puntos en alrededor de la circunferencia de un circulo unitario. De este
modo, los datos asi convertidos pueden representar los veces durante el dia de la
llegada de pacientes a la sala de urgencias de un hospital. Otro ejemplo, es que se
podria estar interesado en la ocurrencia a lo largo del ano de los sismos en Japén
con magnitud de 5 o més en la escala de Richter. Entonces, el gran terremoto
ocurrido en el 11 de Marzo de 2011 se podria considerar como muy cerca, en
términos del tiempo del ano, de uno de magnitud 6.9 ocurrido el 12 de Marzo de
2012. Los datos de este tipo pueden ser convertidos a angulos medidos en grados
al multiplicar el tiempo del ano en dias, con 0°representando el 1 de Enero, por
360/365 (no tomando en cuenta anos bisiestos), y, posteriormente, representados
como puntos en la circunferencia de un circulo unitario (Pewsey et al., 2013).

1.4. Periodicidad de los datos circulares

Dado un punto inicial de referencia, la direccion cero, y un sentido de rotacién
positivo (horario o antihorario), una dato circular puede ser registrado como un
angulo medido desde la direccién cero al punto en la circunferencia correspondiente
a la observacion. Es usual medirlos en grados o radianes.

Estos requerimientos de especificar una posicion de origen y un sentido positivo de
rotacion no se dan para datos en la linea recta, pues ahi, el origen es 0, los valores a
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la derecha del cero son positivos, y los valores a la izquierda del cero son negativos.
Para datos circulares, cada angulo define un punto en la circunferencia de un circulo
unitario, al igual que cada valor de una variable lineal define un punto en la linea
recta. A medida que el valor absoluto de una variable lineal aumenta, més nos
moveremos lejos del origen. Asi, en la recta real, el valor de 360 estd relativamente
cerca de 355 pero relativamente lejos del origen. Esta situacién es diferente para
variables circulares. Mientras que un angulo de 355° corresponde a un punto en
la circunferencia del circulo unitario que esta cerca de la que corresponde a 360°,
los angulos 0°y 360° definen exactamente el mismo punto, por lo que este punto y
el primero estan relativamente cercanos. Es esta periodicidad natural de los datos
circulares los que obliga a abandonar las técnicas estadisticas estandar diseniadas
para datos lineales en favor de otras que respeten la periodicidad de los datos
circulares (Pewsey et al., 2013).

Un ejemplo clasico de lo que podria pasar si tratamos los datos circulares con
herramientas lineales se da, suponiendo que se miden dngulos de la manera clasica
(direccién inicial al este y sentido de rotacién positivo), cuando se tiene interés
sobre las direcciones de vuelo de cuatro aves que se liberan desde un mismo punto.
Si consideramos que los angulos registrados son 355°, 350°, 5°y 10°, el sentido
comun nos dirfa que, en general, estas aves volaron aproximadamente a un direc-
cién de 0°, es decir, al este. Sin embargo, la media aritmética de estos datos es
180°, y apunta a una direccién opuesta al origen, o sea al oeste, lo cual no es para
nada razonable si se quiere tomar este valor como un representante del comporta-
miento de las direcciones de vuelo.

El punto de referencia, o “cero”, tales como el 1 de enero, medianoche o norte,
es una construccién arbitraria que generalmente no se relaciona bien con los fac-
tores subyacentes del sistema bajo estudio. Podemos, por convencion, etiquetar 1
de Enero como dia uno y 31 de Diciembre como dia 365, pero en términos de la
incidencia de sarampién en un area metropolitana grande, o la direcciéon predomi-
nante del viento en una estaciéon meteorolégica, podria esperarse que los valores
en estos dias presenten cierto comportamiento similar.

1.5. Representacion grafica de datos circulares

1.5.1. Diagrama Circular

La representacion mas simple un dato circular es un raw circular data plot. Es
el grafico més natural que describe este tipo de datos. En él, un dato circular es
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representado por un punto, o cualquier otro simbolo, localizado sobre la circun-
ferencia de un circulo unitario. Cuando un dato se repite, los nuevos puntos se
colocan fuera del circulo en la direccion correspondiente.

En la literatura, estos graficos son citados en espanol como “graficos de datos cir-
culares en ramas” (Jaimes Jaimes y Pineda Garavito, 2012)) o simplemente como
“diagramas circulares” (Nunez Antonio, 2010). Utilizaremos esta iltima denomi-
nacion.

Un ejemplo del uso de este grafico es el de las posiciones de parada de una ruleta
presentado por [Mardia y Jupp) (1999). Se exhibe a continuacién.

Ejemplo 1.1. Una ruleta fue girada y las posiciones en las que se detuvo fueron
medidas. Las posiciones de parada en 9 intentos fueron 43°, 45°, 52°, 61°, 75°,
88°, 88°, 279°, 357°.

80 + 0

270

Figura 1.1: Diagrama circular de los datos de la ruleta del Ejemplo

1.5.2. Diagrama de Rosa

Analogo al histograma lineal para datos circulares es el diagrama de rosa, en el
cual las frecuencias son representadas por areas de sectores en lugar de barras.

La Figura muestra un ejemplo sobre el uso del diagrama de rosa que es pre-
sentado originalmente por (Pewsey et al, [2013). En este ejemplo, se presentan
310 direcciones del viento, medidos en sentido horario desde el norte, en radianes,
registrados en una estacién meteorologica en los Alpes italianos cada 15 minutos
desde las 3:00 am a 4:00 am, entre el 29 de Enero de 2001 al 31 de Marzo de
2001. Estos datos fueron introducidos a la literatura de la estadistica circular por
Agostinelli| (2007)).
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Figura 1.2: Diagrama circular y, en su centro, un diagrama de rosa para 310 direcciones del
viento. Las dreas de los sectores en el diagrama de rosa representan las frecuencias relativas en
los 16 intervalos de clase.

Mas formalmente, en un diagrama de rosa, el area de cada sector es proporcional
a la frecuencia en el grupo correspondiente. Para lograr esto en grupos de igual
amplitud, el radio de cada sector debe ser proporcional a la raiz cuadrada de la
frecuencia relativa. No todos los autores en la literatura de la estadistica circular
siguen esta convencion, sin embargo, en el presente trabajo si se utilizara.

Al igual que los histogramas, se puede elegir cuantos sectores del diagrama de rosa
dividiran los datos. Esta eleccién puede influir fuertemente en cémo la grafica es
interpretada, asi que se recomienda probar un rango de valores para los niimeros
de sectores y comparar los resultados. Como regla empirica, la raiz del tamano de
muestra es usada frecuentemente como una primera aproximacion razonable a un
apropiado nuimero de sectores.

1.5.3. Histogramas lineales

Ya que los estadisticos han adquirido experiencia interpretando histogramas en
la linea recta, o sea histogramas estindares o lineales, una primera opcion grafica
podria ser el uso adecuado de ellos en datos circulares.

Para producir un histograma lineal de datos circulares, cortamos la circunferencia
del circulo en un punto especifico y asociamos los dos puntos finales del circu-
lo cortado con los dos puntos finales del histograma lineal. En consecuencia, su
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interpretacién puede estar potencialmente obstaculizada debido a que la periodi-
cidad de los datos se pierde. Implicitamente se asume que uno sera consciente de
que ambos extremos del histograma corresponden al mismo punto. Se requiere el
uso de un poco de esfuerzo mental para envolver el histograma lineal de nuevo
en la circunferencia del circulo unitario. Ademas, la cuestiéon de donde cortar la
circunferencia es especialmente delicada.

La primera impresion visual dada por un histograma lineal puede ser sensible al
punto donde la circunferencia fue cortada|Mardia y Jupp| (1999). Algunos autores,
como 7, abogan por dibujar dos veces el mismo histograma, esto es, una repeticién
seguida inmediatamente de la otra, con el fin de evitar efectos visuales erréneos
derivados de la naturaleza arbitraria del punto de corte. Sin embargo, para |Pewsey
et al| (2013)), esto podria dar una interpretacién considerablemente errénea si un
observador casual pierde de vista el hecho de que los datos han sido graficados dos
veces (y por tanto, digamos, podria interpretar equivocadamente un conjunto de
datos unimodales como bimodales). En vez de esto, si se requiere usar histogramas
lineales, ellos recomiendan graficar solo una vez los datos, pero analizando primero
acerca del punto de corte a usar mas apropiado.

Mardia y Jupp, (1999) consideran que si los datos tienen una sola moda, o esa
una direccion preferida, es buena idea usar un punto de corte muy cercano a la
direcciéon opuesta a la moda. Un punto muy cercano a la moda podria dar la
impresion errénea de que los datos son bimodales.
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Direccion de viento (radianes) Direccion del viento (radianes)

Figura 1.3: Histogramas lineales de 310 direcciones del viento (izquierda) con punto de corte
en 0 (norte) y en un rango de [0, 27), y (derecha) con punto de corte en 2 — 57/8 y en un rango
de [—57/8,2m — 57/8)

Para los datos presentados por |Agostinelli (2007)), al ver la Figura sin tener
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en cuenta las observaciones ya planteadas al principio, un error de interpretacién
inicial del primer histograma podria ser que la distribucién de los datos sea bimo-
dal. Sin embargo, esta impresién es consecuencia de que la circunferencia ha sido
cortada en un lugar inapropiado, a saber 0, que corresponde al norte, alrededor
del cual los datos se distribuyen muy cercanamente. Con el fin de interpretar los
datos correctamente, se requiere tomar en cuenta que los valores 0 y 27 se refieren
al mismo punto. Claramente, un mejor lugar para cortar el circulo seria 2w — 57 /8,
pues alli se concentran menos datos.

En el segundo histograma, los valores negativos a través del eje horizontal sim-
plemente representan direcciones medidas de manera antihoraria desde el norte y
son obviamente equivalentes a sus valores originales positivos (mod 27). En este
histograma, se refleja claramente las caracteristicas de unimodalidad y de sesgo
de la distribucion de los datos en sentido horario de norte a sur. Sin embargo,
si bien es mucho mas facil interpretar este histograma que el primero, todavia se
reguiere equiparar los dos extremos como correspondientes a un mismo punto en
la circunferencia unitaria.

Como en la construccion de cualquier histograma, el mejor nimero de intervalos
de clase a usar generalmente requiere de algo de exploracion.
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Estadisticos descriptivos
circulares

El camino mas natural para representar graficamente una observacién circular
es a través de un punto en la circunferencia unitaria; el circulo representa, por
ejemplo, la cara de una brujula, un reloj de 12 horas (o 24), o un medio en el
cual identificamos la época del ano. El radio del circulo, » > 0, es claramente
irrelevante, y la eleccion r = 1 simplifica las cosas matematicamente. Por esta
eleccion, cada observacion define un vector unitario x, dirigido desde el centro del
circulo unitario al punto en la circunferencia de dicho circulo.

Equivalentemente, una vez que el origen ha sido elegido (por ejemplo el norte,
o el utilizado en matematicas que corresponde al eje horizontal positivo), junto
con una orientacién (por ejemplo, en sentido horario desde el norte o antihorario
desde el origen matematico), una observacién circular puede ser representada por
el angulo 6, subtendido por el arco alrededor del circulo unitario, en la orientacion
escogida, desde el origen a la observaciéon. Los valores negativos de 6 corresponden
a los angulos medidos en la direccion opuesta a la orientacién elegida.

Con fines de estandarizacion, al trabajar analiticamente con angulos se referira a
ellos medidos en radianes y utilizando la representacién matematica (eje horizontal
positivo hacia el este y orientacién positiva antihoraria). Claramente, el angulo
usado para identificar un punto en la circunferencia del circulo unitario no es
unico, ya que 0 y 6 + 2wp, p = £1,£2, ..., corresponden al mismo punto en la
circunferencia. Por lo tanto, cuando se hace referencia a un angulo implicitamente
significard que se ha tomado su valor médulo 27. Por esta eleccién de unidades,
origen y orientacién, el vector unitario x y el dngulo € estén relacionados a través
de x = (cos®,sen )T, donde el superindice T significa la transpuesta del vector.
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Una mayor simplificacién matematica se logra mediante la representacion del vec-
tor x en el plano complejo, en lugar del plano real, al tomar el eje horizontal
como su componente real y el eje vertical como el imaginario. Usando esta re-
presentacion alternativa, una observacion circular con vector unitario x puede ser
representado por el nimero complejo 2 = € = cosf + isen, donde i = (0,1).
Tal representacion de una observacion circular estd descrita en la Figura [2.1]
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Figura 2.1: Una observacién circular con vector unitario x representada en el plano complejo
mediante el nimero z = cos @ + isenf. La flecha identifica al vector unitario x con el correspon-
diente dngulo 6 medido en sentido antihorario desde el origen z = (1,0).

En este capitulo se presentan los estadisticos descriptivos circulares comtinmente
utilizados para resumir una muestra de datos circulares. Primero se definen los
momentos trigonométricos muestrales, ya que estos proporcionan la base para la
mayoria de las medidas de localizacion, concentracion, dispersion, sesgo y curtosis.
Se termina con las correcciones que se deben aplicar en el andlisis de los datos
agrupados.

2.1. Momentos trigonométricos muestrales

Considere una muestra aleatoria de observaciones circulares de tamano n, con vec-
tores unitarios asociados Xi,Xs,...,X,, angulos 6y,...,6, y numeros complejos
Zlyevey”n.

Definicién 2.1. Parap =0,+1,£2,..., el p—ésimo momento trigonométri-
co muestral alrededor de la direccion cero estd dado por
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1 — 1<~ e . 1 .
tp,() :E sz _ E (ezGJ)P — E Zepey — ﬁ Z(Cospej + zsenpej)
Jj=1 Jj=1 Jj=1 j=1
—ay, + ib,, (2.1)
donde

1 ¢ 1 ¢

ap = Zcospﬁj, b, = - Zsenpﬁj. (2.2)
i=1 i=1

De la ecuacién , se llega a que a_, = a, y b_, = —b,. Claramente, ¢y = 1.

El nimero complejo ¢, o define un vector medio resultante en el plano complejo,
de longitud

R, = (a’+b2)"* € [0,1], (2.3)
con direccién
0, = arctan*(by, a,), (2.4)
donde
arctan(b,/ay), si a, > 0,

arctan(b,/a,) + 7 sib, >0, a, <0,
arctan(b,/a,) —m sib, <0, a, <0,

arctan™(b,/a,) = /2 §ib >0 a =0 (2.5)
—7/2 si b, <0, a, =0,
inde finida sib,=0,a,=0.

La funcién tangente inversa, arctan devuelve valores en (—m/2,7/2). La funcién
arctan® regresa valores en (—, 7] los cuales pueden ser mapeados a (0,27] al
sumar 27 a cada valor negativo.

Cuando R, > 0, la representacién polar de ¢, es
tpo = Rpeiép = R,(cos, + isend,) (2.6)

con R, y 9_p denominados longitud media resultante y direcciéon media,
respectivamente, del vector medio resultante de p0s, ..., p0,. Se sigue de .1y
que, si 12, > 0,
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a, = R,cos0,, b,=R,send,. (2.7)

La direcciéon media muestral y la longitud media muestral resultante de 6y, ...,6,,
6, y Ri, usualmente son denotados simplemente por § y R, y son denominados
inequivocamente como la direccion media muestral y la longitud media
resultante muestral, respectivamente. Se sigue de y que, cuando R > 0,

1< N .
- Z cos(d; — 0) = R, - Z sen(d; — 0) = 0.
Jj=1 j=1
Teorema 2.1. Si 0 es la direccion del vector resultante de (01,0, .. .,0,) entonces

% i sen(f; —0) =0 (2.8)

%Zn: cos(f; —0) = R (2.9)

Demostraciéon: Se sigue de que:

1O 1 _ _
- ; sen(0; — 0) =— Z(sen 0; cos — cos ; sen 0)

n -

n

n

=1

LS sendicosd~ 13 costsend
=— sen6; costl — — cos 0; sen
nizl n

i=1
=b; cosf — a;sen b

:RSGHQ_COSQ_— RCOSQ_SGHQ_

Similarmente,

n

1 & N e _
—— 0; cos 0 + — 0; sen @
- ; cost; cost + - ; sen ¢; sen

=ay cosf + by sen
=Rcosfcosf 4+ Rsenfsend
=Rcos®’ + Rsen? 0

=R
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La ecuacién [2.8] es andloga a

n

> (z;—x) =0,

=1
para las observaciones x1,...,x, en la linea recta con media muestral z.
Los momentos trigonométricos muestrales alrededor de la direccién media 6 pue-

den ser definidos y resultan ser 1tiles.

Definicién 2.2. El p-ésimo momento trigonométrico muestral alrededor
de la direccion media estd dado por

1 ¢ ip(6;—0
tpﬁ:ﬁz;ep(J )
]:

:% Z {cosp((‘)j —0) +i senp(6; — 0_)}

j=1
donde
1y e _
a = Z;Cosp(ej —0), b,= - > senp(6; —0). (2.11)
De (2.8) -
C_Ll - R, b1 = O, (212)
y por lo tanto ¢, 5 = R. En consecuencia, para la muestra centrada, -0, . . ., 6,,—6,

la direccién media es 0 pero la longitud media resultante no cambia.

Como a continuacion se tratara, la mayoria de las medidas utilizadas para resumir
datos circulares estan relacionadas con los momentos trigonométricos muestrales.
Los anélagos poblacionales de los momentos trigonométricos muestrales seran in-
troducidos posteriormente.

2.2. Medidas de Localizacion

2.2.1. Direcciéon Media Muestral

La direccion media muestral 0 = 6, definida en la seccion es comunmente
la medida de localizacion para datos circulares méas utilizada. Cuando ésta existe,
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corresponde a la direccién del vector medio resultante. No existira, por ejemplo,
para una muestra de la forma 01,...,0,2,01 +7,...,0,,2 + m; los pares obvios de
los vectores unitarios se cancelan entre si y esto conduce a que R = 0. Otras formas
de muestras ciclicas, para triples, cuadruples, etcétera, de los vectores unitarios se
anulan entre si, y también se llega a que R = 0. Para muestras unimodales que
estan cerca de ser simétricas, 8 ofrece una buena medida de localizacién central.

Se puede demostrar que la direccion media es equivariante bajo rotacién; es decir,
si una muestra de datos circulares con direccion media 6 se rota en sentido horario a
través de un angulo 1, la direccién media de la muestra rotada serd 0+ ( mod 27).

2.2.2. Direcciéon Mediana Muestral

La direccién mediana muestral, denotada por 6, ofrece una alternativa robus-
ta a la direccién media muestral, , como una medida de localizacién. Es parti-
cularmente 1til cuando la muestra es sesgada. Una direccién mediana muestral es
definida como cualquier angulo ¢ para la cual la mitad de los datos pertenecen al
arco [1,1 + ) y la mayoria de los datos estd cerca de ¢ que de ¥ 4+ 7. De esta
definicién , es claro que la direccién mediana no necesariamente es tinica. Cuando
n es impar, una direccion mediana correspondera a uno de los puntos de los datos.
Cuando n es par, es usual tomar el promedio de dos puntos adyacentes.

Formalmente, una direcciéon mediana puede ser identificada por minimizar la me-

dida de dispersion (ver Seccién [2.3.3))

Bv) = >~ Im = 16, — I} (2.13)

Un ejemplo sobre el eso de los estadisticos circulares direccién media y la direccion
mediana muestrales es ofrecido a continuacion, y se utilizan para los datos circu-
lares del ejemplo [I.1] del capitulo [T}

Ejemplo 2.1. Para el ejemplo de la ruleta en el Ejemplo las observaciones
(en grados) son 43°, 40°, 52°, 61°, 75°, 88°, 88°, 279°, 357°. Para estos datos,
la direccion mediana 0 = 52°y la direccion media 6 = 51.0501° (ver Figura .

El Ejemplo refleja la razonabilidad de los valores de la media y la mediana
muestrales obtenidos para los datos de ruleta del ejemplo [I.1] Si éstos se hubiesen
tratado como datos en la linea recta, entonces = 75°y & = 120.8889 °no son
medidas representativas coherentes con la distribucién de los datos de ruleta en la
circunferencia.
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— Direccién media: 51.0501°
--- Direccion mediana: 52° P

Figura 2.2: Direcciones media y mediana muestrales para los datos del Ejemplo
2.3. Medidas de Concentraciéon y Dispersion

2.3.1. Longitud Media Resultante Muestral

La longitud media resultante muestral, R = R, € [0,1], definida en la sec-
cién 2.1], es la medida de concentracién mas cominmente utilizada para datos
circulares unimodales. La medida R es igual a 1 solamente cuando los datos estan
localizados en el mismo punto en la circunferencia unitaria (o, equivalentemente,
todos los vectores unitarios son idénticos). Un valor cercano a 1 indica que los
datos estan estrechamente cercanos alrededor de la direcciéon media. Cuando los
datos estdn distribuidos uniformemente alrededor de la circunferencia, R tomara
el valor cercano a 0. Sin embargo, el valor de 0 para R no deberfa ser interpretado
necesariamente como un indicador de que los datos estén uniformemente distribui-
dos alrededor del circulo ya que, como se ha visto en la Seccién R =0 para
cualquier muestra con estructura ciclica.

2.3.2. Varianza Muestral Circular y Desviacion Estandar

La varianza circular muestral esta definida como

V=1-R (2.14)
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Ya que R € [0, 1], entonces V € [0,1]. Batschelet (1981) usa el término “varianza
angular” para referirse a 2(1—R) € [0, 2] como una medida de variabilidad circular.

La desviacion estandar circular muestral estd dada por
& = {—2log(1 — V)}'/* = {=21og R}"* € [0, 0. (2.15)
Para muestras concentradas, con V' pequena,
5~ (V)2 = {201 - R)}"*, (2.16)

lo cual explica la definicién de la varianza angular como una alternativa a la varian-

za circular (2.14). Batschelet| (1981) se refiere a {2(1 — ]?)}1/2 como la desviacion
angular (media).

De las dos medidas, hay una preferencia por V, ya que la escala [0, 1] parece méas
natural que [0, 2].

2.3.3. Otras Medidas Muestrales de Dispersion

La llamada dispersion circular muestral estd definida como
1— Ry

2R2
donde R, es la longitud media resultante del doble de los dngulos, 26, ..., 26,
como fue definido en (12.3)).

Comunmente se usan dos medidas de distancia entre dos angulos, ¥ y w, las cua-
les conducen a dos medidas alternativas de dispersion de los datos circulares. La
primera medida de distancia es

5 = (2.17)

1 —cos(y) — w) (2.18)

con la medida de dispersiéon asociada de 64, ..., 0, alrededor de v,

_ %2{1—cos(9j—¢)}. (2.19)

La medida de dispersién d; (1)) es minimizada cuando 1) = 0, con d,(0) =1 —a; =

1 — R =V. Usando (2.18) como la medida de distancia, la distancia media entre

dos datos es
B 1 n n _
di=—> > {1 —cos(d; —0)} =1- R

j=1 k=1
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La segunda medida de distancia comunmente usada es
min(t —w, 27 — (1 —w)) =7 — |7 — [ — wl], (2.20)

con su medida de dispersion asociada . Como se explico en la Seccion ,
dy(1)) es minimizada cuando 1) = 0 y dy(0) es denominada como la desviacidon
mediana circular. Usando ([2.20]) como la medida de distancia, la distancia media
entre dos puntos esta dada por:

b=y 33 (w16~ 6} € [0.7/2)

j=1 k=1

Finalmente, el rango circular, W, esta definido como la longitud del arco més
pequeno que contiene a todas las observaciones.

Se recomienda usar la longitud media resultante R o la varianza circular V' para
describir la distribucién de muestras unimodales.

2.4. Medidas de Sesgo y Curtosis

Como vimos en , los elementos del primer momento trigonométrico muestral
alrededor de la direcciéon media, t; g, son a; = Ry b, = 0. Por tanto @; es una
medida de concentracién pero b; no es ttil como estadistico descriptivo. Por ello,
los elementos del segundo momento trigonométrico alrededor de la direccion media,
ty g, ofrecen las medidas basicas de sesgo y curtosis para datos circulares.

El “seno” del segundo momento trigonométrico central

n

_ 1 _ _ _ _

by = - ;sen 2(0; — ) = Rysen(6, — 20) (2.21)
es el “seno” de los momentos trigonométricos centrales que es no cero y asi ofrece
una medida del sesgo de datos circulares alrededor de la direcciéon media. Para
un conjunto de datos unimodales, by serd cercano a cero si la distribucién de los
datos es casi simétrica alrededor del , y relativamente grande y negativa (posi-
tiva) cuando los datos estan sesgados en sentido antihorario (horario) lejos de la

direccion media.

El “coseno” del segundo momento central

1 O S = - o
ay = - z; cos2(6; — 0) = Ry cos(6, — 26) (2.22)
J:
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es una medida de la curtosis de los datos circulares. Toma el valor de 1 cuando
los datos son todos idénticos, que corresponde a la maxima picudez, y los valores
cercanos a cero se atribuyen a datos casi uniformemente distribuidos alrededor del
circulo.

Las propiedades de by y @y para la concentracién de datos circulares llevan a |[Mar-
dial (1972) a proponer las medidas estandarizadas para el sesgo y curtosis

. by
y 2
A~ ao —
k= (12_ ek (2.24)

La interpretacion de s es similar a la de by. Para datos de una distribucion normal
envolvente (presentada en la Seccién , as — R'y k estaran cercanos a cero.
Como R € [0,1], las magnitudes de 8 y k generalmente seran mas grandes que sus
contrapartes no estandarizadas, by y @y — R*.

2.5. Correcciones para datos agrupados

En muchos contextos, en los cuales datos circulares son registrados, se pueden pre-
sentar dificultades para medir el angulo de manera precisa. Bajo tales circunstan-
cias, la circunferencia del circulo unitario es generalmente dividida en un nimero
par de sectores, con arcos de igual longitud, y las frecuencias de los datos que
caen en los diferentes sectores son lo que se registra. Los datos resultantes estan
claramente agrupados. La agrupacion es mas o menos “gruesa” en funcion de la
longitud de arco empleada.

Cuando se trata de analizar tales frecuencias de datos, los estadisticos descriptivos
usualmente son calculados con los puntos que caen en un arco, cuando todos a
ellos se les ubica en el centro del arco. En general, el valor de todas las direcciones
medias resultantes 6, calculados por medio de este camino solo diferirdn ligeramen-
te de los valores que se pudiesen haber obtenido si los datos se hubiesen medido
precisamente (esto por cdlculos hechos en [Stuart y Ord| (1987)). Sin embargo, los
valores de todas las longitudes medias resultantes R, generalmente serdn un tanto
mas chicas de lo que hubiesen sido con més precisién. Esto es importante ya que,
que se ha visto, R v R, aparecen en las definiciones de algunos de los estadisticos
mas comunmente usados para describir datos circulares.
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La correccién defendida por Mardial (1972) es calcular
R = c(py) Ry, (2.25)
donde el término de correccion esta dado por

L
C (Pw) - sen(pw/2)’

y 1 es el angulo, medido en radianes, subtendido por cada arco. Por ejemplo, para
16 arcos de igual longitud, ) = 7/8. La magnitud del factor de correccién ¢ (pi))
incrementa conforme aumentan p y el “grosor” de la agrupacion representada por

0.

Siguiendo a [Jammalamadaka y Senguptal (2001)), se recomienda aplicar esta co-
rreccién solo si los datos se dividen en menos de ocho segmentos.
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3

Distribuciones de probabilidad
circulares

Las propiedades de la funciones de distribucién circulares y las densidades de
probabilidad tienen mucho en comin con sus contrapartes lineales, pero también
se presentan importantes diferencias como consecuencia del hecho de procurar
estén bien definidas, y de que reflejen la periodicidad.

En este capitulo se presentan las definiciones de funcién de distribucién y de den-
sidad de probabilidad circulares, y de la funcién caracteristica circular. Se presen-
tan los momentos trigonométricos poblacionales y las medidas poblacionales de
localizaciéon, dispersion, sesgo y curtosis. Se muestran algunos enfoques para la
generacién de modelos circulares. Se presentan los modelos circulares clasicos y al-
gunos propuestos recientemente en la literatura; estos tltimos se caracterizan por
ser modelos flexibles, al tomar en cuenta no sélo la localizacién y la concentracion,
sino también la curtosis (familia de distribuciones simétricas Jones-Pewsey), o la
curtosis y el sesgo (distribuciones Inversa Batschelet).

El contenido de este capitulo se ha basado considerando como principal soporte el
trabajo de resumen hecho por |[Pewsey et al|(2013).

3.1. Teoria distribucional circular

Al especificar un distribucion circular se hace a través de una variable aleatoria
O, la cual toma un valor angular que corresponde a un punto en la circunferencia
unitaria. Cuando definimos una variable aleatoria angular es necesario seleccionar
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una direccién inicial, un sentido de rotacion y las unidades de medida. En el pre-
sente trabajo, se sigue utilizando la representacién “matematica” de un angulo, es
decir, la direccion cero se toma a través del eje horizontal positivo, y los angulos
son medidos en sentido antihorario en radianes. El rango de © puede ser tomado
en [0,27) o [—m, ).

Las distribuciones circulares son esencialmente de dos tipos: pueden ser discretas,
asignando masas de probabilidad solamente a un niimero contable de direcciones,
o pueden ser absolutamente continuas (con respecto a la medida de Lebesgue
en la circunferencia). La mayoria de los modelos para distribuciones circulares
asumen como absolutamente continua en © y pueden ser especificadas mediante
una funcién de densidad de probabilidad.

3.1.1. Funciones de distribucién circular y de densidad de
probabilidad

Un camino para especificar una distribucién en el circulo unitario es por medio de
su funcion de distribucién. Supongamos que una direccion inicial y una orientacion
han sido elegidos, y se especifica una angulo aleatorio ©. La funcion de distribucion
I es definida como la funcién de toda la recta real dada por

F(O)=P(0<©<6), 0<0<2r (3.1)

F0+2m)—F0) =1, —o0<0< 0. (3.2)

La ecuacién es un analogo circular de la definiciéon usual de una funcién de
distribuciéon para una variable aleatoria observada en la recta real. La ecuacién
3.2] es una condicién extra impuesta con el fin de reflejar la periodicidad de una
distribucion circular. Esta propiedad esta relacionada con la propiedad de que la
probabilidad total asociada con una distribuciéon lineal debe ser 1. Esta puede ser
interpretada como la condicion de que la probabilidad de obtener un punto en el
circulo dentro de cualquier arco de longitud 27 radianes sea 1. Esta importante
diferencia con respecto a la funcién de distribucién de una variable aleatoria lineal
implica que
lim F(0) = —oco, lim F(f) = oc.

60— —o0 60— o0

Asi, en general, los valores tomados por F' claramente no son probabilidades. Sin
embargo, para a < < a + 27,

B
Pla<© <fB)=F(@)—-F(a) = / dF (), (3.3)
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donde la integral es una integral de Lebesgue-Stieltjes. Esta funcion es continua
por la derecha y por definicién F'(0) = 0, F'(27) = 1.

Hay que notar que, aunque la funcién F' depende de la eleccion de la direccién
cero, (3.3) muestra que F(3) — F(«) es independiente de esta eleccion.

La funcion cuantil se define en 0 < u <1 como
Q(u) =inf{0: F(0) > u}, (3.4)

es decir, el valor minimo de 6 para el cual F'(f) = P(0 < © < ) es al menos u.

Si la funcién de distribucién circular F' es absolutamente continua entonces tiene
una funcion de densidad circular de probabilidad f tal que

P
/¢ £(6)d6 = F(4)) — F(9), —oo< <)< oo

Claramente, el valor tomado por esta integral no necesariamente es una probabi-
lidad (por ejemplo, si ¥ = ¢ + 4m). Una funcién f es una funcién de densidad de
probabilidad de una distribucion circular absolutamente continua si y solo si

1. f(#) > 0 casi dondequiera en (—o0, 00),
2. f(6+2m) = f(0) casi dondequiera en (—oo, 00),
3. [27 f(0)do = 1.

La primera propiedad también se sostiene para la densidad de una variable aleato-
ria observada en la recta real. Las otras dos son consecuencias de la periodicidad
de una distribucion circular.

Pewsey et al. (2013)) ofrecen el ejemplo de la Figura para representar las fun-
ciones F'y f. La Figura [3.11] muestra las representaciones lineales de la funcién
de distribucién F'(6) (linea discontinua), y de la densidad f(#) (linea sélida) para
una distribucién von Mises con media en p = 7 y parametro de concentracion
Kk = 2, para § € [—87m y 8n] radianes. La Figura muestra la representacion
polar de f(#) de esta distribucién y la Figura muestra la representacién lineal
de la misma graficada para 6 € [0, 27).
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F(6) v (0)

4 -3 -2 -1 0

0 (radianes)

(1) (2)

Figura 3.1: Representaciones de las funciones F' (linea discontinua) y f (linea continua) de una
distribucién von Mises con direccién media p = 7 y parametro de concentracién xk = 2.

0.5

0.4

Densidad f(8)
02 03

0.1

0.0

o

n/2 n 3m/2 2n

Figura 3.2: Representacion lineal de una distribucién circular continua.

3.1.2. Funcién caracteristica circular y Momentos Trigo-
nomeétricos.

Una herramienta til para manejar la distribucién del angulo aleatorio 6 podria
ser la funcién

t s E[e™®].

Sin embargo, ya que © es una variable aleatoria periddica, tiene la misma distri-
bucién que (© + 27), por lo tanto,

E(eit@) _ E<€it(6+27r)) _ eit27r . E(eit@).
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Para que esta tltima ecuacién se cumpla, tiene que pasar que E(e®) = 0 o
€™ = 1. Asumimos que lo tltimo se sostiene, lo cual significa que ¢ tiene que ser
un entero. Por lo tanto, para variables aleatorias circulares, la funcion caracteristi-
ca necesita definirse solamente para valores enteros.

Definicién 3.1. La funcion caracteristica de una dngulo aleatorio © es la
sucesion doblemente infinita de nimeros complejos

{mpo:p=0,£1,£2,...}

dada por

2
Tp0 = B[] = / ePOdF(0), p=0,+1,+2, ... (3.5)
0

Entonces
Tp,() = 17 77_1),0 = T_p707 |Tp70| S ]_ (36)

Los 7, son los coeficientes de Fourier de F'. El nimero complejo 7, es llamado el
p—ésimo momento trigonométrico de © alrededor de la direccion cero
y pueden ser representados como

Tpo = Qp + 15p, (3.7)
donde .
a, = Efcos pO] = / cospl dF(0) (3.8)
0
Y 2m
8, = Elsenp0)] = / sen pd dF(6). (3.9)
0
Entonces
ap=ap Bop=-B |o <1 (B <1 (3.10)

Note que 7,0, a, y 3, son las versiones poblacionales de ¢, a, y b,.

Cada 7, define un vector medio resultante en el plano complejo de longitud

pp = |l (a2 + B2)'/? € [0, 1], (3.11)

y con direccion
wp = arctan™ (B, ). (3.12)



42 3. DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CIRCULARES

Las cantidades p, y p, son los andlogos poblacionales de R, y 6,. Los casos es-
peciales p; v py son las medidas fundamentales de concentracion y localizacion,
respectivamente, y con frecuencia simplemente son denotados como p y p y se re-
fieren inequivocamente como la longitud media resultante poblacional y la direccion
media poblacional.

Para la representacién polar,
Tpo = ppe' = pp(cos i, + i sen 1), (3.13)

y aqui
Qp = PpCOS [y, [y = ppSen i, (3.14)

El p-éstmo momento trigonométrico poblacional alrededor de la direc-
cion media se define como

Top = B [ePO7M] = a,, + B, (3.15)

)

donde B
a, = Elcosp(© — p)|, B, = Elsenp(© — )], (3.16)

son los andlogos poblacionales de @, y b, definidos en la ecuacién (3.16) y son
referidos como los momentos coseno y seno p-ésimos poblacionales centrales. De
su definicién,

o = Tpo€ P = py[cos(pt, — pp) + isen(p, — pp)] . (3.17)

3.1.3. Medidas poblacionales basicas

En esta seccion se consideraran los andlogos poblacionales de las medidas circulares
muestrales introducidas en las secciones 2.2] - 2.4]

Como hemos visto en la Seccién [3.1.2] la direccion media poblacional y = p,
definida en la Ecuacién , es la medida circular basica de localizacion. Es
importante destacar que p no esta definida cuando la longitud media resultante
p toma el valor 0; una distribucién fundamental circular en la que p = 0 es la
distribucién circular continua que serd presentada en la Seccién [3.3.1] Cuando p
existe para una distribucién dada, el efecto de la rotacién de la distribucién a
través de un angulo ¢ resulta en la direccién media dada por p + ¢ (mod 27), es
decir, i es equivariante bajo rotacion.

Una medida circular de localizacion alternativa es la direcciéon mediana pobla-
ctonal [i. Formalmente, [i estd definida como cualquier angulo 1) que minimiza

Elr —|m =10 =4[] (3.18)



3.1. TEORIA DISTRIBUCIONAL CIRCULAR 43

La direccion mediana no necesariamente es unica, pero lo serd para cualquier
distribucion circular cuya representacion polar sea unimodal. Cualquier direccién
mediana satisface

PO € [p,p+m)]>1/2, PO€(p—mp)]=>1/2 (3.19)

Una tercera medida circular de localizacién es la direccion modal poblacional
fi. Si © es discreta entonces fi es la direccién con la mayor probabilidad (en la
representacion polar de la distribucién), mientras que si © tiene una densidad f
entonces [1 es la direccién para la cual la representacion polar de f alcanza un
maximo. Dada esta definicion, i no necesariamente es tinica.

La medida circular fundamental de concentracion, la longitud media resultan-
te, p = p1 € [0, 1] definida en la Ecuacién , siempre existe. La longitud media
resultante se dice que es una medida de concentracién invariante bajo rotacién asi
como en reflexién, ya que su valor no cambia bajo la rotacién de una distribucién a
través de un angulo 1 o bien, bajo la reflexién alrededor de cualquier eje. Cuando
p >0 (y por lo tanto p existe),

B = E[sen(© — p)] = E[sen © cos u — cos O sen y] = Elsen @]% — Elcos @]&
p p
p p
Con un célculo similar obtenemos
a1 = Elcos(© — u)] = p. (3.21)

Estas dos importantes identidades son los analogos poblacionales de sus contra-
partes muestrales en la Ecuacion (2.12)).

El andlogo de V', definida en la Ecuacién (2.14)), es la varianza circular pobla-
cional,
v=1-pe|0,1]. (3.22)

Claramente, v = 0 cuando p = 1, es decir, cuando la distribucién tiene un punto de
distribucién concentrada en © = p. Similarmente, cuando v =1, p = 0. Es verdad
que p = 0 para una distribucién circular uniforme continua (ver Seccién , asi
como también p = 0 para cualquier distribucién ciclicamente simétrica (ver Pewsey
et al.| (2013)), asi que v = 1 no puede interpretarse como que necesariamente la
distribucion tenga alta dispersion.
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Las analogos poblacionales de & y 5, definidas en las Ecuaciones {D y 1)
son la desviacion circular estandar poblacional y la dispersion circular
poblacional

1 —ps

o= {-2log(1 —v)}* = {—2logp}'/? € [0,00), &= 2 (3.23)

Las medidas de poblacién bésica de sesgo y curtosis son los andlogos poblacionales

de by v @, discutidos en la Seccién [2.4 n llamadas las partes seno (3, y coseno @

del segundo momento central definido en la Ecuacién (| - Los analogos pobla-

cionales de las medidas estandarizadas 5 y /%, definidas en las ecuaciones y
B2 ap — pt

3.1.4. Distribuciones simétricas

La distribucién de una variable aleatoria lineal se dice que es “simétrica” si hay un
unico punto, digamos &, en la recta real alrededor del cual la reflexién de la distri-
bucién es idéntica a la distribucion original. Mas precisamente, una distribucién
de este tipo es reflezivamente simétrica (alrededor de §).

Los modelos clasicos de estadistica circular son en su mayoria ‘“reflexivamente
simétricos”, pero alrededor de un tnico eje. Méas generalmente, si una distribucién
es reflexivamente simétrica alrededor de 6 = 1) entonces también es reflexivamen-
te simétrica alrededor de 8 = 1 + m. Las distribuciones multimodales circulares
pueden ser reflexivamente simétricas alrededor de mas de un eje, y la distribucion
circular uniforme continua (Seccién es reflexivamente simétrica alrededor de
cualquier eje. Este es un punto importante ya que la distribucién circular uniforme
continua es una distribucion limite de muchos modelos circulares. Si © tiene una
distribucién que es reflexivamente simétrica alrededor de v, y tiene densidad f(6),
entonces

fO =) = f(4—0) (3.25)

Para distribuciones reflexivamente simétricas unimodales, la direcciéon media p y la
direccién mediana /i son idénticas, y son iguales a la direccién modal ji cuando esta
ultima es unica. Mas generalmente, para distribuciones reflexivamente simétricas
con p > 0, todas las partes seno de los momentos centrales, las Bp, son iguales a 0
y se sigue que 7,, = &, = pp. Mds ain, si y = 0 entonces o, = o, y pp, = 0.
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3.2. Enfoques generales para la generacion de
distribuciones circulares

Hay varios métodos generales que pueden ser usados para obtener distribuciones
circulares. Quizas el enfoque mas simple es la perturbacion. En este enfoque, la
funcion de una densidad circular existente se multiplica por una funcién apropiada
para garantizar que su producto sea también una densidad circular genuina. La
distribucién Cardiode es un ejemplo de este tipo de construccion.

Un segundo enfoque es el envolvimiento (wrapping). Se considera una variable
aleatoria X, definida en la recta real. Envolver la distribucion X alrededor de la
circunferencia de un circulo unitario produce una variable aleatoria circular

© = X ( mod 2m). (3.26)

Una implicacion practica importante de esta relacién entre X y © es que si es po-
sible simular variables de la distribucion de X, entonces la simulacién de variables
de la distribucién envolvente de © es trivial. Denotando la funcién de distribucién
de X por Fx (x), la funcién de distribucién circular de © estd dada por

Fo (0) = i {Fx (0 +27k) — Fx (2rk)}, 0<6<2r. (3.27)

Por otra parte, si X tiene una funcién de densidad de probabilidad fx (), entonces
O tiene funcién de densidad de probabilidad

fo (0) = fx(0 +2k). (3.28)

Esta ultima resulta ser una propiedad poco atractiva porque, para todas las distri-
buciones envolventes circulares continuas conocidas asi obtenidas, la suma infinita
en no se simplifica a una forma cerrada. En consecuencia, las densidades de
las distribuciones envolventes son generalmente complicadas de tratar. Las dis-
tribuciones Normal y Cauchy envolventes son ejemplos de la utilizaciéon de este
enfoque.

Mardia y Jupp|(1999) en Directional Statistics exhiben una serie de caracteristicas
interesantes que distinguen a las distribuciones envolventes, entre ellas el hecho de
que la distribucion envolvente originada de una suma X 4+ Y, es igual a la suma de
la envolvente originada por X mas la originada por Y, o bien, que si conocemos
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la funcion caracteristica de X entonces obtener los momentos trigonométricos de
O seria trivial.

Sea g(x) una funcién densidad con soporte en Sx.|Jones| (2010) describe un enfoque
menos estudiado que consiste en aplicar una transformacion a la abscisa z; esto
es lo que se conoce como transformacion de escala. Es decir, consideramos
densidades de la forma

fx) ocg(t(z)), @€ Sx.

Note que g(t(x)) no es necesariamente una funcién de densidad en si misma: podria
no ser integrable. Incluso si lo es, en general, se introduce una nueva constante de
normalizacion y su calculo explicito puede ser nada facil. La distribuciones flexibles
Inversa Batschelet para datos circulares son obtenidas utilizando este método.

Finalmente, las distribuciones proyectadas pueden ser conseguidas primero ob-
teniendo la representacién polar f(r,#) de una densidad bivariada lineal f(z,y), y
luego integrando sobre r para obtener la densidad marginal de O, f(6). La distri-
bucién normal proyectada es representativa de este enfoque.

3.3. Modelos circulares clasicos

3.3.1. Distribucién Circular Uniforme Continua
La distribucion circular uniforme continua, con densidad

£60) = 5.

27

es el mas fundamental de los modelos circulares y es apropiado cuando no hay una

direccion mas probable que cualquier otra. Es la tnica distribucién circular que

es invariante bajo rotacion y reflexién. Como todas las direcciones son igualmente
probables, esta distribucién caracteriza la isotropia o aleatoriedad circular.

Integrando (3.29), la distribucién de © es

(3.29)

F(9) = —. (3.30)

Para ¢ < ¢ < ¢ + 2, se tiene que

P(6<0 <) =Fy) ~ F(s) = % (3:31)
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Se puede demostrar que p = 0 y por lo tanto u, y todas las medidas basadas en
ella, estan indefinidas. Debido a que la representacién polar de (3.29)) es de forma
similar a un anillo, i1 y /i son claramente no unicos.

Mardia y Jupp| (1999) muestran que la distribucién de la suma de n variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas de una distribucién circular
tiende a una distribucion circular uniforme cuando n — oo.

Figura 3.3: Distribucién Circular Uniforme Continua.

3.3.2. Distribucion Cardioide

La distribucién cardioide o coseno, introducido por Jeffreys (1948), tiene una densi-
dad que surge de la perturbacion coseno de la densidad circular uniforme continua.
Su densidad es

f(@)z%{l%—Qpcos(@—,u)}, pe0,1/2, (3.32)

donde el parametro p representa la longitud media resultante de la distribucion.
La distribuciéon uniforme es obtenida cuando p = 0. De otra manera, cuando
0 < p < 1/2, la distribucién es unimodal y reflexivamente simétrica respecto a
w =g = f Para 0 < p < 0.1, la distribucién corresponde a una desviacién suave
de la uniformidad con un poco mas de densidad en la vecindad de p que alrededor
de la antimoda p + 7. Integrando ([3.32)),

F o) = % {0+ 2pfsen i+ sen(d — 1))}, (3.33)
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y por lo tanto para ¢ < 1 < ¢ + 2,

1

P(p<O©<9)=F{) - F(@) = {(¥~¢)+2p[sen(y — p) —sen(¢ — p)]}.

Figura 3.4: Densidades Cardioides con u = /2y p = 0.01,0.5.

3.3.3. Distribucion Potencia del Coseno de Cartwright

Un modelo relacionado con la distribucién cardioide es la distribucién potencia del
coseno y su densidad esta dada por

2T+ 1/¢)

T+ 2/0) (1 + cos(f — p))¢, (3.34)

f(0) =

donde I' denota la funcién gamma y ¢ > 0 es un parametro que controla la con-
centracion.

La distribucién Cardiode, con p = 1/2, se obtiene cuando ¢ = 1. Cuando ¢ — 0 la
densidad llega a estar mas concentrada alrededor de la direccién media i, mientras
que cuando ( — oo la densidad tiende a la distribucién circular continua uniforme.

La distribucién potencia del coseno fue propuesta por primera vez por Cartwright
(1963) como un modelo para los espectros direccionales de las olas oceédnicas.
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Figura 3.5: Representacién polar de densidades Potencia del Coseno con p = /2y ( =
1,10,0.1. Cuando ¢ = 1, se tiene una distribucién cardioide con p = 1/2.

3.3.4. Distribucion Cauchy Envolvente

Sea X una variable aleatoria Cauchy definida en la recta real, entonces tiene den-
sidad

_ 1 Y
flz) = ey e (3.35)

donde —o0 < € < 00 es la mediana y la moda de la distribucién, pero no tiene
media, y v > 0 es un parametro de escala.

Por las propiedades de las distribuciones envolventes (ver Mardia y Jupp|(1999)), se
tiene que la distribucion Cauchy envolvente, de la variable aleatoria © = X (mod 27),
tiene densidad

f(@)z%{l—i—Qprcosp(@—,u)}, (3.36)

donde p = 77 es la longitud media resultante y p = {(mod 27) es la direccién
media.

La densidad (3.36)) puede demostrarse que puede ser simplificada a

1 1—p?
C2m 1+ p2—2pcos(f —p)

f(0) (3.37)
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La distribucién circular uniforme continua se obtiene cuando p = 0. Méas general-
mente, para p > 0 la representacién polar de la densidad es unimodal y reflexiva-
mente simétrica alrededor de pu.

5

0.2
0.5
0.75

--p
— P
ce p

Figura 3.6: Representacién polar de densidades Cauchy envolventes con pu = 7/2 y p =
0.25,0.5,0.75.

3.3.5. Distribucion Normal Envolvente

Envolver una variable aleatoria normal con media £ € (—o0,00) y varianza o2 > 0,
X ~ N(&,0?), alrededor de la circunferencia de un circulo unitario produce una
variable aleatoria circular © con una distribucion normal envolvente, cuya densidad
esta data por

B 1 = (0 — p + 27k)?
J16) = (—4mlog p)1/2 k:zoo P { 4log p } ’ (3:38)

donde p = e 7/ ¢ (0,1) es la longitud media resultante y p = {(mod 27) es
la direcciéon media. Se puede demostrar que una representacion alternativa de la
densidad de © esta dada por

:27r

£(0) = — {1 123 5 cosp(6 — u)} | (3.39)
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La representacion polar de la distribucién normal envolvente es unimodal y refle-
xivamente simétrica alrededor de p, obteniendo la distribucién circular continua
uniforme cuando p — 0 y un punto de distribucién concentrado en p cuando
p — 1. Como una comparacién, en la Figura 3.7 se verifica que dada una longitud
media resultante, las densidades normal envolventes son generalmente menos con-
centradas alrededor de la direccion media, y tiene menos densidad alrededor de la
antimoda, que sus contrapartes Cauchy envolventes (ver Figura .

5
5

- - p=0.2
— p=05
.- p=0.7

Figura 3.7: Representacién polar de densidades Normal envolventes con p = /2 y p =
0.25,0.5,0.75.

3.3.6. Distribucion von Mises

La distribucion von Mises tiene densidad

1) = —

_ K cos(6—p) 4
CETAP] e : (3.40)

donde k£ > 0 es llamado el pardmetro de concentracién,

1 2
I,(k) = —/ cos pfe™?dp (3.41)
2m J,
es la funcién de Bessel modificada de primera clase y orden p, y, cuando x > 0, p
denota la direccién media. La aparente simplicidad de (3.40)), especialmente cuando
es comparada con una densidad envolvente como (3.38]), es bastante enganosa. En
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lugar de usar una suma infinita, (3.40) requiere el uso de integracién numérica
para evaluar Iy(k).

La distribucion circular continua uniforme se obtiene cuando x = 0, y la distri-
bucién tiende a un punto de distribucién centrado en p cuando k£ — oo. Cuando
k > 0, la representacion polar de la densidad es unimodal y reflexivamente simétri-
ca con respecto a u = i = fi. Por esta simetria, para k > 0, se tiene que Bp =0

y
1 Iy(K)

2m
=~ _ . wecos(0—p) jo9 —
a, CEIAT) /0 cosp(f — p)e do To() A, (k). (3.42)

Asi que cuando k > 0, 7, = A,(k) vy, usando (3.17)), se sigue que

Tp,0 = Tpueiw = Ap(@eiw- (3.43)

Por lo tanto, cuando x > 0,

a, = Ay(k)cospu, B, = Ay(k)senpu, p, = Ay(K), [y =Dpp. (3.44)

En particular, la longitud media resultante es p = a3 = A;(k), y se puede mostrar
que @y = Ay =1 —2A4(k)/k.

RGN
ONR OO
o vy
o1

ARXXXRX

Figura 3.8: Representacién polar de densidades von Mises con 4 = 7/2 y k = 0.25,0.5,1,2.5,8.

Pewsey et al. (2013)) ofrecen la siguiente comparacién de modelos clasicos circulares
con respecto a la distribucion von Mises: Considerando las representaciones polares
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Figura 3.9: Representacién lineal de densidades von Mises con = 7/2 y k = 0.25,0.5,1,2.5,8.

de las densidades retratadas en la Figura [3.10, es evidente que las densidades
Cardioide, Cauchy envolvente, Normal envolvente y von Mises, con los mismos
valores para direccién media y longitud media resultante, son todas muy similares
cuando la longitud media resultante p es pequena. Cuando p crece, la disparidad
entre la Cauchy envolvente y las otras tres densidades incrementa. De entre las
otras tres, la densidad Normal envolvente ofrece la aproximacion mas cercana a la
densidad von Mises, a pesar de que generalmente tiene levemente menor densidad
alrededor de la moda y ligeramente més densidad de alrededor de los “hombros”
que la von Mises. Claramente, para valores grandes de p, la Cauchy envolvente
ofrece una muy mala aproximacion a la von Mises.

Para 0 < 0 < 2m, los valores de la funcién de distribucién de la distribuciéon von
Mises esta dada por

1 0
F(O) = ——— [ eFestomg 4
O) = 5oy |, e, (3.45)

el calculo de la funcion de Bessel y la integral requiere utilizar el método de cua-
dratura.

La distribucién von Mises fue introducida por von Mises (1918) cuando estudiaba
la desviaciones de los pesos atomicos medidos con respecto a valores enteros.

En muchos sentidos, la distribucién von Mises juega un rol analogo a la de una dis-
tribucion normal para datos lineales. De hecho, en la literatura es frecuentemente
referida como la distribucion normal circular. Debido a sus propiedades matemati-
cas atractivas, las técnicas que asumen los datos circulares distribuidos de acuerdo
a ella estan mucho mas desarrolladas que la de cualquier otro tipo de distribucién
circular. Como consecuencia de ello, y en paralelo con el abuso de la distribucion
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— von Mises
--- Cardioide
- =+ Normal envolvente
- = Cauchy envolvente

Figura 3.10: Representacion polar de las densidades de las distribuciones von Mises, Cardioide,
Normal envolvente y Cauchy envolvente con p = 7/2 y longitud media resultante p = 0.25
(izquierda), p = 0.5 (centro) y p = 0.75 (derecha).

normal, estas técnicas han sido a menudo aplicadas indiscriminadamente sin la
debida consideracion de los supuestos que los sustentan.

3.3.6.1 Estimacion de parametros via maxima verosimilitud
Sea #q,...,0, un conjunto de observaciones de una distribucién von Mises con
pardmetros p y k. La funcién de verosimilitud esta dada por

1

B > By OS]
27 1(k)]

L(p, k) =

y la funcién log-verosimilitud es,

Il =log L =—nlog(2rly(k)) + K Z cos(f; — ).
i=1

Al diferenciar esta funcién con respecto a p y k, respectivamente, e igualar a cero,
obtenemos las ecuaciones de verosimilitud

g—i = Zsen(@i —p) =0, (3.46)

i=1
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Y
gfi - : +Zcos9 —u) =0, (3.47)
usando el hecho de que dlg( N 1(k). De la ecuacién 1) tenemos
i(sen 0; cos u — cos i sen p1) = 0.
i=1
0, bycosp —aysen =0,
asi que,

[ = arctan” (;) =0, (3.48)

donde arctan* esta definida en la ecuacion ). Sustituyendo esta [ en la otra
ecuacion - ) y notando que Y, cos(6; — 0) R del Teorema 2.1} obtenemos

]1( )
I()(ﬂ) +R=0
Ay (k) = 2%3 = % =R (3.49)
entonces,
k= ATY(R). (3.50)

3.4. Familia de distribuciones simétricas Jones-
Pewsey

Jones y Pewsey| (2005) proponen una familia de distribuciones reflexivamente
simétricas unimodales de tres parametros, en el circulo, que posee como sub-
modelos a las distribuciones Uniforme, Cardioide, Potencia del Coseno, Cauchy
envolvente, y von Mises.

Su densidad cumple que

fu(0) o< {1 + tanh(ky)) cosh(§ — )WY, p—7m <0 <pu+m. (3.51)

Aqui, p es un parametro de localizacién, k > 0 es un parametro de concentracién
equivalente al pardmetro usual de la distribuciéon von Mises, y el indice 1) € R es
un parametro de forma.
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El hecho reflejado en (3.51)) es utilizado para obtener una constante de normali-
zacién para la densidad fy,. Para ello, se supone que 6 € [—m, 7| y, sin pérdida de
generalidad, que p = 0.

De (3.51)), se llega a que
fu(8) o< {cosh(k) + senh (k1)) cos oL (3.52)

Ahora bien, cosh(z) € [1,00] y senh(z) € (—o00,00). Como k > 0y 1 € R, entonces
el signo de senh(kt) depende de 1. Sea z = cosh(ki), entonces senh(ky) =
+/cosh(kt))2 — 1 = sgn(¢)v/22 — 1, entonces de (3.52), llegamos a que f,,(6) o

{z +sgn(v)vz* — 1cos 9}1/111_

Si 1 > 0, entonces al considerar la ecuacion 3.664.1 de Gradshteyn y Ryzhik (2007)
se llega a que

/(z—l—\/z2—1cosx)1/“’d$:2/ (z+V22 —1cosx)/¥da
0

—T

= 27TP1/1/,<Z),

donde Py/y(2) es la funcién de Legendre asociada de primera clase, de grado 1/1)
y orden cero (Gradshteyn y Ryzhik, 2007).

Si ¢ < 0, entonces al considerar las ecuaciones 3.664.2 y 8.731.5 de Gradshteyn y
Ryzhik, se llega a que

v T 1
z—Vz2—1cosx 1/walyz::/ dzx
/_,T< ) —r(z— V22 —1cosz)~ /¥
=21 P (1/y)-1(2)
=21 P 1y (2).

Se sigue que la funcién de densidad de probabilidad de esta familia es

_ {cosh(kv) + senh(k1)) cos(g)}l/w
fu(8) = 2Py (cosh(n)) .

En general se tiene que

_ {cosh(k1) + senh(ke)) cos(6 — M)}l/w‘

21 Py j(cosh(k1))) (3:53)

f(0)

Se puede mostrar de manera facil que la densidad dada en [3.53] es unimodal con
moda en # = p y antimoda en p + 7 para toda ¢ € Ry k > 0.
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Jones y Pewsey| (2005) explican a detalle cuando de se obtienen los cinco
modelos clasicos antes mencionados, al considerar: Kk = 0 0 ¢V — £o0 y & finito
(circular uniforme continua); ¢» = 1 (cardioide); ¥ > 0 y k — oo (potencia del
coseno); 1» = —1 (Cauchy envolvente); 1» — 0 (von Mises).

Las representaciones polares de las densidades mostradas en la Figura[3.11|exhiben
muchas de las caracteristicas principales de las densidades Jones-Pewsey. Para
todas, excepto el caso circular uniforme continua (para la cual la direcciéon media no
existe), la representacion polar de la densidad es unimodal alrededor de direccién
media p. Cuando k decrece, el efecto de ¢ disminuye y, para un valor fijo de &,
una densidad con ¢ < 0 estd mas concentrada alrededor de p y tiene “hombros”
mas ligeros que una con ¥ > 0. Cuando ¥ > 0, hay una diferencia relativamente
pequena entre las densidades de distribuciones con diferentes valores de k.

- = Y=-3/2,-1 (Cauchy envolvente),-1/2

— =0 (von Mises)
- Y=1/2, 1 (Cardioide), 3/2

Figura 3.11: Representaciones polares de densidades Jones-Pewsey con u = 7/2, k = 1 (izquier-
da) y kK = 2 (derecha) y, en orden decreciente de la altura de la moda, p = —3/2, -1, —1/2 (linea
discontinua; ¥ = —1 es una Cauchy envolvente), 1 = 0 (linea sélida; von Mises) y v = 1/2,1,3/2
(linea punteada; ¥ = 1 es cardioide).

3.4.1. Estimacién de parametros via maxima verosimilitud

Sea #4,...,0, una muestra independiente e idénticamente distribuida. La funcion
verosimilitud es

p, k) = %Z log(cosh (k) + senh (k1)) cos(0; — ) — nlog {QQl/w(m,b)} ,
= (3.54)
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donde
Q,(t) = /0 (cosh(t) + senh(t) cos z)"dx. (3.55)

(Jones y Pewsey, 2005) mencionan que, generalmente, no hay formas cerradas
de los estimadores méaxima verosimilitud de los tres parametros, asi que métodos
numéricos de optimizacién deben ser usados para obtenerlos via maximizacién
de la funcién log-verosimilitud [3.54 o equivalentemente, minimizando la funcién
menos log-verosimilitud.

3.5. Distribuciones Inversas Batschelet

Jones y Pewsey| (2012)) utilizan el enfoque de la transformacién de escala para
generar distribuciones que consideran amplios rangos de sesgo y picudez que ya se
tienen disponibles. La clave es emplear las inversas de las transformaciones tipo
Batschelet, las cuales exhiben ventajas considerables sobre las transformaciones
Batschelet directas.

Para generar estas distribuciones, se comienza dando f(6), —7 < 6 < 7, una
densidad de una distribucién circular simétrica unimodal. Entonces, sin pérdida
de generalidad, se toma f teniendo moda y centro de simetria en 0, asi que f(#) =
f(—0), y tiene antimoda en 7.

3.5.1. Familias sesgadas

Utilizando el enfoque de la transformacion de escala, se quieren considerar distri-
buciones circulares unimodales sesgadas con densidades de la forma

g-(0) o< f{T(0)}, (3.56)
para alguna “funciéon de sesgo” 7 monétona apropiada, que depende de v.

Batschelet, (1981) utiliza la transformacién
T=1,=0+vcosl (3.57)

en en el caso especial cuando f es la densidad de una distribucién von
Mises. La eleccion de asegura que g, sea unimodal si el parametro de sesgo
v satisface —1 < v < 1 (una condicién que siempre se empleard para v de aqui
en adelante). Sin embargo, la constante de normalizacién asociada a g, no estd
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inmediatamente disponible en general y se tiene que recurrir a procedimientos
numeéricos.

Jones y Pewsey| (2012)) proponen mejorar este enfoque al cambiar la transformacion
7, anadiendo v, cambiando el signo de v, y entonces, de manera crucial, emplear
la inversa de la transformacién. Esto es, definen

t,(0) =t1,(0) donde ¢,(0)=0—v—vcosf, —-1<v<1 (3.58)

Il i o b i
1tk e
1 h P S

-3 1 | 1 1 1 I

Figura 3.12: Funcién t¢,(6) = ti},(@), 0 € (—m,m|. En orden creciente de la altura en 6 = 0,
las graficas corresponden a los valores v = —1,—0.8,...,0.8,1, respectivamente. La linea sélida
corresponde a v = 0.

Tanto ¢, como t;, son biyecciones de St a S'.

Una ventaja de este enfoque es que no hay cambio en la constante de normalizacion
de la de f, es decir, obtenemos densidades del tipo

g0(0) = f{t.(0)}. (3.59)

Probemos lo anterior. Se usa la sustitucion w = ¢,(0) para mostrar que

/zf oy = | £, (@) f(w)dw
- /W“ +vsenw)f(w)dw

—T

=1

por la simetria de f. La transformacién de escala ¢, permite que esta notable
propiedad se mantenga.
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La periodicidad de g, se debe al siguiente argumento. Primero, notamos que ¢, ,(6+
2km) = t1,(0) + 2km, k = 0,£1,.... Por lo tanto, 0 + 2km = t, {t1,(0) + 2kn},
pero también es igual a t, {t;,(6)} + 2km por definicién. El ajuste ¢ = t;,(6), con
—m < ¢ < 7 mediante la biyeccién natural de t;,, muestra que t,(¢ + 2k7w) =
t,(¢) + 2km y de aqui que

9u(@ + 2km) = f{t,(¢ + 2km)} = f{t,(¢) + 2kn} = [ {t.(¢)} = 9.(9)
como es requerido.

La unimodalidad de ¢ definida mediante , y por lo tanto en , es ase-
gurada por cualquier transformacién 7 monotona creciente. Esto es debido a que
los valores de g crecen y luego decrecen, asumiendo los valores de f, pero a una
velocidad diferente gobernada por la transformacion de escala. La moda de (3.56))
estd, por lo tanto, en 7_1(0). Este valor no esta disponible explicitamente para dis-
tribuciones Batschelet existentes pero estd explicitamente disponible en la version
de |Jones y Pewsey| (2012) ya que 77(0) = ¢;,(0). Esto es, la moda de (3.59) esta
en —2r. La antimoda permanece en 7. También es el caso de la densidad asociada
con —v, la cual es la reflexion en cero de la densidad asociada con v. Para ver esto,
notar que ty _,(0) = —t1,(—0) asi que t_,(0) = —t,(—60) y por tanto

9o,—v = f{t—u(e)} = f{_tl/<_0)} = f{tu(_e)} = gV(_H; V)' (360)

3.5.2. Familias simétricas mas amplias

Si, en lugar de 7, dada en [3.57, 7 estd dada por
7(0) = 72(0) = 0 + Asend, (3.61)

donde —1 < A < 1 es un parametro que controla la forma, particularmente la
picudez, entonces se obtiene una familia de distribuciones simétricas circulares que
incluye ejemplos de distribuciones de cimas planas conocidos. Sin embargo, usando
la inversa de la transformacion de escala Batschelet, resultan numerosas densidades
fuertemente puntiagudas pero sin los casos de cimas planas mas conocidos.

Un rango mas amplio de densidades con formas simétricas esta disponible a través
de una transformacién diferente de escala, t)(6), la cual incluye la transformacién
directa mas “cima-aplanada” # —sen # cuando A = —1 y la transformacion directa
inversa mas “agudamente-puntiaguda” (6 —sen @)~! cuando A = 1 (o bien € cuando
A = 0). Esta transformacién estd dada por

1= 22

0+ s;10), —1<A<1, (3.62)

“(9)_1+A 1+
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donde 1
sxa(t) =t — 5(1 + A\)sent (3.63)

((3.63]) es un subconjunto de (3.61))). La definicién se complementa al permitir que
t_1(0) = limy_,_1¢5(0) es cual se muestra facilmente que es igual a § — sen 6.

e
3 1 1 1 1 1 1

-3 -2 i 1] 1 2 2

Figura 3.13: Funcién t)(0), 6 € (—m,7]. En orden creciente de la altura en 0 = /2, las grafi-

cas corresponden a los valores A = —1, f%, ceey %, 1, respectivamente. La linea sélida corresponde

aAx=0.

La transformacién ¢y : S' — S' es inyectiva creciente tal que £,(0) = 0y t)(£7) =
7y que tA(0 + 2km) = t5(0) + 2k7. También se cumple que t,*(0) = t_A(0). La
clave para probar esto es que, como es facil ver,

t)\ {8)\(9)} = S,)\(G). (364)

Entonces, poniendo —\ a A de 1) tenemos que s_,(6) = t_; {s:(0)} la cual,
cuando comparamos con ([3.64]), produce el resultado.

Supongamos ahora que f involucra un parametro de concentracion « > 0. Enton-
ces, la nueva familia simétrica tiene densidad

ga(0) = K3 f{tx(0)} . (3.65)

Esta familia es, de hecho, unimodal con moda en 0 y antimoda en m. Después de
las sustituciones pertinentes, |Jones y Pewsey| (2012)) muestran que

K\ = /7T {1 - %(14—)\)0059}]”{9— %(1+)\)sen9} do

—T

_ ii_uz—x) /_:f{@-%(l—)\)sene}dé’ (3.66)

para A < 1, con K, ; = 1 — Ef(cos©O). Esta constante normalizadora requiere
tratamiento numérico.
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3.5.3. Familias simétricas-sesgadas

El mecanismo de sesgo en puede ser aplicado a cualquier distribucion circular
simétrica, pero es especialmente atractivo aplicarlo a la familia para intentar
ofrecer el mas amplio rango de valores posibles que den paso a diversas formas de
densidad unimodales simétricas o sesgadas. Las densidades resultantes tienen la
forma

Gua(0) = K\ f [ta {t.(0)}]. (3.67)

donde K,  estd dada por (3.66)). En el caso de que f sea una densidad von Mises,
(13.67) queda de la forma

B 1 1-\ 2\
gVM;,,)\(Q) = mexp (KZ COSs [mty(e) + 1—|——)\S)\ {ty(g)}]) . (368)

Aqui, s, estd dada por (3.63)), t, por (3.58) y

1+A 2\ T 1
Kgy= - Xp ——(1- n d .
PAT TN TN / e |:/€COS {9 2( A) se HH g (3.69)

para A < 1, con K,.; =1—{L(k)/Io(r)} =1— Ai(k).

Las propiedades de las densidades (3.67) se siguen de las densidades (3.58) y
(3.65)). Las densidades de la forma (3.67)) permanecen periédicas, son unimodales
con moda en —2v y satisfacen la propiedad reflexiva (3.60]).

3.5.4. Estimacion maxima verosimilitud

Para un conjunto de datos i.i.d 64, ..., 0,, la funcién log-verosimilitud de la familia
completa dada por (3.68) tiene la forma

l(ﬂ? V, R, >‘) =C— nlog {IO(I{)KR,)\}

- 1— )\ 2N _
+Zﬁcos L_i_)\ty(ﬁi—g)Jr 1+)\s/\1{ty(0i—,u)} , (3.70)
i=1

donde sy,t, y Ky, estan dadas por (3.63),(3.58) y (3.69), respectivamente, y ¢
es una constante. La maximizacién de (3.70) en general debe llevarse a cabo de
forma numérica. Jones y Pewsey| (2012]) encontraron que el algoritmo simplex de
busqueda directa de Nelder y Mead| (1965) llevan a cabo este proceso con éxito. La
optimizacién puede ser relativamente lenta debido a las dos operaciones inversas
contenidos en (|3.70)).
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3.5.5. Distribucion Inversa Batschelet con base von Mises

A manera de resumen, |Pewsey et al. (2013) recalcan que distribuciones Inversa
Batschelet, partiendo de una base reflexivamente simétrica von Mises, se generan
usando el enfoque de la transformacién de escala, el cual involucra la combinacién
de las inversas de las funciones

t1,(0) =0 — v(1 + cosb),

20+ 25710), —1<a2<1
— )1 T+ oA ’ =4
£A(0) { 0 — send, A=—1,

donde )
sx(0) =t — 5(1 + A)send,

—1 < v <1 es un parametro de sesgo y —1 < A < 1 es un parametro que regula
la picudez de la distribucion.

El resultado es una familia reflexivamente simétrica unimodal de distribuciones,
que consideran amplios rangos para los valores de sesgo y picudez, con densidad

1 1—A 20
1O = 5oz o (xeos [0 -9+ Tyt w6 - 93 )

(3.71)

donde t,(0) = t,,(A), £ es un pardmetro de localizacién, k£ > 0 es el pardmetro de
concentracion,

. {M_—Q’\ J7 exp [kcos {6 — 1(1 —N)sen6}]df, —1 <X <1,
K —

1-X (1=X)2wIp(k)
1-— A1 (Fd), A= 1,

e Io(k) y Ai(k) es definidas en y [3.42] respectivamente. La inversién de las
funciones ¢, y s\, asi como el calculo de la constante K, ), generalmente, tienen
que ser desarrollados numéricamente. Cuando v = 0 y k > 0, la direccion media
es £ (mod 27). Méas generalmente, cuando x > 0, la moda es £ — 2v (mod 27).

Los roles de v y A son ilustrados en las densidades retratadas en la Figura [3.14]
La densidad para un valor negativo de v es simplemente la reflexion alrededor de
¢ de la densidad con el correspondiente valor positivo de v.
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(1) (2)

(3)
Figura 3.14: Representaciones polares para densidades Inversa Batschelet, con distribu-
cién base von Mises, con pardmetros & = 7/2,k = 2 y: (a) v = 0 (simétrica), (b)
v = 0.5, (¢c) v = 1. Con respecto al crecimiento en la altura de la moda, se tiene A =

—1,-0.75,—0.5,—0.25,0,0.25, 0.5, 0.75, 1.
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4

Aproximaciones para muestras
grandes, pruebas de clasificacion,
bondad de ajuste y estimacion
insesgada

En este capitulo se presentan algunos resultados distribucionales para muestras
grandes, que sirven como base para obtener pruebas de uniformidad y simetria
reflexiva alrededor de la direccién media. Dichas pruebas sirven para clasificar
modelos y elegir uno que se ajuste razonablemente a una muestra simple de datos
circulares. La bondad de ajuste de un modelo es evaluada utilizando el analogo
circular a la transformacion integral de probabilidad, cuya aplicacién da lugar a
las pruebas correspondientes. Por ultimo, se ofrecen métodos de distribucién libre
de inferencia para los principales estadisticos descriptivos circulares.

4.1. Aproximaciones para muestras grandes

4.1.1. Distribucion conjunta para a; y b;

Dado una muestra 64, ..., 0,, muchos de los estadisticos circulares que se han pre-
sentado pueden ser puestos en términos de (a1, b). Ya que todos los momentos tri-
gonométricos poblacionales estan acotados, entonces el Teorema del Limite Central
se puede aplicar para dar una distribucién conjunta de (aq,b;) (Jammalamadaka y
Sengupta, 2001)). Supongamos entonces que 6y, ..., 6, son angulos aleatorios i.i.d
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en [0,27). Hay que tener en cuenta los elementos seno y coseno de los primeros
dos momentos trigonométricos centrales, es decir,

T1,0 = O + iﬁl, T1,0 = Q2 + 7162 (41)

Sea X; = (cosb;,send;). Al aplicar el Teorema del Limite Central multivariado a
los i.i.d vectores unitarios X;, j = 1,...,n, tenemos que

V(X = p) ~ N(0,0).

Aqui,

_ " XT

S W

Jj=t
y
p’T - E<XT) = (E(COS 9)7 E(Sen 9))T = (ala 61)T)
entonces
\/ﬁ [(al, bl)T — (Oél, ﬂl)T} ~ NQ(O, 0') (42)
. . . 011 012 . .
Los elementos de la matriz de covarianzas o = R pueden ser identifi-
21 022

cados via los primeros dos momentos trigonométricos dados en [£.I Usando las
identidades

cos20 =2cos’0 —1=1—2sen?6,

sen 2a = 2sen 6 cos 0,

llegamos a que

1
011 = var(cosf) = 5(1 + g — 2a7),
1
012 = 091 = cov(cos @, sen ) = 5(52 —2a15) (4.3)

1
099 = var(senf) = 5(1 — g — 2/37).

Asi, la distribuciéon conjunta de a; y by es asintéticamente normal y, su vector de
medias, y su matriz de varianzas-covaranzas estan dadas por

u'=F [(al,bl)T} = (ay, Bo)* (4.4)
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1
y 2= .0, 0 sea,

var(ay)  cov(ay, by) I (14+ay—2a2 By—20153
Y = = — . 4.
" " <cov(bl, a1)  var(b) 2\ foa—201f1 1—ay—25; (4.5)

En particular, las distribuciones marginales asintdticas de a; y b; son normales.

Para encontrar la distribucion asintética de estadisticos que pueden ser expresa-
dos en términos de (ay, by), se puede aplicar el llamado método delta, el cual puede
ser visto a detalle, en su forma multivariante (y por lo tanto, la més general) en
Rao| (1973). El método delta es un método que permite derivar un aproximado
de la distribucién de probabilidad para una funcién de un estimador estadistico
asintéticamente normal; la forma del método delta cuando g : R¥ — R se presenta
a continuacion.

Lema 4.1. Suponer que Y, = (Ya1, ..., Yor) €s una sucesion de vectores aleatorios
tales que

Sea g : RF = R y sea

dg 99 \r
VoY) =(=—,....,=—)".
9(Y) = Gy gy
Sea Vi que denota Vg(Y) evaluada en Y = p y se asume que los elementos
de Vi son distintos de cero, entonces v/n(g(Y,) — g(p)) tiene una distribucion
asintdticamente normal con media cero y varianza Vur XV .

4.2. Inferencia basica para una muestra simple

En el analisis exploratorio de los datos, dos supuestos resultan de interés para elegir
el mejor modelo que se ajuste a ellos. Las hipotesis de uniformidad y simetria
reflexiva se utilizan para discriminar modelos, exhibiendo aquellos que son maéas
razonables de considerar en primera instancia.

4.2.1. Pruebas de uniformidad

La uniformidad es el mas béasico de los supuestos para clasificar modelos. Si no se
rechaza, entonces no habria necesidad de considerar modelos complicados, pues la
poblacién, de la cual se ha extraido una muestra, puede razonablemente suponerse
que esta uniformemente distribuida alrededor del circulo.
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Prueba de Rayleigh

Considera una alternativa unimodal y se basa en la idea intuitiva de rechazar uni-
formidad cuando la longitud media muestral resultante R es grande. Si R es més
grande que un valor limite, lo datos son interpretados como demasiado concentra-
dos para ser consistentes con la uniformidad y la prueba de Rayleigh rechaza esta
hipodtesis nula.

La prueba de Rayleigh es conocida por ser la prueba de razén de verosimilitud
de uniformidad contra alternativas von Mises. Siendo asi, se sigue del lema de
Neyman-Pearson que la prueba de Rayleigh es la prueba més potente contra estas
alternativas. También, ya que el estadistico R es invariante bajo rotacién y reflexién
de los datos, la prueba es invariante bajo estas operaciones. Por lo tanto, la prueba
de Rayleigh es la prueba mas potente invariante contra alternativas von Mises
(Mardia y Jupp), 1999).

Se pueden establecer estadisticos de prueba para el test de Rayleigh cuando, del
Teorema del Limite Central y de los elementos coseno a; y seno b; bajo uniformi-
dad, se puede demostrar que 2nR? ~ x3.

Afirmacion 4.1. Dada una muestra 01,0, ..., 0, de una distribucion circular uni-
forme, es decir, (01,...,0,) ~ U (0,27), si n es suficientemente grande, entonces
2nR? ~ x3.

Demostracién: De la seccién 4.1.1] se sabe que (ay, b)) ~ No(u?', X), con media
y varianzas dadas por (4.4)) y (4.5).

Ahora, bajo uniformidad, se tiene que

2m 2m 1
a; = E(cosf) = / cos0dF(0) = / — cos #df = 0.
0 0 27

Similiarmente, se puede verificar que f; = ay = 2 = 0. De (4.4) tenemos que
1" = (a1, 8)" = (0,0)7. De (L) se tiene que

nz_l 1+0z2—20z% 52—20[151 _1 1 0
T2\ Be—2mB 1—an—287) 2\0 1)°

LQ)
2:(% .
0 5

Es interesante notar que a; y by llegan a ser asintoticamente independientes. En-
tonces, ambos aj,b; ~ N(0, ﬁ), es decir, v2nay,v2nb; ~ N(0,1), y entonces

es decir,
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2nat, 2nb; ~ x7. Como 2nai + 2nb ~ X3 v 2naj + 2nbj = 2n(ai + b}) = 2nR?,
entonces 2nR? ~ x3 M.

Sin embargo, usando la afirmacion , Jammalamadaka y Senguptaj (2001)) exhi-
ben una distribucién muestral de R = nR para n grande. De la afirmacién anterior,
sea Z = 2nR% = 22 entonces

n ?

1 24r 2r 2

) =9) |Z| =3 T T = T, (4.6

con su correspondiente funcion de distribucién

Fu(r)y=1—e"%, 0<r<n. (4.7)

La anterior es conocida como la aproximacion de Rayleigh para la longitud mues-
tral resultante y es valida para n grande. Con estas consideraciones, podemos
obtener estadisticos de prueba para test de Rayleigh siempre que n sea grande.

Ommnibus tests

Los omnibus test son aquellos que consideran todas las alternativas, es decir, con-
sideran desviaciones multimodales de la uniformidad. Estos incluyen las pruebas
A, de Anje, V,, de Kuiper, U? de Watson y la de espaciamiento de Rao. Los om-
nibus tests para uniformidad mas cominmente usados son mas poderosos que la
prueba de Rayleigh cuando se trata de detectar desviaciones multimodales de la
uniformidad. Se sugiere usar ominibus tests cuando no haya una clara razén a prio-
ri para sospechar de desviaciones unimodales de la uniformidad mas que salidas
multimodales, o bien, cuando se esté mas interesado en considerar solo desviacio-
nes unimodales (Pewsey et al.l [2013]). Mardia y Jupp| (1999) describen con detalle
algunas de estas pruebas.

4.2.2. Pruebas de bondad de ajuste

Transformacion integral de probabilidad. La consideracién de la transformacion
integral de probabilidad en la recta sugiere el siguiente analogo en el circulo. Sea
F' la funcién de distribucion acumulada de una distribucion circular y supongamos
que han sido seleccionados una direccién y una orientacién iniciales. Entonces la
transformacion integral de probabilidad de la distribucion es la transformacion del
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circulo en el cual se envia 0 a 2 F'(#). Si F' es continua entonces la variable aleatoria
trasnformada

U =27F(0) mod 27 (4.8)
esta distribuida uniforme en el circulo. Por medio de la transformacién integral

de probabilidad (.8, cualquier prueba de uniformidad en el circulo da lugar a una
correspondiente prueba de bondad de ajuste (Mardia y Jupp) [1999).

La bondad de ajuste de una distribucién propuesta con funciéon de distribucién
F(0) puede ser probada al calcular los valores 27 F'(6,),...27F(6,) v aplicarles
cualquier prueba de uniformidad circular. Si lo datos provienen de la distribucién
propuesta, entonces esperariamos que la uniformidad circular no sea rechazada.

4.2.3. Prueba de simetria reflexiva para muestras grandes
A continuacion se ofrece el siguiente resultado debido a Pewsey| (2004)).

Teorema 4.1. Sea 64, ...,0, una muestra aleatoria de n observaciones de una
distribucion circular con p € (0,1). Para una muestra grande, la distribucién con-

Junta asintotica de f = (0, R, by, a)" es normal multivariada con vector de medias
& y matriz de covarianza X, donde, a orden O (n_3/2),

gz{#—%> P+<14_—6Q>> ﬁ2+i<—53—&+2@2362>,
p np np PP
_ _ _ > T
a2+1{1—%_a2(1_(§2)+5§” , (4.9)
n p p

y 2np*% = (vij 1 i,j =1,...,4), donde

v11 = 1 — o,

V12 = V21 = /)62,

V13 = V31 = p° — paz — 20s(1 — ay),

Vi = v = pPs + 2B2(1 — @),

ey = p*(1 = 2p% + @),

Vog = Ugg = —2p°Bo + p* B3 — 2paa s,

Vog = vgp = p°(1 — 2a) + p*az + 2pf5

vgs = p*(1 — 4ay — 232 — @) + dpasdis + 4a3(1 — as),

vsa = p? {2(1 — @) By + Ba} — 2p(anfBs + Padiz) — 4anBa(1 — Gn),
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V43 = V34,

Demostracién: Pewsey| (2004) procede con una idea analoga a |[Mardia y Jupp
(1999) cuando éstos consiguen una distribucién conjunta de (6, R)T utilizando la
normalidad conjunta de (ay,b;)? (ver Seccién 4.8 de Jammalamadaka y Sengupta

(2001)).

Aplicando el Teorema del Limite Central, se puede demostrar que (ay, by, as, by)"
tiene como distribucion asintética una Ny(¢, V) donde ¢ = (aq, f1, g, f2) v 2n¥ =
(135 04,5 =1,...,4) donde

T11 — 1 —|—062 — 20&%,

Tig = To1 = B2 — 201131,

Ti3 = T31 = Q1 + a3 — 2a;an,
Ty = Ty = B1 + B3 — 20 B,
T2 =1—ay —2512,
T3 = T3z = 33 — 1 — 2B1ca,
Ty = Tyo = Q1 — a3 — 2313y,
T33 — ]_ + ay — 20(%,
T34 = Tuz = (4 — 209,

7'44:1—(14—2@22.

Ahora, como p # 0, podemos asumir, después de una rotacién adecuada, que
a3 > 0, asi que, con probabilidad 1, § = arctan(b;/a;). Ademés, los otros tres
estadisticos,

R = (af +b7)"?,
- (Oé% — b%)bg — 2CL1b16L2
aj + b?

_ (af — b3)as + 2a1b1b9)
Ao = 2 2 )
aj + by

son también funciones diferenciables de aq, by, as y bs.

Considerando el método delta general, por medio de la expansién de Taylor, uno
obtiene, después de una algebra sencilla pero tediosa, los resultados para f y >
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en y .10} La normalidad asintética se sigue de la normalidad asintética de
(ah bla ag, bQ)T .

El teorema[4.1] ofrece una base tedrica para la prueba de simetria circular exhibida,
también, por Pewsey| (2002), la cual tiene como soporte el siguiente teorema,

Teorema 4.2. Sea 0y,...,0, n variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas de una distribucion angular con longitud media resultante p € (0,1).
Ya que p # 0, la direccion media, p, existe y es unica. Entonces
_ 1 By B 2ap
E(%)zﬂﬁﬁ( By D 2000

p P pt

) +0(n™3?) (4.11)

var(by) = % {1 —2a4 — 20y — 5 + % {643 + @}] +Om™?), (4.12)

donde &, = Elcosp(6 — )] y B, = E[sen p(6 — p)] son los elementos coseno y seno
del p-ésimo momento alrededor de . Cuando n — oo,
by— E(b) b

oar () — N(0,1)

si var(by) > 0, con E(by) y var(by) dados por y[4.19, respectivamente.

Para una distribucién con densidad f(f) que es reflexivamente simétrica alrededor
de una direccién “central” ¢, se tiene que f(6 — ¢) = f(¢ — 0). Si ademés p # 0,
entonces 1 = ¢ y E(by) = B2 = 0. Un estimador de la varianza de b, en este
contexto puede ser obtenido usando confBo=0,ypy @, siendo reemplazados
por sus estimadores R y

1 < .
a, = — cosp(6; —0),
. Zz:(; »( )
respectivamente. Por lo tanto, una prueba de distribucion libre asintotica para Hy
puede ser basada en el estadistico estudentizado
b
7= ——, (4.13)
var(by)
donde

_ 1[1—ay 23 [  dG(1 —ay)
b)) = -9 —— — . 4.14
var(bs) - 5 az + 7 {ag + i ( )
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Los valores absolutos grandes de 4.13| comparados con los cuantiles de la distri-
bucién normal estandar conducen al rechazo de la simetria en favor de alguna
alternativa que considere sesgo. Resultados de simulacién reportados por [Pewsey
(2002) sugieren que esta prueba basada en la teoria asintética puede ser usada
para tamanos de 50 o mas. Para muestras mas pequenas, la version bootstrap de
esta prueba es recomendada en Pewsey et al.|(2013). Ambas versiones de la prueba
asumen que los datos circulares que son analizados estan representados en radianes.

4.3. Inferencia para estadisticos descriptivos cir-
culares

4.3.1. Estimacién puntual insesgada (bias-corrected)

Los estimadores puntuales para u, p, 2 v @s son simplemente sus andlogos mues-
trales 0, R, by y Gy. Sin embargo, los resultados para muestras grandes en y
, para la distribucién asintotica de 6 = (0, R, by, a,)", indica que estos cuatro
estimados estan generalmente sesgados. Sustituyendo los estadisticos poblacionales
desconocidos por su correspondientes analogos muestrales, una estimaciéon puntual
insesgada para pu es

by

ipc =60 —bias(f), donde bias(0) = o

(4.15)

Similarmente, los estimados puntuales corregidos para p, 52 y @s estan dados por:

— — _ — _ 1 — N
pc = R —bias(R), donde bias(R) = —Elz, (4.16)
inR
~ I _ 1 [ - by 2asb
Bopc = by — bias(by) donde  bias(by) = 5 (-bg - % + }—%232> (4.17)
=~ _ s T 1 C_L3 52(1—62)4‘53
_ = —Zd1-3_ _ .
Qape = Gz — bias(ay) donde  bias(az) " { I 7
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Bajo la suposicién de una distribucion reflexivamente simétrica subyacente, la
inferencia para [, no serd de interés, pues al ser el valor esperado de by, esta
ultima medida de sesgo serd muy cercana a cero y, por ende, en las ecuaciones
y puede ser considerada como estadisticamente igual a él.

4.3.2. Intervalos de confianza para los estimadores inses-
gados

Baséndose en la seccién [4.3.1] y de nuevo usando los resultados en (4.9) y (4.10]),

sustituyendo un estadistico poblacional desconocido por su analogo muestral co-
rrespondiente, un intervalo del 100(1 — «) % de confianza insesgado para p es
obtenido mediante

T

fisc % 21-op {Tar(B)}'?,  donde  war(h) = 5 =,

(4.19)

donde z(1_q/9) denota el (1 — a/2) cuantil de la distribucién normal estandar.

Similarmente, para p, B2 v @s, estos intervalos estan dados por:

- - - 1-2R*’+a
P+ z0-a/{0ar(R)}'?,  donde var(R) = TW7 (4.20)

Bape £ 2(—as{var(bs)}/?,  donde

7 111—-a - 2a ax(1 —a
’U(I’l“(bg) = E { 2a4 — 2@2 - bg + % {ag + w}} s (4.21)

aspe + 2(1—a/2{var(@z)}'?,  donde

. 1[1—2a2+a, 2b, (- Dby(l—a
var(ag)——{#—i—%{bg—i—%}]. (4.22)

Bajo la suposicion de una distribucién reflexivamente simétrica subyacente, la
inferencia para (5 no sera de interés y la medida by en la ecuacién (4.22)) puede ser
considerado como cero.
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Analisis y modelaciéon de la
incidencia de dengue utilizando
estadistica circular

En este capitulo se estudiara la incidencia de dengue en Yucatan utilizando las
herramientas descriptivas y de modelacién circulares, que ya se han presentado en
los cuatro primeros capitulos.

Para tal fin, se han considerado seis periodos anuales de estudio que se establecen
entre los anos 2009 y 2015. En un periodo de estudio en particular se analizan
los casos nuevos de dengue (incidencia), registrados semanalmente, que ocurren
entre el mes de mayo de un ano y el mes de abril del ano siguiente. El definir un
periodo de estudio de esta manera permite unificar la informacion que brindan los
meses finales de un ano y los iniciales del siguiente, pues el considerar anos distin-
tos podria dar lugar a una interpretacién errénea del verdadero comportamiento
de la incidencia de dengue (considerar un falso comportamiento bimodal en los
anos pares, por ejemplo), ademds, se consigue trabajar con datos que pueden ser
considerados como unimodales.

Para cada periodo de estudio, se ha realizado un anélisis descriptivo y el ajuste de
un modelo circular de probabilidad razonable, y se presentan aqui los resultados
obtenidos en cada uno.
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5.1. Los datos

La base de datos que presenta la Direccién General de Epidemiologfa [[] (DGE)
consiste en informes semanales de diferentes semanas epidemioldgicas. Sin embar-
go, es el Sistema Nacional de Vigilancia Epidemiolégica (SINAVE) el que “capta,
registra y analiza los datos de morbilidad, mortalidad, y danos y riesgos en salud
— en este caso especificamente para dengue — a través del Sistema Unico de In-
formacién para la Vigilancia Epidemiolégica (SUIVE), apoyado a su vez en: La
Notificacién Semanal de Casos Nuevos de Enfermedades y los Sistemas Especiales
de Vigilancia Epidemiolégica”.

La Notificacion Semanal de Casos Nuevos de Enfermedades es un sistema de no-
tificacion numérico, que integra a las instituciones del Sistema Nacional de Salud,
con unidades médicas distribuidas en todo el pais. Actualmente, el Sistema Nacio-
nal de Salud se alimenta de la concentracién de los casos registrados utilizando un
formato llamado SUIVE-1-2014, que se genera semanalmente en cada unidad de
salud, para ser capturada en la Plataforma de Notificacion Semanal de la DGE;,
la cual opera en el nivel jurisdiccional, estatal y nacional, y permite capturar la
informacién desde la jurisdiccién o delegacion institucional Pl

En septiembre de 2015, eran 20 033 unidades médicas las que se encargaban de
generar la informacion preliminar al corte de determinada semana epidemiolégica,
con un promedio de cobertura de notificacién de 96.4 %.

5.2. Establecimiento de los periodos de estudio

Considere por ejemplo estudiar el comportamiento de la incidencia de dengue en
el ano 2009 y en el ano 2010. Al observar la Figura [5.11] se observa que en ese
ano hubo un tramo largo de bajas frecuencias de casos nuevos de dengue, que
abarca de la primera semana de ese ano (la primera de enero segtn el calendario
gregoriano) hasta la semana 32 del mismo. Luego, a partir de la semana 33, co-
mienza un tramo que consiste en un grupo de frecuencias altas que comienzan un
franco decrecimiento hacia las ultimas semanas del 2009. Sin embargo, este com-
portamiento decreciente no es propio de 2009, sino que continia hasta la semana
11 del ano 2010 (ver Figura . Después de esto, comienza un tramo corto de
bajas frecuencias de casos de dengue, que abarca de la semana 12 a la semana 25

!Panorama epidemiolégico de dengue: http://www.epidemiologia.salud.gob.mx/dgae/
panodengue/intd_dengue.html

“Subsistema de notificaciéon de Casos Nuevos de Enfermedades 2015: http://www.
epidemiologia.salud.gob.mx/dgae/infoepid/inf_morbilidad.html


http://www.epidemiologia.salud.gob.mx/dgae/panodengue/intd_dengue.html
http://www.epidemiologia.salud.gob.mx/dgae/panodengue/intd_dengue.html
http://www.epidemiologia.salud.gob.mx/dgae/infoepid/inf_morbilidad.html
http://www.epidemiologia.salud.gob.mx/dgae/infoepid/inf_morbilidad.html
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del 2010; posteriormente, comienza otro tramo, uno de frecuencias grandes que es
propio del 2010.
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Figura 5.1: Histogramas de frecuencias de incidencia de dengue semanales para los anos 2009
y 2010, respectivamente.

Un comportamiento similar al descrito anteriormente, puede ser observado en la
Figura[5.2] para los afios 2011 y 2012, y en la Figura[5.3| para los afios 2013 y 2014.
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Figura 5.2: Histogramas de frecuencias de incidencia de dengue semanales para los anos 2011
y 2012, respectivamente.

Siendo asi, si se inicia el estudio del comportamiento de la incidencia de dengue
en el ano 2009 (2011 6 2013), éste no se veria reflejado por completo en este
ano, sino que se requeriria de las primeras semanas del ano siguiente para poder
observar un comportamiento unimodal. Encasillar el estudio de la incidencia de
dengue a un ano en particular, por ejemplo 2009 (2011 6 2013), puede pasar por
alto un comportamiento unimodal, o bien, dar la impresion de un comportamiento
bimodal para el afio 2010 (2012 6 2014). En el primer caso, se estaria incurriendo
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Figura 5.3: Histogramas de frecuencias de incidencia de dengue semanales para los anos 2013
y 2014, respectivamente.

en un corte o sesgo en la informacion, y en el segundo caso, se estarfa interpretando
de manera errénea la informacién.

En la bisqueda de un periodo de estudio que pudiera contener al grupo de fre-
cuencias grandes que comienza en 2009 y termina en 2010, sin incurrir en un sesgo
en la informacién, el siguiente procedimiento fue de utilidad. El tramo largo de
bajas frecuencias del 2009 (ver Figura [5.11]), que abarca de la semana 1 a la 32,
fue dividido en dos, y la mitad de ese tramo cayé entre las semanas 16 y 17 de ese
ano, que corresponden a las tltimas semanas del mes de abril. Luego, se dividié
en dos el tramo corto de bajas frecuencias del 2010 (ver Figura , que abarca
la semana 12 a la 25 de ese ano, y la mitad cayé entre las semanas 18 y 19 que
corresponden a las primeras semanas del mes de mayo. Claramente, un periodo
que comience durante las dos ltimas semanas del mes de abril del 2009, y termine
entre las dos primeras semanas del mes de mayo del 2010, contendré al grupo de
frecuencias grandes que comienza en el 2009 y termina en el 2010, sin ningin corte
entre ellas (ver Figura [5.41]).

Uno podria hacer un procedimiento parecido para encasillar al grupo de altas
frecuencias del 2010, en un periodo de entre el tramo corto de bajas frecuencias
de ese afo y el tramo largo de bajas frecuencias del afio 2011 (ver Figura [5.21)).
Anteriormente, al dividir el tramo corto del 2010, la mitad cayé entre las dos
primeras semanas de mayo. El tramo largo del 2011, que va semana 1 a la 35, al
dividirse en dos, la mitad cay6 en la semana 17, que es la tltima semana de abril.
Entonces, un periodo que comience durante las dos primeras semanas de mayo de
2010, y termine durante la iltima semana del mes de abril de 2011, contendra al
grupo de frecuencias grandes que es propio del ano 2010 (ver Figura .
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Figura 5.4: Histogramas de frecuencias de incidencia de dengue, considerando un periodo que
abarca del mes de mayo de un ano, hasta el mes de abril del ano siguiente.

En general, se pueden repetir ambos procedimientos para los demas anos de es-
tudio. Es decir, encasillar el grupo de frecuencias altas que comienzan en un ano
impar pero terminan al siguiente, en un periodo que se establezca entre un tramo
largo y otro corto de bajas frecuencias. O bien, encasillar el grupo de frecuencias
altas propio de un ano par, en un periodo que se establezca entre un tramo corto y
otro largo de bajas frecuencias. Si se hace esto, se notara que todos estos periodos
tienen inicio en semanas muy cercanas a la semana de inicio del mes de mayo
de terminado ano. Lo anterior, da la pauta para establecer la primera semana de
mayo, del 30 de abril a 6 de mayo (la semana 18 del calendario gregoriano), como
el inicio de un periodo de estudio de incidencia de dengue, en particular, con el
fin de partir de un inicio comun para los seis periodos de estudio. Ahora bien, con
tal de que estos periodos tengan una duracién de un afio (52 semanas), el final
de ellos se ha establecido sea la ultima semana de abril, del 23 al 29 de abril (la
semana 17 del calendario gregoriano), del afo siguiente. Adema&s, mayo es un mes
de referencia en el calendario meteoroldgico, pues éste es el mes de inicio de la
temporada de lluvias (o de huracanes) a nivel nacional en México. Mas general-
mente, la temporada de huracanes en el Océano Pacifico Nororiental (Costas de
México) abarca del 15 de mayo al 30 de noviembre cada ano, mientras que en el
Océano Atlantico, que incluye el Golfo de México y el Mar Caribe, se extiende del
1 de junio al 30 de noviembre E] Y es que, las lluvias, son uno de los principales
factores de incidencia de dengue en el estado de Yucatan.

También, al establecer un periodo de estudio del tipo mayo - abril anual, claramente
se ha ganado el hecho de que estos datos circulares, o sea, los correspondientes a

3CONAGUA. ;Qué es un cicléon?: http://smn.cna.gob.mx/index.php?option=com_
content&view=article&id=39&Itemid=47.


http://smn.cna.gob.mx/index.php?option=com_content&view=article&id=39&Itemid=47
http://smn.cna.gob.mx/index.php?option=com_content&view=article&id=39&Itemid=47
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los casos nuevos de dengue, sean considerados como de comportamiento unimodal

como puede verse en las Figuras [5.4]y (5.5
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Figura 5.5: Junto con la Figura estas graficas muestran un comportamiento unimodal en
los periodos de estudio de la incidencia de dengue, del tipo mayo - abril anual.

5.3. Consideraciones con respecto al tiempo

En este trabajo, no se consideraron los anos como bisiestos, en el caso de que
existiese uno, aunque de hecho, el inico que se presenta es el ano 2012. Cada ano,
de entre 2009 y 2014, se tomé como uno normal. Un anio normal (no bisiesto), es
decir, uno tal cual como lo considera el calendario gregoriano, con mes de inicio
enero y mes final diciembre, esta conformado por 52 semanas, cada una de siete
dias, y 1 dia més, para hacer un total de 365 dias.

En un ano normal, la semana 1 abarca del 1 al 7 de enero, la semana 2 abarca del
8 al 14 de enero, y asi sucesivamente. La semana 18, que es la primera de mayo,
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en realidad abarca del 30 de abril al 6 de mayo. La semana 52 abarca del 24 al
30 de diciembre; sin embargo, en este estudio, para fines préacticos, la semana 52
consistira de ocho dias, o sea del 24 al 31 de diciembre.

La Tabla del Apéndice [A] muestra la ubicacién, en el calendario gregoriano,
de las semanas contempladas en un periodo de estudio particular, que barca de
la semana 18 a la 52 de un ano, hasta la semana 1 a la 17 del siguiente ano, es
decir, de mayo - diciembre de un ano hasta enero - abril del siguiente. Esta Tabla,
ademas, incluye los dias de un ano normal que conforman una semana numerada
en particular.

5.4. Consideraciones con respecto a la base de
datos

Una semana epidemiologica es una entidad de tiempo que los informes de la DGE
manejan para presentar la informacion de los casos nuevos de dengue que se han
registrado y acumulado.

La informacién contenida en un informe en particular es sobre una semana epide-
mioldgica en especifico. En él se presentan los casos de dengue acumulados hasta
esa semana epidemiolégica. Se presenta el acumulado nacional y el acumulado a
nivel de un estado en particular. También se presenta la divisién entre los casos que
se dan por “Fiebre por Dengue” (FD) y los que se dan por “Fiebre Hemorrigica
por Dengue” (FHD) !.

A nivel nacional, se hacen comparaciones de las cantidades que se analizan con
respecto a la semana epidemildgica analoga del ano pasado. Se presenta una grafica
en la que se exhibe el avance de los casos confirmados y probables que se dan en
el transcurso del ano, y también se muestran los casos confirmados y probables
del ano pasado. Otra grafica muestra la aparicién de los serotipos propios del
dengue en un estado en particular. Una tabla resume los casos acumulados de
dengue probables, confirmados y las defunciones debidas a esta enfermedad, por
cada estado de la repiblica, y se compara con respecto a lo sucedido en el ano
pasado.

En el informe, sélo se habla de los estados de la repiblica en donde se hayan
presentado al menos un caso nuevo de dengue desde el inicio de ano. Para un estado
en especifico, se presentan los casos acumulados por FD, por FHD (o dengue grave),
y las defunciones, para esa semana en particular, y estas cantidades se comparan
con respecto a la semana analoga del afio pasado. También, un grafico nos muestra
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los municipios donde se han presentado los mayores casos de dengue en el estado.

Por lo que se ha observado, una semana epidemiolégica particular intenta siempre
estar de acorde al lapso de tiempo que abarcaria su semana andloga, con igual
numero de orden, en el calendario gregoriano. Sin embargo, sucede que siempre
ocurren desfases, ya se hacia atras o hacia adelante, de una semana epidemioldgi-
ca con respecto a su analoga gregoriana. A veces estos desfases son drasticos. Y
mas ain, sucede que ademas de esto, una semana epidemioldgica podria no ser
estrictamente de 7 dias, sino de mas o de menos.

En este trabajo, se ha considerado que un desfase de hasta 3 dias de una semana
epidemioldgica con respecto a su analoga ubicada en el calendario gregoriano,
diferiré ligeramente de la informacién y conclusiones a las que se podrian llegar,
si se hubiesen registrado los casos nuevos de dengue de acorde al lapso de tiempo
estricto que maneja una semana ordenada en el calendario gregoriano.

En el Apéndice [C]se exhibe una serie de consideraciones, entre desfases y tamaros
diferentes de las semanas epidemiolégicas, que se han tenido en cuenta con respecto
a la base de datos de un ano en particular, asi como una serie de acciones que se han
efectuado a fin de amortiguar los desfases drasticos que se dan entre una semana
epidemiolégica y su andloga gregoriana. De manera global, con estas acciones, se ha
conseguido que si se presentara un desfase de una semana epidemioldgica respecto
a su analoga gregoriana éste sea de a los mas tres dias.

La Tabla del apéndice [A] presenta las frecuencias registradas en la semanas
epimioldgicas que caen en un periodo de estudio abril-mayo anual, segin la DGE
y contemplando las consideraciones hechas en el Apéndice [C]

5.5. La incidencia de dengue como datos circu-
lares

En cada periodo de estudio mayo - abril anual, se ha hecho un anélisis de la
incidencia de dengue en el estado de Yucatan.

Los casos nuevos de dengue pueden ser analizados como datos circulares, debido
a que son un fenémeno de ocurrencia periddica en todos los anos. Entonces, se
pueden utilizar las herramientas de la estadistica circular para su analisis.

Para tal fin, cada periodo de estudio mayo - abril fue representado por una cir-
cunferencia de un circulo unitario. En un periodo de estudio en particular, la
circunferencia correspondiente fue dividida en 365 puntos que representan los 365
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dias de lapso de un ano. A cada dia en la circunferencia se le ha asignado un
angulo representante medido en radianes, de la forma matematica, es decir, con
direccién de inicio 0°hacia el oriente, y sentido de rotacién positivo antihorario.
Siendo asi, el dia 30 de abril tiene como representante el angulo 0° el dia primero
de mayo el dngulo 27/365, el dia dos de mayo el dngulo 2 x (27/365), el dia tres
de mayo el dngulo 3 x (27/365), y asi sucesivamente, hasta terminar con los dias
del primer ano de estudio y empezar con los del siguiente. El dia 29 de abril tiene
como representante el angulo 364 x (27/365).

Los datos que nos brinda la Direccién General de Epidemiologia !, consisten de
los casos de dengue acumulados hasta cierta semana epidemioldgica (incidencia
semanal) de un ano normal en particular. La diferencia entre los casos de dengue
acumulados en una semana epidemiolégica y los casos acumulados en la semana
epidemioldgica anterior, nos da el niimero de casos registrados en la primera. Siendo
asi, los datos que se tienen a disposicién son los del nimero de casos nuevos de
dengue en una semana especifica, es decir, la incidencia semanal. Por ende, en
esta circunferencia, también se han incluido 52 intervalos, cada uno representa
una semana en particular, por tanto, cada uno abarca siete dias, con excepcion de
la dltima semana del primer ano de estudio la cudl incluira ocho dias.

El nimero de casos de dengue se obtiene de manera semanal de la base de datos,
sin embargo, no se sabe en qué dia especifico de la semana han ocurrido. Por ende,
se ha convenido ubicar los casos de dengue en un dia representante de la semana, y
se ha elegido el dia mitad de ella, a saber, el cuarto dia de la misma. Por ejemplo,
la semana 18, la primera de mayo del primer ano de estudio, abarca del 30 de
abril, con dngulo representante 0° hasta el 6 de mayo, con angulo representante
6 x (27/365); por ende, el dia representante de esta semana es el cuarto dia, 3 de
mayo, con dngulo 3 x (27/365).Y asi, se aplica este procedimiento en todas las
semanas del periodo mayo - abril con duracién de un ano, excepto para la semana
52 del primer ano de estudio; esta semana abarca del 24 de diciembre, con dangulo
357 x (2m/365), hasta el 31 de diciembre, con dngulo 364 x (27/365), pero aqui,
esta semana abarca 8 dias, por lo que como angulo representante se ha elegido el
promedio de los angulos del cuarto y quinto dia que conforman esta semana, a
saber, [360 x (27/365) 4+ 361 x (27/365)] /2.
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5.6. Uso del diagrama circular en un periodo de
estudio mayo - abril anual
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Figura 5.6: Diagrama circular para el periodo mayo 2009 - abril 2010.

La Figura muestra el diagrama circular del periodo de estudio mayo 2009 -
abril 2010 de casos reportados de dengue en el estado de Yucatdn. Este diagrama
servira de ejemplo para explicar como se le dara lectura a la informacion general
contenida en él, cuando se estudie un periodo en particular.

En este diagrama, los datos circulares son medidos, de la manera matematica, utili-
zando el oriente como direccion de inicio y sentido de rotacién positivo antihorario.
La direccion 0°representa el 30 de abril del primer ano de estudio.

Como puede observarse en la Figura[5.6] el circulo se ha dividido en 52 intervalos,
que en realidad son pequenos arcos en el circulo, y esta division es hecha mediante
lineas separadoras pequenas. La division empieza en la direccion cero.

Para los dngulos, la representacion usada en dicho diagrama circular es en grados.
Los niimeros mas grandes, localizados en las direcciones que apuntan hacia los
cuatro puntos cardinales, o osea, 0, 90, 180 y 270, son los referentes angulares.

Los niimeros més pequenos hacen referencia al orden de aparicion de una semana
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en particular si se le ubica en el calendario gregoriano. Los ntimeros 17, 18, 30,
31, 43, 44, 4 y 5, no se pueden ver debido a limitaciones visuales del software. Se
ha de tener en cuenta que los nimeros del 18 al 52 corresponden al primer ano de
estudio y, los niumeros del 1 al 17 corresponden al ano siguiente.

Los “rayos de sol” que se pueden ver son en realidad las frecuencias semanales de
incidencia de dengue. Cada frecuencia estd constituida por un grupo de puntos
acomodados en la misma direccién, y estan muy cercanos entre si, debido al gran
nimero de ellos, a tal grado de parecerse en su conjunto a una linea continua.

5.7. Modelos circulares elegidos y herramientas
utilizadas

Una vez hechas las observaciones y consideraciones anteriores, se iniciara el analisis
de los casos de de dengue reportados, de manera semanal en el estado de Yucatan,
segun la Direccién General de Epidemiologia (DGE). Un andlisis en particular
se ha hecho para cada periodo de estudio mayo - abril anual, los cuales se han
establecido entre los anos 2009 y 2015. En cada uno de estos periodos, se ha de
tener en cuenta la siguiente simbologia.

Estadistico descriptivo circular | Simbolo

Direcciéon modal muestral 0
Direcciéon mediana muestral 6
Direccién media muestral 0
Longitud media resultante muestral R
Medida de Sesgo by

>

Sesgo propuesto por Mardial (1972)
Medida de Curtosis

]

2

La contraparte para la curtosis k propuesta por Mardia (1972) no ha sido conside-
rada en este estudio debido a que su interpretacion es acerca de un modelo circular
que no ha sido considerado en este trabajo (ver Seccion [2.4)).

En cada periodo se han ajustado cinco distribuciones circulares:

1. Inversa Bastchelet Completa, con base von Mises, con parametros &, k,
y A, que controlan la localizacién, la concentracién, el sesgo y la picudez,
respectivamente.

2. Inversa Batschelet Sesgada, con parametro de picudez A = 0 (von Mises
Sesgada).
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3. Inversa Bastchelet Simétrica, con parametro de sesgo v = 0.

4. Jones-Pewsey, con pardmetros p, k y v, que controlan la localizacién, la
concentracion y la forma, respectivamente.

5. Von Mises, con direccién media p y pardmetro de concentracion k.

Los primeros dos modelos consideran una parametro de sesgo v. Los ultimos tres
consideran simetria reflexiva.

Un idea fundamental en modelacién estadistica es el de parsimonia: si dos modelos
ofrecen ajustes igual de buenos a los datos, entonces el menos complejo entre los dos
(el de menos pardametros) es preferido. Como consecuencia, generalmente interesa
comparar los ajustes de modelos que compitan entre si, con miras a identificar el
modelo con menos pardmetros que ofrezca un ajuste razonable a los datos. Varios
criterios estan disponibles para comparar modelos, y los més conocidos involucran
el valor maximo de la funcién de log-verosimilitud (Pewsey et al., 2013).

Existen dos criterios que sirven para comparar modelos que no son necesariamente
anidados (que uno sea submodelo de otro). El primero de ellos es el criterio de
informacién de |Akaike| (1974))

AIC = 2k — 2lmax, (5.1)

donde k es el nimero de pardmetros en un modelo, y Imax denota el valor maximo
de la funcién log-verosimilitud. El segundo es el criterio de informacién bayesiano

BIC = klog(n) — 2lmax (5.2)

donde n denota el tamano de la muestra. Este criterio es debido a [Schwarz et al.
(1978). En ambos criterios, el “mejor” modelo serd el que tenga el valor mas bajo
del indice correspondiente.

En este trabajo, el mejor modelo para un periodo de estudio en particular se ha
elegido de acuerdo a los criterios de informacién AIC y BIC.

La Tabla del apéndice [A] contiene el resumen de todos los ajustes hechos
en cada periodo de estudio mayo - abril anual. Para un periodo en particular, se
exhiben los estimados de los pardmetros que rigen cierta distribucién (calculados
via maxima verosimilitud), el maximo de la funcién log-verosimilitud, y los valores
AIB y BIC, todos éstos obtenidos para cada uno de los cinco modelos considerados
para el ajuste.

A continuacion, se exhibiran los resultados obtenidos para cada periodo de estudio
mayo - abril anual.
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5.8. Periodo 1: Mayo 2009 - Abril 2010

Analisis descriptivo

La Figura y la Tabla resumen los graficos y estadisticos descriptivos cir-
culares para el periodo mayo 2009 - abril 2010. En este periodo se registraron en
total 3594 casos de dengue en el estado. La semana con mayor cantidad de casos
fue la semana 40 (1% de octubre) del 2009.

El diagrama circular en la Figura [5.71]y la Tabla [5.2] muestran hacia qué semanas
apuntan las direcciones moda 0, mediana 6 v media muestral 8. Ya se ha dicho que
en la semana 40 se alcanza la mayor incidencia de dengue, y por ende, la direccion
moda 6 = 154.8493 °apunta hacia ahi. La direccién 6 = 175.5616 ° muestra que
es a finales de octubre, en la semana 43, donde se alcanza la mitad de los casos
reportados en total para este periodo. La direccién § = 179.913° muestra que las
grandes frecuencias de incidencia se presentan alrededor de la semana 44, que es
la semana de transicién entre octubre y noviembre.

333290 295
2534 2756

L 2327067 °
DIAGRAMA CIRCULAR DIAGRAMA DE ROSA
MAYO 2009 - ABRIL 2010 MAYO 2009 - ABRIL 2010
Total = 3594
Moda = 304, 12 semana octubre
Direccion moda = 154.8493°
- - Direcciéon mediana = 175.5616°
— Direccion media = 179.913°
(1) (2)

Figura 5.7: Diagramas circular a la izquierda y de rosa a la derecha para el periodo mayo 2009
- abril 2010.
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’ Periodo 1: mayo 2009 - abril 2010 ‘

Total 3594

Moda 304
0 154.8493°
7 175.5616°
6 179.9130°
R 0.6511
by -0.1153
3 -0.5597
an 0.3233

Tabla 5.1: Total, moda y medidas de localizacién, de dispersién y de sesgo para el periodo mayo
2009 - abril 2010.

Estadistico de | Semana de Mes
localizacién ubicacion
0 40 Octubre (19)
6 43 Octubre (4%)
0 44 Octubre - Noviembre

Tabla 5.2: Tiempo al que se dirigen los estadisticos descriptivos circulares de localizacién, para
el periodo mayo 2009 - abril 2010.

La medida R = 0.6511 ofrece una sefial de una concentracién de los casos de
dengue al alrededor de la direccién media . Si dividimos el afio 2009 en cuatro
partes se puede ver, por el diagrama de rosa [5.72] que esta concentracién ocurre
después de la mitad del tercer cuarto de ano hasta antes del final del dltimo cuarto
del 2009. M&s precisamente, se presenta de la semana 36 (1% septiembre) hasta la
semana 51 (3* de diciembre) del 2009.

La circunferencia unitaria para este periodo se ha cortado aproximadamente a
la mitad del arco que abarca de la semana 30 del 2009 hasta la semana 12 del
2010, recorriendo la circunferencia en sentido horario, que es el arco en el que se
presenta un tramo de bajas frecuencias de casos de dengue. Més precisamente, se
ha cortado en el punto con direccién 27°(0.4712 radianes). Con base en este corte,
se construye el histograma lineal de la Figura [5.8]

Las medidas b, = —0.1153 y § = —0.5597 revelan un sesgo en sentido antihorario
con respecto de la direccién media, y el diagrama de rosa de la Figura[5.72) confirma
esta situacion. Este diagrama, junto con el histograma lineal de la Figura [5.8]
muestran que a partir de la semana 33 (3% de agosto) de 2009 empieza un aumento
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rapido de los casos de dengue, que se prolonga hasta la semana 42 (3% de octubre),
y luego de aqui, comienza un decrecimiento lento de los casos que contintia hacia
la semana 11 (2% de marzo) del ano 2010.

La medida a; = 0.3233 es senal de una picudez no extrema en la forma polar de
la distribucién de los datos, pues su valor no es cercano a 1 (ver diagrama circular

de la Figura[5.71)).
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Figura 5.8: Histograma lineal de frecuencias de dengue para el periodo mayo 2009 - abril 2010,
con punto de corte en la direccién 27° (0.4712 radianes). A los valores arriba de 360° del final,
se le debe restar esta cantidad para obtener valores en el rango de (0°,360°).

Al aplicar la prueba de uniformidad de Rayleigh a estos datos, el valor del estadisti-
co de prueba calculado es de 0.6511, y arroja un p-valor muy cercano a cero. Por
otra parte, para la prueba de simetria reflexiva de Pewsey, el valor del estadistico
de prueba es de 11.9226 y el p-valor es de 9.02586e-33. Con p-valores muy cercanos
a cero, las hipotesis nulas de uniformidad y simetria reflexiva, respectivamente, de
estas pruebas se rechazan para cualquier nivel de significancia « frecuentemente
utilizado (digamos 0.01, 0.05 o 0.1). Por lo anterior, se espera que un modelo que
considere sesgo ofrezca el mejor ajuste a los datos.

Modelacion circular

La Tabla[A.3 muestra que el mejor modelo que se ajusta a los casos de dengue para
este periodo es el de una distribucion de la familia Inversa Batschelet, con base
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von Mises, en el que se consideran todos los pardmetros distintos de cero (modelo
completo).

| Periodo 1: mayo 2009 - abril 2010 |

’ Mejor ajuste: Inversa Batschelet Completo ‘

Parametro Estimado
13 3.1416
K 1.6332
v 0.0683
A 0.3231

Tabla 5.3: Ajuste de un modelo Inversa Batschelet Completo, con base von Mises, para el
periodo mayo 2009 - abril 2010.

La Tabla muestra los estimados de los pardmetros que controlan la distribucion
Inversa Batchelet obtenidos via maxima verosimilitud. El estimado 7 = 0.0683, que
considera un sesgo en sentido antihorario, aunque cercano a cero, ofrece un mejor
ajuste ante un modelo Inverso Batschelet Simétrico (v = 0) (ver Tabla [A.3), es
decir, ante uno en donde se consideré igual a cero. El estimado A = 0.3233 considera
una distribucion con picudez no extrema en su presentacion polar.

La direccién modal tedrica de la distribucién, estimada por el modelo a través de la
expresion £ —2v( mod 27), es de 3.0049 radianes, la cual apunta hacia las semanas
42 y 43 del 2009, que son la tercera y cuarta semana de octubre, respectivamente.

La Figura 5.9 muestra las representaciones polar y lineal del modelo ajustado para
este periodo. La Figura muestra el diagrama circular que incluye la direccién
modal tedrica y la direccion media muestral; se observa que la semana en la que
se hubiese esperado se presente la mayor frecuencia de dengue seria la primera o
la segunda anterior a la 44, semana alrededor de la cual se concentran las mayores
frecuencias de casos de dengue. La Figura muestra que hay una mayor masa
de probabilidad después de la direccion modal tedrica, en sentido antihorario.

Con el fin de validar el modelo, la Figura [5.10] exhibe los graficos probabilidad-
probabilidad (P-P plot, Figura y cuantil-cuantil (Q-Q plot, Figura
de la distribucién ajustada para este periodo. En una grafica P-P el valor de la
funcién de distribucién empirica para cada representante semanal es graficado
contra el valor correspondiente de la funcién de distribucién estimada para el
modelo propuesto. En su lugar, en una grafica Q-Q se grafican los valores de la
funcion cuantil empirica y los valores de la funcién cuantil estimada. El ajuste de
una distribucion circular es considerado como bueno si los puntos graficados estan
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Incidencia de dengue mayo 2009-abril 2010
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Figura 5.9: Representaciones polar, a la izquierda, y lineal, a la derecha, de la distribucién
Inversa Batschelet Completa ajustada para el periodo mayo 2009 - abril 2010. El histograma
lineal comienza en la direccién cero.
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Figura 5.10: Gréficos probabilidad-probabilidad (P-P plot), a la izquierda, y quantil-quantil
(Q-Q plot), a la derecha, de la distribucién Inversa Batschelet Completa ajustada para el periodo
mayo 2009 - abril 2010.

cerca de la linea de referencia diagonal que conecta a los puntos (0,0) y (1,1) en
un gréfico P-P, y los puntos (0,0) y (27, 27) en un grafico Q-Q.

De la Figura[5.10], en general, se observa que en las graficas P-P y Q-Q la mayoria
de los puntos de ambas estan cercanos a la linea de referencia, lo cual es una senal
de un ajuste razonable.

En la prueba de uniformidad de Rayleigh, convertida en una de bondad de ajuste
cuando se aplica a los datos transformados 27 F(6;), el valor del estadistico de
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prueba calculado es de 0.0123, y arroja un p-valor de 0.5825, el cual es relativa-
mente grande; entonces, a cualquier nivel de significancia «a frecuentemente usado,
esto indica que no hay evidencia suficiente para rechazar la hipétesis nula de uni-
formidad, y su vez, esto indica que para la distribuciéon de los casos de dengue
en este periodo, es razonable el ajuste de una Inversa Batschelet Completa con
parametros estimados via maxima verosimilitud, dados en la Tabla |[5.3|
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5.9. Periodo 2: Mayo 2010 - Abril 2011

Analisis descriptivo

La Figura [5.111] y la Tabla resumen los graficos y estadisticos descriptivos
circulares para el periodo mayo 2010 - abril 2011.

El diagrama circular de la Figura[5.111] muestra que se han reportado cero casos en
la semana 37 del 2010. Lo anterior es un contraposicién a los registros de incidencia
que se tienen semanas antes y después de ésta, pues precisamente se encuentra en
un tramo de frecuencias semanales altas. Con fin de evaluar qué tanto influye
la posible ausencia de datos de incidencia de esta semana en el calculo de los
estadisticos descriptivos circulares se han hecho dos analisis, uno con “registro
corregido” y el otro considerando los registros de incidencia tal como lo reporta
la DGE. La correccion consiste en considerar en la semana 37 el promedio de las
frecuencias que se dan entre las tres semanas anteriores y las tres posteriores a la
37. Al comparar uno y otro andlisis, no se encuentran cambios significativos entre
los resultados que arrojan los calculos de los estadisticos descriptivos circulares
considerados en el estudio. Con el fin de estar de acuerdo con los nimeros semanales
y el total reportados de manera oficial por la DGE, se ha optado trabajar con la
base de datos de este periodo sin correccion.

DIAGRAMA CIRCULAR DIAGRAMA DE ROSA
MAYO 2010 - ABRIL 2011 MAYO 2010 - ABRIL 2011
Total = 2071

Moda = 153, semana octubre noviembre
Direcci6n moda = 182.4657

- - Direccién mediana = 147.9452°

— Direcci6n media = 146.2999°

(1) (2)

Figura 5.11: Diagramas circular a la izquierda, y de rosa a la derecha para el periodo mayo
2010 - abril 2011.



5. ANALISIS Y MODELACION DE LA INCIDENCIA DE DENGUE
94 UTILIZANDO ESTADISTICA CIRCULAR

En este periodo, se registraron en total 2071 casos de de dengue en el estado.

La semana con mayor cantidad de casos fue la 44 (transicién entre octubre y
noviembre) del 2010.

El diagrama circular en la Figura y la Tabla 5.5 muestran hacia qué semanas
apuntan las direcciones 6, 0 y 0. Para la semana modal 44 la direccién moda 6
— 182.4658°. La direccién 6 = 147.9452°y la direccién 0 = 146.2999° estdn muy
cercanas y de hecho apuntan hacia la misma semana, la 39 (4* de septiembre), es
decir, alrededor de esta semana se acumulan las grandes frecuencias y, ademas, en
ella se alcanza la mitad de los casos reportados en total para este periodo.

‘ Periodo 2: mayo 2010 - abril 2011 ‘

Total 2071

Moda 153
0 182.4658°
0 147.9452°
0 146.2999°
R 0.6560833
by 0.03323178
3 0.1647683
as 0.1808922

Tabla 5.4: Total, moda y medidas de localizacién, de dispersién y de sesgo para periodo mayo
2010 - abril 2011.

Estadistico de | Semana de Mes
localizacién ubicacion
0 44 Octubre - Noviembre
6 39 Septiembre (4%)
0 39 Septiembre (4%)

Tabla 5.5: Tiempo al que se dirigen los estadisticos descriptivos circulares de localizacién, para
el periodo mayo 2010 - abril 2011.

La medida R = 0.6561 ofrece una sefial de una concentracién de los casos alrededor
de theta. Si dividimos el 2010 en cuatro partes se puede ver, por el diagrama de
rosa [5.112] que esta concentracién ocurre antes de la mitad del tercer cuarto hasta
después de la mitad del iltimo cuarto del 2010. Mas precisamente, se presenta de
la semana 30 (4* de julio) hasta la semana 47 (3% de noviembre) del 2010.

La circunferencia unitaria para este periodo se ha cortado aproximadamente a la
mitad del arco, que abarca de la semana 1 hasta la semana 17 del 2011 (recorriendo
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la circunferencia en sentido antihorario), el cual presenta las méas bajas frecuencias.
Es decir, se ha cortado en el punto con direccién 301° (5.2534 radianes). Con base
en este corte, se construye el histograma lineal de la Figura [5.12]

La medida b, = 0.0332 es cercana a cero, pero su contraparte estandarizada § =
0.1648 no lo es tanto. Por ende, no hay evidencia muestral contundente de un
comportamiento reflexivamente simétrico. Sin embargo, estas medidas evidencian
un ligero sesgo en sentido horario respecto de la direccién media (ver diagrama de

rosa de la Figura[5.112]).

El diagrama de rosa, junto con el histograma lineal de la Figura [5.12, muestran
que a partir de la semana 26 (transicién junio - julio) del 2010 empieza un aumento
rapido de los casos, y el tramo de altas frecuencias se mantiene hasta las semana
49 (1* de diciembre), después de la cual se registra un descenso abrupto de los
casos reportados en el mismo ano.

La medida a; = 0.1809 es senal de una picudez no extrema en la forma polar de
la distribucién de los datos (ver diagrama circular [5.112)), pero es menor que la
reportada un periodo antes.
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Figura 5.12: Histograma lineal de frecuencias de dengue, para el periodo mayo 2010 - abril 2011,
con punto de corte en la direccién 301° (5.2534 radianes). A los valores negativos del principio
hay que sumarles 360° para obtener valores en el rango de (0,360°).

Al aplicar la prueba de uniformidad de Rayleigh a estos datos, el valor del es-
tadistico de prueba es de 0.6561 y arroja un p-valor muy cercano a cero. Por otra
parte, para la prueba de simetria reflexiva de Pewsey, el valor del estadistico de
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prueba es de 2.8654 y el p-valor es de 0.0042. Con p-valores muy cercanos a cero,
las hipétesis nulas de uniformidad y de simetria reflexiva se rechazan para cual-
quier nivel de significancia « frecuentemente utilizado. Por lo anterior, se espera
que un modelo que considere sesgo ofrezca el mejor ajuste a los datos.

Modelacion circular

La Tabla muestra que el mejor modelo que se ajusta a los casos de dengue
para este periodo es el de una distribucién Inversa Batschelet Completa.

| Periodo 2: mayo 2010 - abril 2011 |

’ Mejor ajuste: Inversa Batschelet Completo ‘

Parametro Estimado
¢ 2.29223
K 2.088345
v -0.1938533
A -0.2857464

Tabla 5.6: Ajuste de un modelo Inversa Batschelet Completo, con base von Mises, para el
periodo mayo 2010 - abril 2011.

La Tabla |5.6| muestra los estimados de los parametros que controlan la distribucion
Inversa Batchelet, obtenidos via maxima verosimilitud. El valor de 7 = —0.1939
considera un sesgo en sentido horario. El valor A = —0.2857 considera una distri-
bucién con cima plana en su presentacion polar.

La direccion modal tedrica de la distribucion, estimada por el modelo a través de
la expresién £ —2v( mod 27), es de 2.6799 radianes, la cual apunta hacia la semana
40 del 2010, que es la primera semana de octubre.

La Figura [5.131| muestra el diagrama circular que incluye la representacion polar
de la distribucion, la direccién modal tedrica y la direcciéon media muestral; se
observa que la semana (la 40) en la que se hubiese esperado se presente la mayor
frecuencia de dengue, sucede después de la semana (la 39) alrededor de la cual se
concentran los mayores casos de dengue de este periodo. La Figura muestra
representacion lineal de la distribucién, en la cual se observa hay una mayor masa
de probabilidad antes de la direcciéon modal tedrica, en sentido horario.

De la Figura [5.14] en general, se observa que las graficas P-P y Q-Q presentan la
mayoria de sus puntos muy cercanos a la linea de referencia, lo cual es senal de un
ajuste razonable.
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Incidencia de dengue mayo 2010 — abril 2011
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Figura 5.13: Representaciones polar, a la izquierda, y lineal, a la derecha, de la distribucién
Inversa Batschelet Completa ajustada para el periodo mayo 2010 - abril 2011. El histograma
lineal comienza en la direccién cero.
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Figura 5.14: Gréficos probabilidad-probabilidad (PP plot), a la izquierda, y quantil-quantil
(QQ plot), a la derecha, de la distribucién Inversa Batschelet Completa ajustada para el periodo
mayo 2010 - abril 2011.

En la prueba de bondad de ajuste, basado en la de uniformidad de Rayleigh, el
valor del estadistico de prueba es de 0.0419 y el p-valor arrojado es de 0.0262. Se
concluye que para el comportamiento de los casos de dengue de este periodo es
razonable el ajuste de una distribucion Inversa Batschelet Completa, a un nivel de
significancia o < 0.02.

Interesante es decir que si se hubiese utilizado la base de datos corregida, los
resultados de la pasada prueba de bondad de ajuste arrojan un p-valor de aproxi-
madamente 0.2308, con lo cual se puede trabajar a cualquier nivel de significancia
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« frecuentemente utilizado. Al parecer, la prueba de bondad de ajuste basado en
la de Rayleigh es sensible a la posible ausencia de registro de casos de dengue en
la semana 37, que sucede justamente en un tramo de frecuencias semanales altas.



5.10. PERIODO 3: MAYO 2011 - ABRIL 2012 99

5.10. Periodo 3: Mayo 2011 - Abril 2012

Analisis descriptivo

La Figura y la Tabla resumen los graficos y estadisticos descriptivos cir-
culares para el periodo mayo 2011 - abril 2012. En este periodo se registraron en
total 7044 casos de dengue en el estado. La semana con mayor cantidad de casos
fue la semana 44 (transicion entre octubre y noviembre) del 2011.

El diagrama circular en la Figura[5.151]y la Tabla muestran hacia qué semanas
apuntan las direcciones 0, 6 y 0. Para la semana modal 44 la direccién moda es
0 = 182.4657. La direccién 6 = 196.274°y la direccién 6 = 197.7495° estdn muy
cercanas y de hecho apuntan hacia la misma semana, la 46 (2* de noviembre), es
decir, alrededor de esta semana se acumulan las grandes frecuencias y, ademas, en
ella se alcanza la mitad de los casos reportados en total para este periodo.
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DIAGRAMA CIRCULAR DIAGRAMA DE ROSA
MAYO 2011 - ABRIL 2012 MAYO 2011 - ABRIL 2012
Total = 7044
Moda = 686, 12 semana noviembre

---- Direccién moda = 182.4657534°

- - Direccién mediana = 196.274°

— Direccion media = 197.7495°

(1) (2)

Figura 5.15: Diagramas circular a la izquierda y de rosa a la derecha para el periodo mayo 2011
- abril 2012.
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’ Periodo 3: mayo 2011 - abril 2012 ‘

Total 7044
Moda 686
0 182.4657534°
7 196.274°
0 197.7495°
R 0.7310412
by -0.1158706
5 -0.8307007
Qs 0.3714658

Tabla 5.7: Total, moda y medidas de localizacién, de dispersion y de sesgo para periodo mayo
2011 - abril 2012.

Estadistico de | Semana de Mes
localizacién ubicacion
0 44 Octubre - Noviembre
6 46 Noviembre (2%)
0 46 Noviembre (2%)

Tabla 5.8: Tiempo al que se dirigen los estadisticos descriptivos circulares de localizacién, para
el periodo mayo 2011 - abril 2012.

La medida R = 0.731 ofrece una sefial de concentracién de los casos de dengue
alrededor de 6. Si dividimos el afio 2011 en cuatro partes, con ayuda del diagrama
de rosa de la Figura notaremos que esta concentracién ocurre practicamente
en el ultimo cuarto del 2011, de la semana 40 (1% de octubre) a la 51 (3% de
diciembre).

La circunferencia unitaria para este periodo se ha cortado aproximadamente a la
mitad del arco, que abarca de la semana 18 a la 33 (recorriendo la circunferencia
en sentido antihorario), que es el arco en el que se ha observado un tramo de
bajas frecuencias de casos de dengue. Més precisamente, se ha cortado en el punto
con direccién 55 °(0.9599311 radianes). Con base ha este corte, se construye el
histograma lineal de la Figura [5.16]

Las medidas by = —0.1159 y § = —0.8307 revelan un sesgo en sentido antiho-
rario, respecto de la direcciéon media, y el diagrama de rosa de la Figura [5.152
confirma esta situacion. Este diagrama, junto con el histograma lineal de la Figura
, muestran que a partir de la semana 37 (2% de septiembre) del 2011 empieza
un aumento rapido de los casos de dengue, que se prolonga hasta la semana 44
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(transicién entre octubre y noviembre), y luego de aqui, comienza un decrecimiento
lento de los casos que continda hacia la semana 11 (2% de marzo) del 2012.

La medida de curtosis as = 0.3715 es senal de una picudez no extrema en la forma
polar de la distribucion de los datos (ver diagrama circular [5.151]).
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Figura 5.16: Histograma lineal de frecuencias de dengue, para el periodo mayo 2011 - abril
2012, con punto de corte en la direccién 55° (0.9599311 radianes). A los valores arriba de 360°
del final, se les debe restar esta cantidad para obtener valores en el rango de (0°,360°).

Al aplicar la prueba de uniformidad de Rayleigh a estos datos, el valor del es-
tadistico de prueba es de 0.731 y arroja un p-valor muy cercano a cero. Por otra
parte, para la prueba de simetria reflexiva de Pewsey, el valor del estadistico de
prueba es de 20.5477 y el p-valor es de 8.069242¢-94. Con p-valores muy cercanos a
cero, las hipdtesis nulas de uniformidad y simetria reflexiva se rechazan a cualquier
nivel de significancia « frecuentemente utilizado. Por lo anterior, se espera que un
modelo que considere sesgo ofrezca el mejor ajuste a los datos.

Modelacion circular

La Tabla muestra que el mejor modelo que se ajusta a los casos de dengue
para este periodo, es el de una distribucién Inversa Batschelet Completa.
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’ Periodo 3: mayo 2011 - abril 2012 ‘

’ Mejor ajuste: Inversa Batschelet Completo ‘

Parametro Estimado
13 4.217897
K 2.218277
v 0.5074749
A 0.1031728

Tabla 5.9: Ajuste de un modelo Inverso Batschelet Completo, con base von Mises, para el
periodo mayo 2011 - abril 2012.

La Tabla 5.9 muestra los estimados de los parametros que controlan la distribucién
Inversa Batchelet obtenidos via maxima verosimilitud. El estimado 7 = 0.5075
considera un sesgo medio en sentido antihorario. El estimado A = 0.1032 considera
una distribucion con picudez no extrema en su presentacion polar.

La direccion modal tedrica de la distribuciéon, estimada por el modelo a través de
la expresién £ —2v( mod 27), es de 3.2029 radianes, la cual apunta hacia la semana
44 del 2011, la cual es la semana transicién de octubre a noviembre.
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Figura 5.17: Representaciones polar, a la izquierda, y lineal, a la derecha, de la distribucién
Inversa Batschelet Completa ajustada para el periodo mayo 2011 - abril 2012.

La Figura [5.171] muestra el diagrama circular que incluye la forma polar de la
distribucion, la direccién modal tedrica y la direcciéon media muestral; se observa
que la semana (la 44) en la que se hubiese esperado se presente la mayor frecuencia
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de dengue, sucede antes de la semana (la 46) alrededor de la cual se concentran los
mayores casos de dengue de este periodo. La Figural|b.172|muestra la representacion
lineal de la distribucién, en la cual se observa hay una mayor masa de probabilidad
después de la direccién modal tedrica, en sentido antihorario.
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Figura 5.18: Graficos probabilidad-probabilidad (PP plot), a la izquierda, y quantil-quantil
(QQ plot), a la derecha, de la distribucién Inversa Batschelet Completa ajustada para el periodo
mayo 2011 - abril 2012.

De la Figura |5.18| en general, se observa que las graficas P-P y Q-Q presentan la
mayoria de sus puntos muy cercanos a la linea de referencia, lo cual es senal de un
ajuste razonable.

En la prueba de bondad de ajuste, basado en la de uniformidad de Rayleigh, el
valor del estadistico de prueba es de 0.0116 y el p-valor arrojado es de 0.3871. Se
concluye que para el comportamiento de los casos de dengue de este periodo es
razonable el ajuste de una distribucién Inversa Batschelet Completa, a cualquier
nivel de significancia o frecuentemente utilizado.
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5.11. Periodo 4: Mayo 2012 - Abril 2013

Analisis descriptivo

La Figura [5.191] y la Tabla resumen los gréaficos y estadisticos descriptivos
circulares para el periodo mayo 2012 - abril 2013. En este periodo se registraron
en total 4833 casos de dengue en el estado. La semana con mayor cantidad de casos
fue la 37 (2 de septiembre) del 2012.

El diagrama circular en la Figura[5.191]y la Tabla[5.TT| muestran hacia qué semanas
apuntan las direcciones 0, 0 y 0. Para la semana modal 37 la direccion moda es
0 = 134.137°. La direccién 0 = 141. 0411°y la direccién § = 141.8827° estén muy
cercanas, y de hecho apuntan hacia la misma semana, la 38 (3% de septiembre), es
decir, alrededor de esta semana se acumulan las grandes frecuencias y, ademas, en
ella se alcanza la mitad de los casos reportados en total para este periodo.

DIAGRAMA CIRCULAR DIAGRAMA DE ROSA
MAYO 2012 - ABRIL 2013 MAYO 2012 - ABRIL 2013
Total = 4833
Moda = 357, 22 semana septiembre
- Direccion moda = 134.1369°
Direccién mediana = 141.8827°
— Direccion media = 141.0411°

(1) (2)

Figura 5.19: Diagramas circular a la izquierda y de rosa a la derecha para el periodo mayo 2012
- abril 2013.
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’ Periodo 4: mayo 2012 - abril 2013

Total 4833

Moda 357
0 134.137°
7 141.0411°
6 141.8827°
R 0.5999591
by 0.03493162
5 0.1380582
Qs 0.2044234

Tabla 5.10: Total, moda y medidas de localizacién, de dispersién y de sesgo para periodo mayo
2012 - abril 2013.

Estadistico de | Semana de Mes
localizacién ubicacion
0 37 Septiembre (2%)
6 38 Septiembre (3%)
6 38 Septiembre (3%)

Tabla 5.11: Tiempo al que se dirigen los estadisticos descriptivos circulares de localizacion, para
el periodo mayo 2012 - abril 2013.

La medida R = 0.5999 ofrece una sefial de una concentracién de los casos de
dengue alrededor de . Si dividimos el afio 2012 en cuatro partes, con ayuda del
diagrama de rosa de la Figura [5.192] observaremos que esta concentraciéon es no-
toria a principios del tercer cuarto hasta después de la mitad del ultimo cuarto del
2012; més precisamente, a partir de la semana 28 (2% de julio) hasta la 47 (3% de
noviembre).

La circunferencia unitaria para este periodo se ha cortado aproximadamente a la
mitad del arco, que abarca de la semana 1 hasta la semana 17 del 2013 (recorriendo
la circunferencia en sentido antihorario), el cual presenta las mas bajas frecuencias.
Es decir, se ha cortado en el punto con direccién 301° (5.2534 radianes). Con base
en este corte, se construye el histograma lineal de la Figura [5.20]

La medida b, = 0.0349 es cercana a cero, pero su contraparte estandarizada § =
0.1380 no lo es tanto. Por ende, no hay evidencia muestral contundente de un
comportamiento reflexivamente simétrico. Sin embargo, estas medidas evidencian
un ligero sesgo en sentido horario lejos de la direcciéon media (ver diagrama de rosa

de la Figura [5.192]).
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El diagrama de rosa, junto con el histograma lineal de la Figura [5.20, muestran
que a partir de la semana 27 (1 de julio) del 2012 empieza un franco aumento
de los casos, y el tramo de altas frecuencias se mantiene hasta las semana 47 (3%
de noviembre), después de la cual se registra un descenso abrupto de los casos
reportados en el mismo ano.

La medida ay; = 0.2044 senala una picudez no extrema en la forma polar de
la distribucién de los datos (ver diagrama circular [5.191)), pero es menor que la
reportada un periodo antes.
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Figura 5.20: Histograma lineal de frecuencias de dengue, para el periodo mayo 2012 - abril 2013,
con punto de corte en la direccién 301° (5.2534 radianes). A los valores negativos del principio
hay que sumarles 360° para obtener valores en el rango de (0,360°).

Al aplicar la prueba de uniformidad de Rayleigh a estos datos, el valor del es-
tadistico de prueba es de 0.6 y arroja un p-valor muy cercano a cero. Por otra
parte, para la prueba de simetria reflexiva de Pewsey, el valor del estadistico de
prueba es de 4.4471 y el p-valor es de 8.70234e-06. Con p-valores muy cercanos a
cero, las hipétesis nulas de uniformidad y simetria reflexiva se rechazan a cualquier
nivel de significancia « frecuentemente utilizado. Por lo anterior, se espera que un
modelo que considere sesgo ofrezca el mejor ajuste a los datos.
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Modelacion circular

La Tabla muestra que el mejor modelo que se ajusta a los casos de dengue
para este periodo, es el de una distribucién Inversa Batschelet considerando su
parametro de curtosis A = 0 y todos los demas distintos de cero. En la literatura
circular, a esta distribucion se le suele llamar “von Mises sesgada”.

’ Periodo 4: mayo 2012 - abril 2013 ‘

’ Mejor ajuste: von Mises Sesgado ‘

Parametro Estimado
£ 2.201661
K 1.522607
v -0.2036836
A 0

Tabla 5.12: Ajuste de un modelo Inverso Batschelet con A = 0, denominado “von Mises sesga-
do”, para el periodo mayo 2012 - abril 2013.

La Tabla muestra los estimados de los pardmetros que controlan la distri-
bucién Inversa Batchelet obtenidos via méaxima verosimilitud. El valor de 7 =
—0.2036 considera un sesgo en sentido horario. El valor A = 0 considera una dis-
tribucion de cima plana.

La direccion modal tedrica de la distribuciéon, estimada por el modelo a través de
la expresion € — 2v( mod 27), es de 2.6090, la cual apunta hacia la semana 39 del
2012, la cuarta semana de octubre.

La Figura muestra el diagrama circular que incluye la forma polar de la
distribucion, la direccién modal tedrica y la direcciéon media muestral; se observa
que la semana (la 39) en la que se hubiese esperado se presente la mayor frecuencia
de casos de dengue, sucede después de la semana (la 38) alrededor de la cual se
concentran las altas frecuencias de incidencia. La Figura muestra la repre-
sentaciéon lineal de la distribucion, en la cual se observa hay una mayor masa de
probabilidad antes de la direccién modal tedrica, en sentido horario.

De la Figura [5.22] en general, se observa que las graficas P-P y Q-Q presentan la
mayoria de sus puntos muy cercanos a la linea de referencia, lo cual es senal de un
ajuste razonable.

En la prueba de bondad de ajuste, basado en la de Rayleigh, el valor del estadisti-
co de prueba es de 0.0135 y el p-valor arrojado es de 0.4141. Se concluye que
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Figura 5.21: Representaciones polar, a la izquierda, y lineal, a la derecha, de la distribucién
Inversa Batschelet Completa ajustada para el periodo mayo 2010 - abril 2011. El histograma
lineal comienza en la direccién cero.
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Figura 5.22: Gréficos probabilidad-probabilidad (PP plot), a la izquierda, y quantil-quantil
(QQ plot), a la derecha, de la distribucién Inversa Batschelet Completa ajustada para el periodo
mayo 2012 - abril 2013.

para el comportamiento de los casos de dengue para este periodo es razonable el
ajuste de una distribucién von Mises sesgada, a cualquier nivel de significancia a
frecuentemente usado.
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5.12. Periodo 5: Mayo 2013 - Abril 2014

Analisis descriptivo

La Figura [5.23] y la Tabla resumen los graficos y estadisticos descriptivos
circulares para el periodo mayo 2013 - abril 2014. En este periodo se registraron
en total 2822 casos de dengue en el estado. La semana con mayor cantidad de casos
fue la semana 42 (3% de octubre) del 2013.

El diagrama circular en la Figura[5.231]y la Tabla[5. 14 muestran hacia qué semanas
apuntan las direcciones 6, 8 y 6. En este caso 8 = § = 168.6575°y

f = 167.4262°apuntan todas hacia la misma semana, la 42 (3“ de octubre), lo
cual significa que esta semana es en la que ocurre la mayor frecuencia de casos de
dengue; también, alrededor de ella se acumulan las mayores frecuencias, y ademas,
en ella se alcanza la mitad de los casos reportados en total para este periodo.
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- - Direccién mediana = 168.6575°
— Direccién media = 167.4262°
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Figura 5.23: Diagramas circular a la izquierda y de rosa a la derecha para el periodo mayo 2011
- abril 2012.
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’ Periodo 5: mayo 2013 - abril 2014 ‘

Total 2822

Moda 177
0 168.6575°
7 168.6575°
6 167.4262°
R 0.5105622
by 0.007603004
5 0.0222044
Qs 0.151142

Tabla 5.13: Total, moda y medidas de localizaciéon, de dispersién y de sesgo para periodo mayo
2013 - abril 2014.

Estadistico de | Semana de Mes
localizacién ubicacion
0 42 Octubre (3%)
6 42 Octubre (3%)
0 42 Octubre (3%)

Tabla 5.14: Tiempo al que se dirigen los estadisticos descriptivos circulares de localizacion, para
el periodo mayo 2013 - abril 2014.

La medida R = 0.511 indica que los datos exhiben un rasgo mas de dispersién
que de concentracién alrededor . Los datos estdn dispersos en un rango amplio
alrededor de ella. Si se observa el diagrama de rosa de la Figura [5.232] este rango
va desde tiempo antes de la mitad del tercer cuarto del 2013 hasta casi al final
del ultimo cuarto; més precisamente, abarca a partir de la semana 30 (4* de julio)
hasta la semana 51 (3% de diciembre) del 2013.

La circunferencia unitaria se ha cortado aproximadamente a la mitad del arco que
abarca de la semana 13 a la 20 (recorriendo la circunferencia en sentido antihora-
rio), que es el arco en el que se presenta un tramo de bajas frecuencias de casos de
dengue. Mas precisamente, se ha cortado en el punto con direccién 353° (6.161012
radianes). Con base en este corte se construye el histograma lineal de la Figura
.24

Las medidas b, = 0.0076 y § = 0.0222 ambas son cercanas a cero, lo cual es
un indicador de que seria razonable considerar en primera instancia un modelo
simétrico para la distribucién de los datos.
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La medida as; = 0.1511 indica que la distribucion de los datos tiene una picudez
no extrema (ver diagrama circular [5.231]), y menor a lo reportada en los periodos
anteriores.
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Figura 5.24: Histograma lineal de frecuencias de dengue, para el periodo mayo 2013 - abril
2014, con punto de corte en la direccién 353° (6.161012 radianes). A los valores negativos del
principio hay que sumarles 360° para obtener valores en el rango de (0, 360°).

Al aplicar la prueba de uniformidad de Rayleigh a estos datos, el valor del estadisti-
co de prueba es de 0.5106 y arroja un p-valor muy cercano a cero. Por otra parte,
para la prueba de simetria reflexiva de Pewsey, el valor del estadistico de prueba es
de 0.6385 y el p-valor es de 0.5232. De lo anterior, la hipotesis nula de uniformidad
es rechazada a cualquier nivel de significancia « frecuentemente utilizado, pues el
p-valor es cercano a cero; en contraste, no hay evidencia suficiente para rechazar
la hipotesis nula de simetria reflexiva alrededor de la direccién media, a cualquier
nivel de significancia « frecuentemente utilizado. Por esto tltimo, y por los valores
cercanos a cero de las medidas de sesgo, se espera que un modelo que considere
simetria reflexiva ofrezca el mejor ajuste a los datos.

Modelacion circular

La Tabla muestra que el mejor modelo que se ajusta a los casos de dengue
para este periodo es el de una distribuciéon von Mises, también llamada Normal
Circular, la cual considera simetria reflexiva. Esta Tabla también muestra bajo qué
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parametros esta distribucién puede ser considerada como un submodelo Inverso
Batschelet (¢ = pu, v = A = 0), o un submodelo Jones-Pewsey (1) = 0).

| Periodo 5: mayo 2013 - abril 2014 |

’ Mejor ajuste: von Mises ‘

Parametro Estimado
1 2.922138
K 1.19285

Tabla 5.15: Ajuste de un modelo von Mises para el periodo mayo 2013 - abril 2014.

La Tabla muestra los estimados de los parametros que controlan la distribu-
cion von Mises obtenidos via maxima verosimilitud. En este caso & = ATHR) y
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Figura 5.25: Representaciones polar, a la izquierda, y lineal, a la derecha, de la distribucién
von Mises ajustada para el periodo mayo 2013 - abril 2014.

La Figura muestra el diagrama circular que incluye la forma polar de la
distribucién y la direccién media. Bajo un modelo von Mises las direcciones modal,
mediana y media coinciden, de hecho, visto como un submodelo Inverso Batchelet
con v = A = 0, la direcciéon modal tedrica es £ — 2v = ¢ = pu. La Figura
muestra la representacion lineal de la distribucién, en la cual se observa hay un
equilibrio de las masas de probabilidad, antes y después de la direcciéon media.

La Figura [5.26| exhibe que las graficas P-P y Q-Q presentan la mayoria de sus
puntos cerca de la linea de referencia, los cual es un indicio de un ajuste razonable.
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Figura 5.26: Gréficos probabilidad-probabilidad (PP plot), a la izquierda, y quantil-quantil
(QQ plot), a la derecha, de la distribucién Inversa Batschelet Completa ajustada para el perfodo
mayo 2013 - abril 2014.

En la prueba de bondad de ajuste, basado en la de uniformidad de Rayleigh, el
valor del estadistico de prueba es de 0.0172 y el p-valor arrojado es de 0.4325. Se
concluye que para el comportamiento de los casos de dengue para este periodo el
ajuste de una distribucién von Mises es razonable a cualquier nivel de significancia
a frecuentemente utilizado.



5. ANALISIS Y MODELACION DE LA INCIDENCIA DE DENGUE
114 UTILIZANDO ESTADISTICA CIRCULAR

5.13. Periodo 6: Mayo 2014 - Abril 2015

Analisis descriptivo

La Figura 1| y la Tabla resumen los graficos y estadisticos descriptivos
circulares para el periodo mayo 2014 abril 2015. En este periodo se registraron
en total 830 casos de dengue en el estado. La semana con mayor cantidad de casos
fue la 28 (2% de julio) de 2014.

El diagrama circular en la Figura[5.271]y la Tabla[5.14 muestran hacia qué semanas
apuntan las direcciones 0, 6 y 6. Para la semana modal 28 la direccién moda es
6 = 72°. La direccién 6 = 147. 9452 °, muestra que es a finales de septiembre,
en la semana 39, donde se alcanza la mitad de los casos reportados en total para
este perfodo. La direccién @ = 142.0618°, muestra que las grandes frecuencias de
incidencia se dan alrededor de la semana 38 (3% de septiembre).

DIAGRAMA CIRCULAR DIAGRAMA DE ROSA
MAYO 2014 - ABRIL 2015 MAYO 2014 - ABRIL 2015
Total = 830
Moda = 42, 22 semana julio
- Direccién moda = 72°
Direccién mediana = 147.9452°
— Direccién media = 142.0618°

(1) (2)

Figura 5.27: Diagramas circular a la izquierda y de rosa a la derecha para el periodo mayo 2014
- abril 2015.
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’ Periodo 6: mayo 2014 - abril 2015

Total 830
Moda 42
0 72°
7 147.9452°
6 142.0618°
R 0.4327795
by 0.02071404
5 0.0484883
Qs 0.03968642

Tabla 5.16: Total, moda y medidas de localizaciéon, de dispersién y de sesgo para periodo mayo
2014 - abril 2015.

Estadistico de | Semana de Mes
localizacién ubicacion
0 28 Julio (2%)
6 39 Septiembre (4%)
0 38 Septiembre (3%)

Tabla 5.17: Tiempo al que se dirigen los estadisticos descriptivos circulares de localizacion, para
el periodo mayo 2014 - abril 2015.

La medida R = 0.4327 es sefial, ya no de concentracién, sino de una dispersién
de los casos de dengue en un amplio rango de tiempo. Segin el diagrama de ro-
sa de la Figura , este rango es notorio desde la semana 26 (transicién entre
junio y julio) hasta la semana 49 (1% de diciembre) del 2014, es decir, las frecuen-
cias de dengue se presentan de manera considerable, casi de manera uniforme, en
practicamente la segunda mitad del 2014.

La circunferencia unitaria se ha cortado aproximadamente a la mitad del arco, que
abarca de la semana 2 hasta la semana 21 (recorriendo la circunferencia en sentido
antihorario); notar que la semana 2 a la 18 pertenecen al ano 2015, y la semana
18 a la 21 son del 2014. Este arco presenta las mas bajas frecuencias. Es decir, se
ha cortado en el punto con direccién 318°(5.550147 radianes). Con este corte, se
construye el histograma lineal de la Figura [5.28

Las medidas b, = 0.0207 y s = 0.0485 son cercanas a cero y esto es un indicador
de que seria razonable considerar en primera instancia un modelo simétrico para
la distribucién de los datos.
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El histograma lineal de la Figura [5.28, muestra que las frecuencias se empiezan
a elevar a partir de la semana 26 (transicién entre junio y julio). A partir de
aqui empieza un tramo de frecuencias que alternan en cantidad entre elevadas
y no tan elevadas. Este comportamiento, aparentemente se termina después de la
semana 49 (1* de diciembre). A partir de aqui, las frecuencias comienzan un franco
decrecimiento.

La medida a; = 0.0407 es una cantidad que seniala un aparente acercamiento a un
comportamiento uniforme en los datos para este periodo.

12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 2 4 6 8 10

Semanas

40

Frecuencia
20
|

10
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-42 -12 8 28 48 68 88 118 148 178 208 238 268 298
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Figura 5.28: Histograma lineal de frecuencias de dengue, para el periodo mayo 2014 - abril
2015, con punto de corte en la direccién 318° (5.550147 radianes). A los valores negativos del
principio hay que sumarles 360° para obtener valores en el rango de (0, 360°).

Al aplicar la prueba de uniformidad de Rayleigh a estos datos, el valor del estadisti-
co de prueba es de 0.4328 y arroja un p-valor muy cercano a cero. Por otra parte,
para la prueba de simetria reflexiva de Pewsey, el valor del estadistico de prueba es
de 0.8948 y el p-valor es de 0.3709. De lo anterior, la hipétesis nula de uniformidad
es rechazada a cualquier nivel de significancia o frecuentemente utilizado, pues el
p-valor es cercano a cero; en contraste, no hay evidencia suficiente para rechazar
la hipétesis nula de simetria reflexiva alrededor de la direccion media, a cualquier
nivel de significancia « frecuentemente utilizado. Por esto tltimo, y por los valores
cercanos a cero de las medidas de sesgo, se espera que un modelo que considere
simetria reflexiva ofrezca el mejor ajuste a los datos.
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Modelacion circular

La Tabla muestra que el mejor modelo que se ajusta a los caso de dengue
para este periodo es el de una distribucién Inversa Batschelet, considerando su
parametro de sesgo v = 0 y todos los demas distintos de cero, denominada la
distribucion “Inversa Batschelet Simétrica”.

’ Periodo 6: mayo 2014 - abril 2015 ‘

’ Mejor ajuste: Inversa Batschelet Simétrica ‘

Parametro Estimado
£ 2.462044
K 1.029367
v 0
A -0.2890412

Tabla 5.18: Ajuste de un modelo Inverso Batschelet con v = 0, denominado “Inverso Batschelet
Simétrico”, para el periodo mayo 2014 - abril 2015.

La Tabla [5.18] muestra los estimados de los pardmetros que controlan la distri-
bucién Inversa Batchelet, obtenidos via méxima verosimilitud. El valor de 7 = 0
considera simetria reflexiva alrededor de la direccién media. El valor A = —0.2890
considera una distribucién de cima plana en su presentacién polar.

Cuando v = 0 (no se considera sesgo), una distribucién Inversa Batschelet tiene
como direccién media tedrica {(mod 27), que coincidird con la direcciéon modal y
la direccion mediana poblacionales. La Figura muestra el diagrama circular
que incluye la direccién media tedrica estimada y la direcciéon media muestral.
Ambas son muy cercanas entre si. De hecho, se podria decir que la direccién media
estimada via maxima verosimilitud es una correccion minima de la direccién media
muestral.

Las Figuras y exhiben la representacién lineal de la distribucién para
este periodo, pero considerando diferentes punto de corte en (0,27], en 0 en el
caso de la primera y 5.5501 radianes en la segunda. La Figura [5.293| exhibe el
comportamiento reflexivamente simétrico modelado para los datos, y por ende
se observa hay un equilibrio de las masas de probabilidad antes y después de la
direccion media.
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DIAGRAMA CIRCULAR
MAYO 2014 - ABRIL 2015
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Figura 5.29: Representaciones polar (izquierda), lineal con inicio en la direccién cero (derecha),
y lineal con inicio en la direccién 318° (abajo), de la distribucién Inversa Batschelet Simétrica

ajustada para el periodo mayo 2014 - abril 2015.
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Figura 5.30: Gréficos probabilidad-probabilidad (PP plot), a la izquierda, y cuantil-cuantil (QQ
plot), a la derecha, de la distribucién Inversa Batschelet Simétrica ajustada para el perfodo mayo

2014 - abril 2015.
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La Figura [5.30] exhibe que las graficas P-P y Q-Q presentan la mayoria de sus
puntos muy cerca de la linea de referencia, lo cual es una senal de un ajuste
razonable.

En la prueba de bondad de ajuste, basado en la de uniformidad de Rayleigh, el
valor del estadistico de prueba es de 0.0236 y el p-valor arrojado es de 0.629. Se
concluye que para el comportamiento de los casos de dengue de este periodo el
ajuste de una distribuciéon Inversa Batschelet Simétrica es razonable, a cualquier
nivel de significancia « frecuentemente utilizado.
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6

Comparacion entre los periodos
de estudio

A continuaciéon mostraremos las similitudes y diferencias encontradas entre los 6
periodos de estudio mayo - abril anuales. Hay que tener en cuenta que cuando se
hable de “periodos impares” se estara haciendo referencia a los periodos de estudio
mayo - abril anuales con rango 2009 - 2010, 2011 - 2012 y 2013 - 2014, que son
precisamente los periodos que tienen como primer ano de estudio uno impar, y que
tienen nimero impar en el orden que se les ha asignado para estudiarlos en este
trabajo; estos son 1, 3 y 5. Andlogamente, cuando se hable de “periodos pares” se
hard referencia a los periodos mayo - abril anuales con rango 2010 - 2011, 2012 -
2013 y 2014 - 2015, que tienen como primer ano de estudio uno par, o sea, los que
aparecen en el orden de 2, 4 y 6.

6.1. Comparacién entre graficos circulares

Las Figuras [B.1], [B.2] y [B.3| del apéndice [B| ofrecen una comparacion visual entre
los periodos de estudio a través de los diagramas circulares, los diagramas de rosa,
y los histogramas lineales, respectivamente. En cada uno de estos conjuntos de
figuras, los graficos de la izquierda pertenecen a los periodos impares 1, 3 y 5 en
orden de arriba abajo. Los graficos de la derecha pertenecen a los periodos pares
2,4y 6 en orden de arriba abajo.

La Figura |B.1| muestra los diagramas circules de los 6 periodos de estudio, y en
ellos se incluyen las direcciones media, mediana y modal muestrales.

La direccién modal muestral se refiere al representante angular de la semana con
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mayor frecuencia de casos de dengue en un periodo en particular. La Figura [6.1
muestra las modas muestrales obtenidas en los seis periodos de estudio; en con-
junto los valores de la direccion modal muestran un comportamiento irregular.
Sin emmbargo, en la Figura puede observarse que los valores de la moda para los
periodos impares son cercanos entre si y de hecho, apuntan hacia las semanas 40,
44 y 42, respectivamente; para los periodos pares se exhibe un comportamiento
descendente a partir del periodo 2 y los valores respectivos apuntan a las semanas
44, 37 y 28.
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Figura 6.1: Valores de la direccién modal muestral obtenidos durante los 6 periodos de estudio
mayo - abril anuales.

En cuanto a las direcciones media y mediana se puede decir que, en general, sus res-
pectivos valores se encuentran muy cerca uno del otro en un periodo en particular,
asi que los comentarios se reduciran a la direccion media muestral.

En los periodos impares se puede ver que las direcciones medias varian, pero todas
estan relativamente cerca de 180°; éstas hacen referencia a las semanas 44, 46 y
42, en orden de arriba abajo. Para los periodos pares, las direcciones medias estan
relativamente lejos de 180°, sin embargo, tienen valores muy similares entre ellas;
éstas hacen referencia a las semanas 39, 38 y 38 (de nuevo) en orden de arriba
abajo.

La Figura muestra los diagramas de rosa. Para los periodos impares 1 y 3 se
exhibe, en general, una concentracién que se hace notoria después de la direccién
de 90°, de hecho, se podria decir que cerca de la mitad del arco de 90°a 180°; esta
concentracion deja de ser notoria poco antes de terminar el primer ano de estudio
(antes de la semana 52). Ambos diagramas de rosa exhiben un sesgo en sentido
antihorario.

Para los periodos pares 2 y 4, se exhibe una concentracién que se hace notoria
antes de las direccion de 90°, y que deja de serlo antes de terminar el primer ano
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de estudio, pero que lo hace mucho antes en comparacion con los periodos impares
pasados. Ambos diagramas de rosa exhiben un pequeno sesgo en sentido horario.

Para los ultimos dos periodos no se exhibe una clara concentracion, mas bien se
percibe cierto grado de dispersion de los casos de dengue.

La Figura muestra los histogramas lineales construidos a partir de un punto
de corte ideal en los diagramas circulares. En estos histogramas, ir de izquierda a
derecha equivale a recorrer la circunferencia unitaria en sentido antihorario.

Para los periodos impares 1 y 3, se exhibe una estructura similar de la distribucién
de los casos de dengue. De manera general, se puede decir que después de un tramo
corto de bajas frecuencias, éstas comienzan a crecer rapidamente hasta alcanzar
su punto maximo, para luego comenzar a decrecer de manera lenta. El sesgo anti-
horario es evidente. Ambos histogramas no comienzan en el mismo punto de corte,
de hecho, si uno observa los diagramas circulares y a detalle, pareciera
que para poder ver de manera visual las similitudes de ambas distribuciones hay
que aplicar una rotacién a alguna de ellas con respecto a la otra.

Para los periodos pares 2 y 4, también se exhibe cierta estructura similar en la
distribucién de los casos de incidencia, de hecho ambos histogramas comienzan
en el mismo punto de corte. En general, se tiene que después de un tramo de
frecuencias bajas éstas comienzan un franco crecimiento y, después de alcanzar un
punto maximo, comienza un tramo corto en que se mantienen frecuencias altas,
para luego tener una caida abrupta de los casos de dengue.

Cuando se esperaba tener una estructura similar a la vista en los periodos 1 y 3,
en el periodo 6 se tiene un histograma que logra reflejar una simetria reflexiva.
Este histograma consiste en que, desde el inicio, se exhibe un franco crecimiento
de las frecuencias que, después de alcanzar un punto maximo, comienzan ahora un
franco decrecimiento.

También, cuando se esperaba tener una estructura similar a la vista en los periodos
2y 4, en el periodo 6 se tiene un histograma que logra reflejar cierto tipo de simetria
reflexiva. Este histograma consiste en que después de un tramo corto de frecuencias
relativamente bajas, comienza un tramo de frecuencias mas altas que entre ellas
exhiben un comportamiento alternado, y que se logran mantener hasta dar paso a
otro tramo corto de frecuencias relativamente bajas.
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6.2. Comparacion muestral
Estadisticos descriptivos circulares

Periodo 9 R by G

(1) Mayo 2009 - (3.1396,3.1406) (0.6351,0.6670)  (-0.134,-0.0968)  (0.2999,0.3467)
Abril 2010 3.1401 0.6510 -0.1154 0.3233

(2) Mayo 2010 - (2.5527,2.5541) (0.6387,0.6732) (0.0106,0.056) (0.1529,0.2081)
Abril 2011 2.5534 0.6559 0.0333 0.1805

(3) Mayo 2011 - (3.4511,3.4517) (0.7219,0.7401)  (-0.1266,-0.1052)  (0.3559,0.3869)
Abril 2012 3.4514 0.7310 -0.1159 0.3714

(4) Mayo 2012 - (2.4758,2.4768) (0.5860,0.6138) (0.0196,0.0503) (0.1852,0.2235)
Abril 2013 2.4763 0.5999 0.0349 0.2043

(5) Mayo 2013 - (2.9213,2.9230) (0.4897,0.5311) (-0.0157,0.031) (0.1262,0.1758)
Abril 2014 2.9221 0.5104 0.0076 0.151

(6) Mayo 2014 - (2.4775,2.4813) (0.3929,0.4713)  (-0.0244 0.0662)  (-0.0086,0.0855)
Abril 2015 2.4794 0.4321 0.0209 0.0384

Tabla 6.1: Intervalos del 95 % de confianza para los estadisticos descriptivos circulares 6, R, b, y
as para cada periodo de estudio. Abajo de cada intervalo, esté el estimado puntual del respectivo
estadistico.

La Tablamuestra los estimados de los estadisticos descriptivos circulares 8, R, b,
y @y con su respectivos intervalos de confianza del 95 %. Estos intervalos se han
obtenido usando los resultados debido a[Pewsey| (2004)), vistos en la Seccién [1.3.2]
Estos resultados también ofrecen una correccion insesgada a los estimados de los
estadisticos circulares convencionales, sin embargo, la diferencia entre los estimados
originales y sus correciones es practicamente cero, por lo que se han tomado los
valores originales de estos estadisticos descriptivos.

Notar que en el caso 0, los resultados de [Pewsey| (2004) ofrecen intervalos de
confianza de poca amplitud, esto indica que el error estandar es pequerio y, por lo
tanto, el rango de posibles valores para 6 es pequeno.

6.2.1. Sobre la direccién media muestral 6

La Tabla muestra que, en general, la direccion mediana muestral resulta ser
muy cercana a la direccién media muestral, por lo tanto, reducimos nuestro analisis
solo acerca de la direcciéon media muestral.
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Descriptivos circulares de localizacién
Periodo Direccién media muestral 6 Direccién mediana muestral
Estimado Semana Mes Estimado Semana Mes
1 3.1401 44 Octubre-Noviembre 3.0641 43 Octubre (4%)
2 2.5534 39 Septiembre (4%) 2.5821 39 Septiembre (4%)
3 3.4514 46 Noviembre (2%) 3.4256 46 Noviembre (2%)
4 2.4763 38 Septiembre (3%) 2.4616 38 Septiembre (3%)
5 2.9221 42 Octubre (3%) 2.9436 42 Octubre (3%)
6 2.4794 38 Septiembre (3%) 2.5821 39 Septiembre (4%)

Tabla 6.2: Semanas a las que apuntan las direcciones media y mediana muestrales y su ubicacion
en los meses de un afio normal. Los meses mencionados corresponden al primer ano de estudio.

Sobre los valores de @ estimados para cada perfodo de estudio considerado, la Tabla
muestra que éstos se mueven globalmente en un rango de aproximadamente
(2.4, 3.5) radianes, el cual incluye representantes de dias pertenecientes a las se-
manas 38, 39, 42, 44 y 46, las cuales caen entre los meses de septiembre (mitad) y
noviembre (mitad).
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Figura 6.2: Valores estimados para la direccién media muestral 6 obtenidos durante los 6
periodos de estudio mayo - abril anuales.

Ademas, la Figura|6.2l muestra una grafica en la que se exhibe un comportamiento
alternado entre los valores de #. Se muestra que los estimados para los perfodos
impares son relativamente mas grandes que los correspondientes a los periodos
pares. Se alterna entre un valor para un periodo impar y otro relativamente mas
chico para un periodo par.

Si en esta misma grafica observamos de manera independiente los estimados de
6 para los perfodos pares, notaremos que éstos parecieran tener un valor similar,
estdn muy cerca de 2.5 radianes, de hecho pueden ser incluidos en un rango de
aproximadamente (2.4, 2.6) radianes, que incluyen representantes de dias pertene-
cientes a las semanas 38 y 39, las cuales se ubican en la segunda parte del mes de
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septiembre.

En contraste, los estimados de # para los periodos impares se aprecia cierta va-
riacion entre ellos. Estos valores estan arriba de 3 radianes, de hecho, pueden ser
incluidos en un rango de aproximadamente (2.9, 3.5) radianes, que incluyen repre-
sentantes de dias pertenecientes a las semanas 42, 44 y 46, las cuales se ubican en
el rango después de la mitad del mes de octubre hasta después de la mitad del mes
de noviembre.

6.2.2. Sobre la longitud media resultante muestral R

Periodo| Estimado | Semanas | Rango de | Meses que abarca
semanas
1 0.6511 36 - 51 16 Septiembre (1%) - Diciembre (3%)
2 0.6560 30 - 47 18 Julio (4%) - Noviembre (3%)
3 0.731 40 - 51 12 Octubre (1%) - Diciembre (3%)
4 0.5999 28 - 47 20 Julio (2) - Noviembre (3%)
5 0.511 30 - 51 22 Julio (4%) - Diciembre (3%)
6 0.4327 26 - 49 24 Transicién Junio-Julio - Diciembre (1%)

Tabla 6.3: Rango de la concentraciéon de los casos de dengue en casa periodo de estudio. Los
meses mencionados corresponden al primer ano de estudio.

La Tabla ofrece los estimados para R y el rango de concentracién en el tiempo.
De manera global, entre 2009 y 2014, se podria decir que las altas frecuencias de
casos de dengue ocurren en un rango de entre principios de julio (semana 26) hasta
la tercera semana de diciembre (la 51).

Aunque la semana inicial en la que se hace notoria la concentracion difiere entre los
periodos de estudio, llama la atencion que las semanas finales son similares entre los
periodos pares e impares. Para los perfodos impares, la concentracion deja de ser
notoria después de la tercera semana de diciembre (semana 51). Para los periodos
pares, la concentracién deja de ser notoria después de la semana 47 o 49, que son
la tercera semana de noviembre y la primera de diciembre, respectivamente; sin
embargo, la semana final 49 pertenece al ultimo periodo de estudio, en la que ya
no hay concentracion sino una considerable dispersion de los casos de dengue en
el rango respectivo.

Por otra parte, la Figura[6.3]muestra los estimados junto con su respectivo intervalo
de confianza del 95%. Notar que la longitud de los intervalos en los periodos
1 v 2 ofrecen una inferencia similar, de hecho los estimados para esos periodos
son similares y hacen referencia a un concentracién considerable de los casos de
dengue alrededor de la direccién media. Sin embargo, en el periodo 3 hay un salto
hacia un estimado relativamente mas grande que los dos pasados, lo que indica
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una concentraciéon alta. Después del periodo 3, se observa un decrecimiento en los
valores estimados, lo que indica que los casos de dengue se concentran menos, o
bien, que se van dispersando cada vez mas alrededor de la direcciéon media. De
hecho, los dos ultimos intervalos son cada vez mas amplios; en el intervalo del
estimado del periodo 5, ya se consideran valores de dispersién (abajo de 0.5) para
los estimados de R, mientras que en intervalo para el periodo 6, son todos valores
referentes a una dispersién baja en los casos de dengue (ver Tabla .
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Figura 6.3: Valores estimados para longitud media muestral R obtenidos durante los 6 perfodos
de estudio mayo - abril anuales.

6.2.3. Sobre la medida de sesgo by
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Figura 6.4: Valores estimados para la medida de sesgo by obtenidos durante los 6 perfodos de
estudio mayo - abril anuales.

La Figura contiene la gréfica de los valores estimados para la medida de sesgo bo,
cada uno junto con su respecto intervalo del 95 % de confianza. Se puede observar
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un comportamiento alternado que es mas marcado entre los periodos 1 a 4. Se
podria decir que los estimados de b, para los periodos impares son relativamente
mas chicos que los correspondientes a los periodos pares.

Los estimados de la medida de sesgo para los periodos 1 y 3 son relativamente
grandes y negativos e indican un sesgo antihorario; estan relativamente alejados de
cero y sus intervalos de confianza nos indican que son significativamente distintos
de cero. Ademds, estos dos estimados son muy similares entre si(ver Tabla[6.1).Sin
embargo, cuando para el periodo 5 se esperaba un valor similar a los obtenidos
en 1y 4, se da un salto muy considerable entre estos valores y el tltimo, el cual
ahora tiene signo positivo, aunque es relativamente cercano a cero y su intervalo
de confianza, ademas de considerar valores positivos, sigue considerando valores
negativos.

En contraste, los estimados para los periodos pares 2 y 4 son positivos y relati-
vamente cercanos a cero, aunque sus intervalos de confianza nos indican que son
significativamente distintos de él; estos valores son similares entre si(ver Tablal|6.1]).
Para el periodo 6 se tiene un estimado acorde a lo que se esperaria segtin lo ob-
servado en los periodos pares anteriores; este valor estd mas cerca de cero y por si
mismo puede ser incluido en un amplio intervalo de confianza que ahora considera
tanto valores positivos como negativos.

Los intervalos de confianza de los estimados para los periodos 5 y 6 no sélo incluyen
valores positivos y negativos, sino que también al cero, lo cual es un indicador
de que la distribucién subyacente de los casos de dengue, de ambos periodos, es
cercana a una distribucién que considere simetria reflexiva alrededor de la direccién
media.

Periodo p-valor
1 9.02586e-33
0.004164311
8.069242¢-94
8.70234e-06
0.5231729
0.3708811

OO = W N

Tabla 6.4: P-valor de la prueba de simetria reflexiva para muestras grandes de Pewsey aplicada
a cada periodo de estudio.

La Tabla exhibe los p-valores de la prueba de simetria reflexiva de Pewsey,
para muestras grandes, aplicada a cada periodo de estudio. La hipdtesis nula de
simetria reflexiva alrededor de la direccion media es rechazada en los periodos del
1 al 4 a cualquier nivel de significancia a frecuentemente usado. En contraste, no
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hay evidencia suficiente para rechazar la pasada hipdtesis nula en los periodos 5 y
6 a cualquier nivel de significancia a razonable.

6.2.4. Sobre la medida de curtosis as
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Figura 6.5: Valores estimados para la medida de curtosis a, obtenidos durante los 6 periodos
de estudio mayo - abril anuales.

La Figura muestra los valores estimados para as graficados juntos con sus
respectivos intervalos de confianza del 95 %. De manera global se podria decir que
estos estimados consideran una distribucién con picudez no extrema (los valores
cercanos a 1 corresponden a una méxima picudez), pues sus valores se dan en
el rango de aproximadamente (0.038,0.38), inclusive el valor cercano a cero de
algunos de ellos exhibe una caracteristica de uniformidad.

Hay un evidente comportamiento alternado entre los estimados de los periodos del
1 al 4; los estimados para los periodos impares son relativamente més grandes que
los periodos pares. Sin embargo, después del periodo 4 se exhibe un comporta-
miento decreciente. De hecho, para el iltimo periodo el estimado se incluye en un
amplio intervalo que ya considera al cero casi al extremo, el cual es un indicador
de un comportamiento cercano a la uniformidad.

Sin embargo, la prueba de simetria uniformidad de Rayleigh, para una alternativa
unimodal, es rechazada cuando se aplica a todos los periodos, arrojando p valores
muy cercanos a cero.
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6.3. Comparacion entre los modelos ajustados

Los cuatro primeros periodos consideran un grado de sesgo a contemplar al ajustar
a los datos un modelo circular de probabilidad; en los periodos 1 y 3 se tiene que
considerar un sesgo antihorario, mientras que en los periodos 2 y 4 un sesgo horario.

La familia de distribuciones flexibles Inversa Batschelet ofrece modelos que toman
en cuenta no sélo la localizacién y la concentracién, sino también el sesgo y la
curtosis. Cuando los cuatro parametros que controlan estas caracteristicas en la
distribucion Inversa Batschelet son todos distintos de cero, entonces se dice que
es un modelo completo de esta familia de distribuciones. A manera de evaluar
la flexibilidad de estas distribuciones se ha ajustado un modelo completo a cada
conjunto de datos de cada periodo de estudio.

Parametros
Periodo & K v A
(1) Mayo 2009 - (3.0067,3.2765) (1.5655,1.7008) (-0.0108,0.1475) (0.2598,0.3864)
Abril 2010 3.1416 1.6332 0.0683 0.3231
(2) Mayo 2010 - (2.1168,2.4677) (1.9333,2.2434) (-0.3305, -0.0572) (-0.3601,-0.2113)
Abril 2011 2.2922 2.0883 -0.1939 -0.2857
(3) Mayo 2011 - (-2.1311,-1.9995)  (2.1431,2.2934)  (0.4659,0.5491) (0.0616,0.1447)
Abril 2012 -2.0653 2.2183 0.5075 0.1032
(4) Mayo 2012 - (2.0860,2.3133) (1.4757,1.6044) (-0.2872,-0.1237) (-0.0952,0.0200)
Abril 2013 2.1997 1.5400 -0.2055 -0.0376
(5) Mayo 2013 - (2.7211,3.0103) (1.1160,1.2525) (-0.1485,0.0590) (-0.0596,0.1466)
Abril 2014 2.8657 1.1842 -0.0447 0.0435
(6) Mayo 2014 - (1.9205,2.7275) (0.8964,1.1577) (-0.4936,0.2349) (-0.4596,-0.0902)
Abril 2015 2.3240 1.0270 -0.1293 -0.2749

Tabla 6.5: Intervalos del 95% de confianza para los parametros &, x,v y A del modelo Inversa
Batschelet Completo (base von Mises) que se ajusta para cada periodo de estudio. Abajo de cada
intervalo estd el estimado puntual del respectivo parametro.

La Tabla[6.5| contiene los estimados de los parametros €, k, v y A para cada periodo
de estudio. Como ya se ha dicho, cada modelo es completo. Aprovechando que estos
parametros son estimados via maxima verosimilitud, sus respectivos intervalos de
confianza son obtenidos utilizando teoria asintotica normal.

La Figura muestra las graficas de comparacién de los estimados calculados
de un parametro en particular. Para el parametro de localizacién &, la grafica en
la Figura [6.61] exhibe un comportamiento parecido al de su contraparte muestral
6 en la Figura . El rango de valores para & no es el mismo que el de 6, de
hecho el primero es un poco mas amplio. Basicamente, se tiene un comportamiento
alternado donde los estimados para los periodos impares son relativamente méas
grandes que los de los periodos pares. Los estimados para los periodos pares tienen
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Figura 6.6: Comparacién de los valores obtenidos en los 6 periodos de estudio cuando a cada
uno se le ajusta un modelo Inversa Batschelet Completo: (a) para el pardmetro de localizacién
&, (b) para el pardmetro de concentracién k, (c) para el pardmetro de sesgo v, (d) para el
parametro de curtosis A.

valores cercanos entre si. En esta ocasidn, si se tienen intervalos de confianza para
cada valor, y en el caso par, los valores obtenidos pueden ser todos ubicados en el
primer intervalo de confianza par.

Para el parametro de concentracion s, la grafica en la Figura tiene un compor-
tamiento decreciente al final, similar a lo que sucede con su contraparte muestral
R en la Figura . Tienen diferentes rangos de valores.

Para el parametro de sesgo v, la Figura|6.63| muestra una grafica que se asemeja a
la de £ y que refleja un comportamiento alternado. Ahora, si consideramos —v en
la Figura[6.7], éste exhibe un comportamiento similar al visto para su contraparte
muestral by en la Figura . Sélo que en el caso de —v, para el periodo de estudio
1 se tiene un estimado que esta relativamente cerca del cero y su intervalo de con-
fianza lo incluye, dejando la posibilidad de que este valor pueda considerarse como
estadisticamente cero. También, los tltimos dos intervalos de confianza incluyen al
cero y los estimados de los periodos 5 y 6 estan relativamente cerca de él, lo cual,
como ya se dijo, es un indicador de que pondrian tomarse como estadisticamente
cero para considerar una distribucion cercana a una reflexivamente simétrica.
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Figura 6.7: Comparacion de los valores para —v obtenidos en los 6 periodos de estudio cuando
a cada uno se le ajusta un modelo Inversa Batschelet Completo.

Para el pardmetro de curtosis A, la Figura muestra una grafica un tanto
diferente a la de su contraparte muestral as. Aqui, la grafica de A exhibe un com-
portamiento alternado. Los estimados para los periodos impares son positivos y, de
acuerdo con los valores observados, esto indica que la forma polar de una distribu-
cion particular puede tomar valores no extremos de picudez; de hecho, el intervalo
de confianza del estimado del periodo 5 incluye al cero, lo cual es un indicador de
poder considerarlo estadisticamente igual a él. En contraste, los estimados para los
periodos pares son negativos, lo que indica que la forma polar de una distribucién
particular considera valores que indican una cima plana (sin pico evidente); de
hecho, el intervalo de confianza del estimado del periodo 4 incluye al cero, lo cual
es un indicador de poder considerarlo estadisticamente igual a él.

Los modelos Inversa Batschelet Completos no siempre ofrecen los mejores ajus-
tes segin los numeros-criterio AIC y BIC de la Tabla del Apéndice [A] De
hecho, como hemos visto, algunos de los estimados nos “invitan” a considerarlos
estadisticamente cero; aunque, por ejemplo, en el caso del ajuste para el periodo
1, no considerar estadisticamente cero el parametro de sesgo v ofrece un mejor
ajuste. Sin embargo, considerar A estadisticamente cero en el periodo 4, A y v en
el periodo 5, y v en el periodo 6, ofrece un mejor ajuste que el modelo completo

(ver Tabla [A.3]).

La Tabla [6.6] ofrece los nuevos estimados del modelo Inversa Batchelet al tomar en
cuenta las consideraciones antes mencionadas. Los primeros tres periodos conside-
ran un modelo Inversa Batschelet Completo, el periodo 4 considera un submodelo
“von Mises Sesgado”, el periodo 5 considera un submodelo von Mises, y el periodo
6 considera un submodelo Batschelet Simétrico.

La Tabla muestra los p-valores de la prueba de bondad de ajuste, basado en la
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Parametros

Periodo 13 K v A

(1) Mayo 2009 - Abril 2010 3.1416 1.6332 0.0683 0.3231
(2) Mayo 2010 - Abril 2011 2.2922 2.0883 -0.1939 -0.2857
(3) Mayo 2011 - Abril 2012 4.2179 2.2183 0.5075 0.1032
(4) Mayo 2012 - Abril 2013 2.2017 1.5226 -0.2037 0

(5) Mayo 2013 - Abril 2014 2.9221 1.1929 0 0

(6) Mayo 2014 - Abril 2015 2.4620 1.0293 0 -0.2890

Tabla 6.6: Estimados de maxima verosimilitud de los pardmetros &, k,v y A del modelo Inversa
Batschelet (base von Mises). Estos pardmetros han dado el mejor ajuste para cada periodo de
estudio.

de uniformidad de Rayleigh, aplicada a cada ajuste en su periodo correspondiente.
Todas los p-valores no son significativos, lo que indica que es razonable el ajuste
hecho en cada periodo. En el caso del periodo 2, una correccion en la base de datos
permite tener un p-valor mas grande (ver Seccién .

Periodo Ajuste p-valor
1 Inversa Batschelet Completa | 0.5825
2 Inversa Batschelet Completa | 0.0262
3 Inversa Batschelet Completa | 0.3871
4 Inversa Batschelet A = 0 0.4141
5 Inversa Batschelet A =v =0 | 0.4325
6 Inversa Batschelet v = 0 0.629

Tabla 6.7: P-valor de la prueba de bondad de ajuste, basada en la de uniformidad de Rayleigh
para muestras unimodales, aplicada a cada periodo de estudio.

Un modelo Inversa Batschelet permite saber cudl serd la direcciéon modal tedrica
a través de la expresion £ — 2v(mod 27). La Tabla muestra las direcciones
modales tedricas estimadas para cada periodo de estudio y la Figura muestra
estos valores graficados. De manera global, los estimados se pueden ubicar en un
intervalo de aproximadamente (2.46, 3.21) radianes, el cual incluye representantes
de dias pertenecientes a las semanas 38 a la 44. Esta grafica exhibe un claro
comportamiento alternado. Las direcciones modales estimadas para los periodos
impares son relativamente mas grandes que las de los periodos pares. Por si mismas,
las direcciones modales de los periodos impares varia y pueden ubicarse en un
intervalo de aproximadamente (2.92, 3.21) radianes, que incluye representantes
de dias pertenecientes a las semanas 42 a la 44. Anédlogamente, por si mismas
las direcciones modales de los periodos pares parecen tener un comportamiento
decreciente y pueden ubicarse en un intervalo de aproximadamente (2.46, 2.68)
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radianes, que incluyen representantes de dias pertenecientes a las semanas 38 a la
40.

Direccién modal tedrica £ — 2v

Periodo Estimado Semana Mes
1 3.0049 42 - 43 Octubre (3% - 4%)
2 2.6799 40 Octubre (1%)
3 3.2029 44 Octubre - Noviembre
4 2.6090 39 Septiembre (4%)
5 2.9221 42 Octubre (3%)
6 2.4620 38 Septiembre (3%)

Tabla 6.8: Valores estimados de la direccién modal tedrica y las semanas a las que apuntan.
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Figura 6.8: Comparacién de los valores para & — 2v obtenidos en los 6 periodos de estudio.

6.4. Resumen de los casos de dengue en dos
periodos de estudio generales

El ciclo mayo - abril anual ha sido estudiado abarcando anos que se dan en el
rango de 2009 a 2015 y, a su vez, esto ha dado lugar a seis periodos de estudio. La
informacion en ellos puede ser resumida en un sélo “circulo resumen” que simbolice
el ciclo mayo - abril anual. Sin embargo, resumir todo en un sélo ciclo enmascararia
las similitudes cualitativas encontradas entre los periodos pares e impares, asi como
las diferencias cualitativas observadas entre cada grupo.

Por ende, se han considerado dos circunferencias resumen, una para los periodos
impares llamada el “Periodo resumen 17, y otra para los periodos pares llamada
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el “Periodo resumen 2”. En cada uno de ellos se ha hecho un andlisis descriptivo
y se ha ajustado un modelo circular.

Aunque en los dos primeros periodos impares se ha considerado sesgo antihorario en
sus respectivos conjuntos de datos, para el ultimo no ha habido suficiente evidencia
para rechazar la hipdtesis nula de simetria reflexiva alrededor de la direccion media;
de hecho, considerar que la distribucién de los datos es reflexivamente simétrica
ha dado el mejor ajuste de un modelo de probabilidad circular. Por esto, el iltimo
periodo impar se ha considerado también en el Periodo Resumen 1, pues aunque
no posee sesgo antihorario, al menos estadisticamente hablando no considera sesgo
horario, ademas de que la direccion media muestral es relativamente cerca a 180°
como lo son las respectivas para los dos primeros periodos impares.

Por un argumento analogo al anterior, se ha incluido el ultimo periodo par al
Periodo Resumen 2. Sélo que aqui, la direcciones medias muestrales de los tres
periodos pares estan relativamente lejanas a 180°y exhiben valores cercanos entre
si.
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6.4.1. Resumen 1: Mayo Ano Impar - Abril Ano Par

Analisis descriptivo

La Figura y la Tabla resumen los graficos y estadisticos descriptivos circu-
lares para la union de los datos de los periodos 1, 3 y 5, es decir, mayo 2009 - abril
2010, mayo 2011 - abril 2012, y mayo 2013 - abril 2014. Para este periodo resu-
men, se han registrado en total 13460 casos de dengue en el estado. La semana con
mayor cantidad de casos fue la semana 44 (transicién entre octubre y noviembre)
del Ano Impar.

El diagrama circular en la Figura[6.91]y la Tabla | muestran hacia qué semanas
apuntan las direcciones 0,0y 0. Si se hablara de un ano impar normal, se tendria
que la § = 6 = 182. 4658°, es decir, es la semana 44 (transicién entre octubre y
noviembre) en la que se da la mayor frecuencia de dengue ademds de que en ella
se alcanza la mitad de los casos registrados; por iltimo, la direccién 6 = 188.2392°
mostraria que las grandes frecuencias de incidencia se dan alrededor de la semana
45, a principios de noviembre.
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DIAGRAMA CIRCULAR RESUMEN DIAGRAMA DE ROSA RESUMEN
MAYO ANO IMPAR - ABRIL ANO PAR MAYO ANO IMPAR - ABRIL ANO PAR
Total = 13460
Moda = 991, semana octubre noviembre
- Direccion moda = 182.4657534°
- - Direccién mediana = 182. 4658
— Direccién media = 188.2392°

Figura 6.9: Diagramas circular a la izquierda y de rosa a la derecha para el periodo resumen 1.
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’ Periodo Resumen 1: mayo ano impar - abril ano par ‘

Total 13460

Moda 991
0 182.4658°
] 182.4658°
6 188.2392°
R 0.6493943
by -0.06807845
§ -0.3279301
as 0.3021823

Tabla 6.9: Total, moda y medidas de localizacién, de dispersién y de sesgo para el periodo
resumen 1.

Estadistico de | Semana de Mes
localizacién ubicacion
0 44 Octubre - Noviembre
0 44 Octubre - Noviembre
0 45 Noviembre (1%)

Tabla 6.10: Semanas a las que se dirigen los estadisticos descriptivos circulares de localizacién,
para el periodo resumen 1.

La medida R = 0.6494 ofrece una senal de una concentracién de los casos de den-
gue. Si se dividiera un ano impar normal en cuatro partes, con ayuda del diagrama
de rosa de la Figura [6.92] se notaria que esta concentracion ocurre después de la
mitad del tercer cuarto hasta antes del final del iltimo cuarto del ano. Es decir, se
presenta de la semana 36 (1 de septiembre) hasta la semana 51 (3% de diciembre)
del ano.

La circunferencia unitaria para este periodo resumen se ha cortado aproximada-
mente a la mitad del arco, que abarca de la semana 1 a la 29 (recorriendo la
circunferencia en sentido antihorario), que es el arco en el que se presenta un tra-
mo de bajas frecuencias de casos de dengue. Mas precisamente, se ha cortado en
el punto con direccién 38°(0.6632 radianes). Con base en este corte, se construye
el histograma lineal de la Figura|6.10]

Las medidas b, = —0.1159 y § = —0.8307 revelan un sesgo en sentido antihorario
respecto de direccion media, y el diagrama de rosa de la Figura confirma
esta situacion. Este diagrama, junto con el histograma lineal de la Figura [5.16]
muestran que a partir de la semana 37 (2% de septiembre) del ano impar empieza
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un aumento rapido de los casos de dengue, que se prolonga hasta la semana 44
(transicion entre octubre y noviembre), y luego de aqui, comienza un decrecimiento
lento de los casos que continda hacia la semana 11 (3% de marzo) del afo par.

La medida de curtosis a; = 0.3715 es senal de un picudez no extrema en la forma
polar de la distribucién de los datos (ver diagrama circular de la Figura[6.91)).
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Figura 6.10: Histograma lineal de frecuencias de dengue, para el periodo resumen 1, con punto
de corte en la direccién 38° (0.6632251 radianes). A los valores arriba de 360° del final, se les
debe restar esta cantidad para obtener valores en el rango de (0°,360°).

Al aplicar la prueba de uniformidad de Rayleigh a estos datos, el valor del es-
tadistico de prueba calculado es de 0.6494 y arroja un p-valor cercano a cero. Por
otra parte, para la prueba de simetria reflexiva de Pewsey, el valor del estadistico
de prueba es de 14.2805 y el p-valor es de 2.896533e-46. Con p-valores muy cerca-
nos a cero, las hipétesis nulas de uniformidad y de simetria reflexiva se rechazan
para cualquier nivel de significancia « frecuentemente utilizado. Por lo anterior, se
espera que un modelo que considere sesgo ofrezca el mejor ajuste a los datos.

Modelacidon circular

La Tabla [A.3] muestra que el mejor modelo que se ajusta a los casos de dengue
para este periodo resumen es el de una distribucion Inversa Batschelet Completa,
es decir, con todos sus parametros distintos de cero.
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’ Periodo Resumen 1: mayo ano impar - abril ano par ‘

’ Mejor ajuste: Inversa Batschelet Completo ‘

Parametro Estimado
& 3.720231
K 1.659224
v 0.2971027
A 0.2241965

Tabla 6.11: Ajuste de un modelo Inverso Batschelet Completo, con base von Mises, para el
periodo resumen 1.

La Tabla[6.11] muestra los estimados de los pardmetros que controlan la distribu-
cién Inversa Batchelet obtenidos via maxima verosimilitud. El estimado 7 = 0.2971
considera un sesgo en sentido antihorario. El estimado A = 0.2241 considera una
distribucion con picudez no extrema en su presentacion polar.

La direccién modal teodrica de la distribucién, estimada por el modelo a través
de la expresion £ — 2v( mod 27), es de 3.1260 radianes, la cual apunta hacia las
semanas 43 y 44, que son la cuarta semana de octubre y la semana transicién de
octubre a noviembre, respectivamente.
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Figura 6.11: Representaciones polar, a la izquierda, y lineal, a la derecha, de la distribucién
Inversa Batschelet Completa ajustada para el periodo resumen 1.

La Figura [6.111] muestra el diagrama circular que incluye la forma polar de la
distribucion, la direccién modal tedrica y la direccion media muestral. Si se hablara
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de un ano impar normal, se observaria que la semana en la que se hubiese esperado
se presente la mayor frecuencia de dengue seria la primera o la segunda anterior a
la 45, semana alrededor de la cual se concentran las mayores frecuencias de casos
de dengue. La Figura |6.112] muestra la representacién lineal de la distribucién, en
la cual se observa hay una mayor masa de probabilidad después de la direccién
modal tedrica, en sentido antihorario.

°
- 7 .
/ © 4 P
49
-g o’ 5
5 2 o g v “
£ s g o
@ 1 4 =3 »
c . g o
2 o | .7 s Y PR
s 3 .- 2 Pl
2 . - € <
B -7 ER «*
T 3 A Pad © s
S .. c ¢
1% 2 S K ad
° .- S~ A <«
5 [ g oF
s Y i o Cad
g ° o -4 »*
S . o
I o Nid
/ >
B o
T T T T T T T T T T T T T
0.0 02 0.4 0.6 08 1.0 0 1 2 3 4 5 6
Funcién de distribucién Inversa Batschelet von Mises Funcién cuantil Inversa Batschelet von Mises

Figura 6.12: Graficos probabilidad-probabilidad (PP plot), a la izquierda, y quantil-quantil
(QQ plot), a la derecha, de la distribucién Inversa Batschelet Completa ajustada para el perfodo
resumen 1.

De la Figura [6.12] en general, se observa que las graficas P-P y Q-Q presentan la
mayoria de sus puntos muy cercanos a la linea de referencia, lo cual es senal de un
ajuste razonable.

En la prueba de bondad de ajuste, basado en la de uniformidad de Rayleigh, el
valor del estadistico de prueba es de 0.0036 y el p-valor arrojado es de 0.8377. Se
concluye que para el comportamiento de los casos de dengue de este periodo es
razonable el ajuste de una distribucién Inversa Batschelet Completa, a cualquier
nivel de significancia « frecuentemente utilizado.
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6.4.2. Periodo Resumen 2: Mayo Ano Par - Abril Ano Im-
par

Analisis descriptivo

La Figura y la Tabla [6.12] resumen los graficos y estadisticos descriptivos
circulares para la union de los datos de los periodos 2, 4 y 6, es decir, mayo 2010
- abril 2011, mayo 2012 - abril 2013, y mayo 2014 - abril 2015. En este periodo
resumen, se registraron en total 7734 casos de dengue en el estado. La semana con
mayor cantidad de casos fue la 35 (transicion de agosto a septiembre) del Afio Par.

El diagrama circular en la Figura[6.131]y la Tabla | muestran hacia qué sema-
nas apuntan las direcciones 6, 6 y 0. Para la semana modal 37, la direccién moda es
6 = 134.137°. La direccién 6 = 141.0411°y la direccién = 141.8827°, estdn muy
cercanas, y de hecho apuntan hacia la misma semana, la 38 (3% de septlembre), es
decir, alrededor de esta semana se acumulan las grandes frecuencias y, ademas, en
ella se alcanza la mitad de los casos reportados en total para este periodo.

DIAGRAMA CIRCULAR RESUMEN DIAGRAMA DE ROSA RESUMEN
MAYO ANO PAR - ABRIL ANO IMPAR MAYO ANO PAR - ABRIL ANO IMPAR
Total = 7734
Moda = 418, semana agosto septiembre
- Direccion moda = 120.3288
Direcci6n mediana = 141.0411°
— Direcci6on media = 143.1961°

(1) (2)

Figura 6.13: Diagramas circular a la izquierda y de rosa a la derecha para el periodo resumen
2.
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’ Periodo Resumen 2: mayo ano par - abril ano impar ‘

Total 7734

Moda 418
0 120.3288°
6 141.0411°
6 143.1961°
R 0.5966812
by 0.03208866
§ 0.1252792
as 0.1801475

Tabla 6.12: Total, moda y medidas de localizacion, de dispersiéon y de sesgo para periodo
resumen 2.

Estadistico de | Semana de Mes
localizacién ubicacion
0 35 Agosto - Septiembre
6 38 Septiembre (3%)
0 38 Septiembre (3%)

Tabla 6.13: Tiempo al que se dirigen los estadisticos descriptivos circulares de localizacion, para
el periodo resumen 2.

La medida R = 0.5967 ofrece una sefial de una concentracién de los casos de
dengue. Si se dividiera un ano par normal en cuatro partes, al observar el diagrama
de rosa de la Figura [6.132] la concentracién ocurre a principios del tercer cuarto
hasta después de la mitad del iltimo cuarto de ese ano; mas precisamente, a partir
de la semana 28 (2% de julio) hasta la semana 47 (3* de noviembre) del afo.

La circunferencia unitaria para este periodo resumen se ha cortado aproximada-
mente a la mitad del arco que abarca de la semana 1 hasta la semana 17 del ano
impar (recorriendo la circunferencia en sentido antihorario), el cual presenta las
mas bajas frecuencias. Es decir, se ha cortado en el punto con direcciéon 301°

(5.2534 radianes). Con base en este corte, se construye el histograma lineal de la

Figura [6.14]

La medida b, = 0.0320 es cercana a cero, pero su contraparte estandarizada § =
0.1380 no lo es tanto. Por ende, no hay evidencia muestral contundente de un
comportamiento reflexivamente simétrico. Sin embargo, estas medidas evidencian
un ligero sesgo en sentido horario, con respecto de la direccién media (ver diagrama

de rosa de la Figura [6.132)).



6.4. RESUMEN DE LOS CASOS DE DENGUE EN DOS
PERIODOS DE ESTUDIO GENERALES 143

El diagrama de rosa, junto con el histograma lineal de la Figura [6.14] muestran
que, en general, a partir de la semana 27 (1* de julio) empieza un franco aumento
de los casos, y el tramo de altas frecuencias se mantiene hasta las semana 47 (3%
de noviembre), después de la cual se registra un descenso abrupto de los casos
reportados para este periodo resumen.

La medida a; = 0.1801 senala un picudez no extrema en la forma polar de la
distribucién de los datos (ver diagrama circular de la Figura|6.131]), pero es menor
la reportada en el periodo resumen 1.
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Figura 6.14: Histograma lineal de frecuencias de dengue, para el periodo resumen 2, con punto
de corte en la direccién 301° (5.2534 radianes). A los valores negativos del principio hay que
sumarles 360° para obtener valores en el rango de (0, 360°).

Al aplicar la prueba de uniformidad de Rayleigh a estos datos, el valor del es-
tadistico de prueba es de 0.6 y arroja un p-valor muy cercano a cero. Por otra
parte, para la prueba de simetria reflexiva de Pewsey, el valor del estadistico de
prueba es de 4.4471 y el p-valor es de 8.70234e-06. Con p-valores muy cercanos a
cero, las hipdtesis nulas de uniformidad y simetria reflexiva se rechazan a cualquier
nivel de significancia « frecuentemente utilizado. Por lo anterior, se espera que un
modelo que considere sesgo ofrezca el mejor ajuste a los datos.
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Modelacion circular

La Tabla[A.3] muestra que el mejor modelo que se ajusta a los casos de dengue con-
tenidos en este resumen 2, es el de una distribucién Inversa Batschelet Completa,
es decir, con todos sus parametros distintos de cero.

’ Periodo Resumen 2: mayo ano par - abril ano impar ‘

‘ Mejor ajuste: Inversa Batschelet Completo ‘

Parametro Estimado
13 2.223296
K 1.57123
v -0.2096247
A -0.1187337

Tabla 6.14: Ajuste de un modelo Inverso Batschelet Completo, con base von Mises, para el
periodo resumen 2.

La Tabla [6.14] muestra los estimados de los pardametros que controlan la distri-
bucién Inversa Batchelet, obtenidos via méaxima verosimilitud. El valor de v =
—0.2096 considera un sesgo en sentido horario. El valor A = —0.1187 considera
una distribucién con cima plana en su presentaciéon polar.

La direccion modal tedrica de la distribucién, estimada por el modelo a través de la
expresion £ — 2v( mod 27), es de 2.6425, la cual apunta hacia las semanas 39 y 40,
que son la cuarta semana de septiembre y la primera de octubre, respectivamente.

La Figura muestra el diagrama circular que incluye la forma polar de la
distribucién, la direccién modal tedrica y la direccién media muestral. Si se hablara
de un ano impar normal, se observaria que la semana en la que se hubiese esperado
se presente la mayor frecuencia de dengue seria la primera o la segunda después de
la 38, semana alrededor de la cual se concentran los mayores frecuencias de casos
de dengue. La Figura muestra la forma lineal de la distribucion, y evidencia
que hay una mayor masa de probabilidad antes de la direccion modal tedrica, en
sentido horario.

De la Figura [6.16] en general, se observa que las graficas P-P y Q-Q presentan la
mayoria de sus puntos muy cercanos a la linea de referencia, lo cual es senal de un
ajuste razonable.

En la prueba de bondad de ajuste, basado en la de Rayleigh, el valor del estadistico
de prueba es de 0.0117 y el p-valor arrojado es de 0.3488. Se concluye que para el
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Incidencia de dengue mayo afio par — abril afio impar
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Figura 6.15: Representaciones polar, a la izquierda, y lineal, a la derecha, de la distribucién
Inversa Batschelet Completa ajustada para el periodo resumen 2. El histograma lineal comienza
en la direccién cero.
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Figura 6.16: Graficos probabilidad-probabilidad (PP plot), a la izquierda, y quantil-quantil
(QQ plot), a la derecha, de la distribucién Inversa Batschelet Completa ajustada para el periodo
resumen 2.

comportamiento de los casos de dengue para este periodo es razonable el ajuste de
una distribuciéon Inversa Batschelet Completa, a cualquier nivel de significancia o
frecuentemente usado.
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6.5. Comparacion entre los periodos de estudio
y los periodos generales

Las Figuras conjuntas N del Apéndice [B] ofrecen una comparacién visual
entre los periodos resumen 1 y resumen 2.

En el diagrama circular del perfodo resumen 1 de la Figura[B.71], podemos observar
que la direccion media muestral esta relativamente cerca de 180°, comportamiento
que hereda de los periodos impares. En contraparte, para el resumen 2 en el dia-
grama circular de la Figura la direccién media muestral estd relativamente
lejos de 180°, como sucede en los periodos pares.

El diagrama de rosa del periodo resumen 1 de la Figura muestra un sesgo en
sentido antihorario de la distribucion de los casos de dengue, como sucede en los
periodos 1 y 3. En la Figura para el resumen 2, se exhibe un sesgo horario
heredado de los periodos 2 y 4.

El histograma lineal del resumen 1 en la Figura muestra un comportamiento
de los casos de dengue heredado de los periodos 1 y 3, que consiste en que el que se
exhibe un franco crecimiento de las frecuencias, y después de alcanzar el méximo,
inmediatamente después comienza un franco decrecimiento de las frecuencias. En
contraparte, el histograma lineal del resumen 2 en la Figura muestra un com-
portamiento heredado de los periodos 2 y 4, que consiste en el franco crecimiento
de las frecuencias hasta alcanzar el méaximo, luego sigue un periodo corto en que
las frecuencias altas se mantienen, para después dar paso a una caida casi abrupta
de las frecuencias.

Se han ajustado modelos Batschelet Completos en estos periodos resumen. La
representacion polar de la distribucion del resumen 1 en la Figura exhibe una
punta baja y que la direccién modal tedrica esta antes de la direccion media, en
sentido horario, como en los periodos impares 1 y 3. En contraste, la representacién
polar del resumen 2 en la Figura exhibe una cima plana como sucede en los
periodos pares, y que la direcciéon modal tedrica esta después de la direccién media,
en sentido antihorario, como sucede en los periodos 2 y 4.

La forma lineal de la distribucién para el resumen 1 en al Figura muestra
que el modelo Inverso Batschelet considera un sesgo antihorario como los periodos
impares 1 y 3, mientras que en la Figura para el resumen 2 se considera un
sesgo horario como en los periodos 2 y 4.

La Tabla del apéndice [A] muestra los estimados de los estadisticos descriptivos
circulares del resumen 1 y el 2, junto con sus intervalos del 95% de confianza.
La Figura [6.17] muestra la comparacién visual de los estimados de los resimenes
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y los que se han obtenido previamente en los periodos de estudio. La Tabla [6.15
muestra que los estimados de los estadisticos calculados para el periodo resumen
1 son, en general, una especie de promedio de los valores ya estimados para un
estadistico particular en los periodos impares; analogamente, sucede algo similar
con el resumen 2 respecto a los periodos pares.

La Tabla[A.5]del Apéndice [A] muestra los estimados de los pardmetros cuando a los
datos de los resumen 1 y 2 se les ajusta un modelo Inverso Batschelet Completo,
con sus intervalos del 95% de confianza. La Figura ofrece una comparacion
visual de los parametros estimados de los resimenes y los que se han obtenido
previamente en los periodos de estudio.

La Tabla muestra los valores estimados de los parametros que han dado el
mejor ajuste de un modelo Inverso Batschelet (no necesariamente completo). La
Tabla muestra que los valores estimados de los pardmetros Batschelet Inverso
calculados para el periodo resumen 1, en general, son una especie de promedio
de los valores distintos de cero estimados para un parametro en particular en los
periodos impares; analogamente, sucede algo similar con el resumen 2 respecto a
los periodos pares.

Descriptivos | Estimados para el | Promedio de los | Diferencia
circulares periodo resumen 1 | descriptivos en los
periodos impares
0 3.2854 3.1712 0.1142
R 0.6494 0.6308 0.0186
by -0.0681 -0.0746 0.0065
G 0.3022 0.2819 0.0203
Descriptivos | Estimados para el | Promedio de los | Diferencia
circulares periodo resumen 2 | descriptivos en los
periodos pares
9 2.4992 2.5031 0.0038
R 0.5966 0.5626 0.0340
by 0.0321 0.0297 0.0024
G 0.1801 0.1411 0.0390

Tabla 6.15: Arriba, se muestra la comparacién entre un estadistico descriptivo circular estimado
en el periodo resumen 1 y el promedio de los valores estimados en los periodos impares para ese
mismo estadistico. Abajo, se hace la misma comparaciéon pero ahora en el caso del resumen 2
respecto a los periodos pares.
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Figura 6.17: Comparacién grafica de los estadisticos descriptivos circulares de los seis perfodos
de estudio y de los dos generales (resumen 1y 2): (1) para la direccién media muestral 6, (2)
para la longitud media muestral R, (3) para la medida de sesgo b2, (4) para la medida de curtosis

as.
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Figura 6.18: Comparacién de los valores obtenidos en los seis periodos de estudio y de los dos
generales cuando a cada uno se le ajusta un modelo Inversa Batschelet Completo: (1) para el
pardmetro de localizacién &, (2) para el pardmetro de concentracién «, (3) para el pardmetro

de sesgo v, (4) para el pardmetro de curtosis .

Parame- Estimados para el | Promedio de los | Diferencia
tros Inversa | periodo resumen 1 | estimados de los

Batschelet periodos impares

¢ 3.7202 3.4272 0.2930

K 1.6592 1.6814 0.0222

v 0.2971 0.2879 0.0092

A 0.2242 0.2131 0.0110
Parame- Estimados para el | Promedio de los | Diferencia
tros Inversa | periodo resumen 2 | estimados de los

Batschelet periodos pares

¢ 2.2233 2.3186 0.0953

K 1.5712 1.5468 0.0245

v -0.2096 -0.1988 0.0109

A -0.1187 -0.2874 0.1687

Tabla 6.16: Arriba, se muestra la comparacién entre un pardmetro estimado Inverso Batchelet
en el periodo resumen 1 y el promedio de los valores estimados en los periodos impares para ese
mismo parametro. Abajo, se hace la misma comparacién pero ahora en el caso del resumen 2
respecto a los periodos pares.
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7

Discusion y conclusiones

En este tltimo Capitulo, se discute sobre las caracteristicas que ofrece el modelar la
incidencia de dengue en un periodo mayo-abril anual utilizando estadistica circular,
y se comparan los métodos utilizados aqui con los utilizados en otro trabajo de
investigacion que también trata la incidencia de dengue con estadistica circular. Se
discute ademas sobre las caracteristicas de los nimeros semanales de dengue que
se encuentran en la base de datos en bruto ofrecida por la Direccion General de
Epidemiologia. Se hace un ejercicio de interpretacién de los resultados obtenidos
tanto en el Capitulo [5] y como en el Capitulo [} Se analiza el comportamiento del
principal factor de incidencia, la precipitacion pluvial, y el posible efecto que tiene,
a su vez, en el comportamiento de los casos de dengue observado en los periodos
de estudio. Se presentan las conclusiones generales tras analizar los resultados a
los que se han llegado a lo largo de este trabajo de investigacién. Por tltimo,
se consideran algunas labores a llevarse acabo en el futuro, motivadas por los
resultados del presente trabajo.

7.1. Sobre la utilizacion de la estadistica circular
como herramienta de estudio

Como se ha dicho en la Introduccion, los datos de incidencia de dengue ya han sido
trabajados con técnicas comunmente usadas como lo son las series de tiempo, y
otras como los arboles de regresion. La estadistica circular ofrece una alternativa
para modelar que toma en cuenta la periodicidad de los datos circulares en un lapso
de tiempo. Por ende, si tenemos datos de un evento periddico que se ha observado
en diferentes ciclos de un periodo conocido, toda la informacion recabada en ellos
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puede ser utilizada para ajustar un modelo global que describa el comportamiento
de estos datos en el periodo de interés, por ejemplo, uno mayo-abril anual.

Los datos semanales de los casos de dengue en un ano pueden ser modelados uti-
lizando series de tiempo. En este caso, la informacion que nos ofrecen los niimeros
de casos de dengue semanales es utilizada para pronosticar el nimero de casos
que se esperan para una semana proxima inmediata. Sin embargo, no se pueden
hacer conclusiones globales acerca de todo un periodo de estudio o partes de él,
por ejemplo, no se podria decir qué cantidad de casos de dengue se esperan para
un lapso de tiempo constituido por un conjunto de semanas, digamos, un mes. Lo
anterior es debido a que estos métodos son disenados para obtener pronosticos ex-
trapolares o intrapolares, siempre para una observacion precedida, precisamente,
de una serie lineal de observaciones que ya han sido registradas.

Si bien, al ajustar un modelo circular no se tendran conclusiones referentes a
nimeros de casos semanales esperados, si se tendran probabilidades de incidencia
de dengue, que pueden ser transformadas e interpretadas como los porcentajes de
incidencia de dengue que se esperan del total verdadero, y que puede ser obtenidos
para una semana particular y, por ende, para un mes particular de periodo de
estudio. Es decir, de acuerdo al historial de los datos en un tiempo observado,
podriamos tener conclusiones referentes a todas las semanas de un periodo de
estudio, y no sélo referentes a una en particular. En este trabajo, los porcentajes
mensuales de incidencia de dengue se han calculado para cada periodo de estudio,
y los resultados se muestran en la Tabla[A.7] del Apéndice [A]

En un periodo de estudio mayo-abril anual particular se han hecho un anélisis
descriptivo y una modelacion circular. Para tal efecto se dividi6 el circulo en 365
partes. Sin embargo, la naturaleza de los datos de incidencia semanal es agrupa-
do, es decir, se tiene el nimero de casos de dengue que se obtienen en una sola
semana. En el caso de datos agrupados, se tiene correcciones a considerar en el
andlisis descriptivo, como los que se muestra en la Seccién para la medida de
concentracién R. En cuanto a la modelacién, hay que tener algunas consideraciones
para el cédlculo adecuado de los parametros de maxima verosimilitud para datos
agrupados; basicamente, se tiene que hacer ajustes en las funciones computacio-
nales que hacen estos célculos para un modelo especifico, y Pewsey et al.| (2013)
ofrecen un ejemplo de este trabajo con respecto al célculo de los estimadores de
maxima verosimilitud de los pardmetros de la familia de distribuciones simétricas
Jones-Pewsey. Sin embargo, las pasadas correcciones y consideraciones no se han
tomado en cuenta en este trabajo debido a que la cantidad de datos que se tienen
en un periodo de estudio en particular, es decir, la cantidad de casos registrados,
es grande, ademas de que esta cantidad estd repartida en una cantidad de arcos
de clase también grande, pues son 52 los intervalos en los que se ha dividido la
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circunferencia unitaria. Todo esto se conjuga para que las cantidades resultantes
a las que se llegan en este trabajo sean muy exactas, es decir, cercanas a las canti-
dades que se pudiesen haber obtenido si los datos se hubiesen registrado con mas
precision, por ejemplo, en dias y no en semanas.

Aunque, también es cierto que debido a la naturaleza agrupada de los datos se
han llegado a algunas conclusiones que carecen de sentido en el contexto en que se
ubica este trabajo de investigacién; por ejemplo, en la secciones [5.8] v [6.4.2
al calcular la direccién modal tedrica estimada por el modelo Inversa Batschelet
con base von Mises a través de la expresién & — 2v( mod 27), sucede que esta
direccién apunta precisamente hacia el espacio que separa al punto representante
del ultimo dia de una primera semana, y al punto represente del primer dia de
la semana siguiente, es decir, no apunta hacia una semana especifica en si. Por
ende, en estas secciones se han considerado dos posibles semanas en las que el
modelo estima pudiera presentarse la mayor frecuencia de dengue, semanas que,
por supuesto, son contiguas.

Son escasos los trabajos que se han realizado en los que se aplique estadistica
circular para estudiar o dar soluciéon a un problema perteneciente a otras areas de
estudio diferentes de las matematicas. Debido a lo anterior, no es posible comparar
el presente trabajo de investigacién con muchos y diversos trabajos, y mas aun,
con trabajos que atiendan problemas de naturaleza similar al que se trata en este
presente trabajo. Sin embargo, existe uno que, ademas de analizar la incidencia de
dengue para un lugar y tiempo determinados, ha inspirado y se ha tomado como
base para este presente trabajo de investigacion; es el trabajo de |[Jaimes Jaimes
y Pineda Garavito| (2012). A continuacién, discutiros sobre las similitudes, pero
sobretodo las diferencias, entre este presente trabajo y el de |Jaimes Jaimes y
Pineda Garavito| (2012)), a fin de compararlos y exhibir, por ejemplo, el incremento
que se ha tenido, de un tiempo a la fecha, de las novedosas herramientas que ofrece
la estaditica circular para el tratamiento de datos en la circunferencia unitaria.

En el presente trabajo de investigacion, la idea de utilizar estadistica circular en
el estudio de la incidencia de dengue, se ha inspirado en el trabajo de tesis de
Jaimes Jaimes y Pineda Garavito (2012), en el cual se exhiben dos ejemplos de
aplicacion de datos circulares. En uno de dichos ejemplos, se aplica estadistica
circular en el estudio de la incidencia de dengue en el drea metropolitana de Buca-
ramanga, ciudad capital del departamento de Santander, Colombia. En el presente
trabajo, las ideas de estudiar la incidencia semanal como datos circulares y el uso
de los dias de la mitad de la semana como los representantes semanales, son to-
madas del trabajo de |Jaimes Jaimes y Pineda Garavito (2012).

En [Jaimes Jaimes y Pineda Garavito| (2012)), la informacién se refiere a un “drea
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metropolitana” mientras que en el presente trabajo la informacién se refiere a un
estado de la republica mexicana, de modo tal que aqui la base de datos es mas gran-
de, y por lo tanto, las conclusiones que se derivan se esperan sean mas razonables
y precisas. |Jaimes Jaimes y Pineda Garavito (2012) hacen un andlisis descriptivo
y un ajuste de modelo circular por anos, mientras que en este presente trabajo
estas tareas se han hecho para periodos de estudio mayo-abril anuales. La base
de datos en aquél trabajo no exhibe ciclos en el comportamiento de la incidencia
de dengue al observarlo por anos, es decir, no parece haber lapsos de tiempo en
los que se esperan nimeros de casos de dengue altos o bajos; el comportamiento
de la incidencia de dengue es irregular en cada ano. En contraste, en el presente
trabajo, la base de datos exhibe la presencia de ciclos claramente establecidos, en
los que hay lapsos de tiempo en los que se espera observar nimeros de casos de
dengue altos o bajos.

El analisis descriptivo de los datos hecho por [Jaimes Jaimes y Pineda Garavito
(2012) incluye el uso de las direcciones media y modal muestrales, asi como de
el rango y la varianza circulares, ademas del uso de los diagramas circular y de
rosa. En cambio, en este presente trabajo, el andlisis descriptivo es mas amplio e
incluye el uso de las direcciones media, mediana y modal muestrales, las medidas
descriptivas de sesgo y curtosis circulares, el uso de los diagramas circular y de
rosa, el uso de los histogramas lineales, ademés del uso de pruebas de clasificacion
de modelos disenados para datos circulares, como los de uniformidad de Rayleigh
y de simetria reflexiva de Pewsey.

En cuanto a la modelacién circular, |Jaimes Jaimes y Pineda Garavito| (2012) se
limitan a discutir qué tan razonable es el ajuste de una distribucion circular von
Mises a los datos de incidencia, y la bondad de ajuste sélo es evaluada utilizando
los gréficos probabilidad-probabilidad (P-P plots). En contraste, en este presente
trabajo, se han utilizado cinco modelos circulares para encontrar el que mejor se
ajuste a los datos de incidencia; el mejor modelo se he encontrado utilizando los
criterios de informacion AIC y BIC, y una vez seleccionado, el buen ajuste es
evaluado utilizando una prueba de bondad de ajuste para datos circulares (basada
en la prueba de Rayleigh), ademés del uso de los gréficos cuantil-cuantil (Q-Q
plots) y probabilidad-probabilidad (P-P plots).

En el trabajo de |Jaimes Jaimes y Pineda Garavito (2012), debido el comporta-
miento irregular de los casos de dengue en cada ano, al final sélo se exhibe en qué
meses del ano se han presentado los mayores niimeros de casos de dengue, con la
ayuda de un gran circulo unitario que engloba la informacion que se tiene en los
anos que se han considerado en su estudio. En el presente trabajo, la presencia
de casos de incidencia en practicamente todo el lapso de tiempo que abarcan los
periodos mayo-abril anuales permite obtener porcentajes de incidencia de dengue,
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que pueden ser mensuales o semanales; aqui, el comportamiento de la inciden-
cia de dengue da como resultado dos grandes circulos unitarios que resumen la
informacion contenida en los llamados periodos impares y pares. Este aparente
comportamiento dual en la incidencia de dengue en Yucatan permite, con ayuda
del trabajo de modelacién circular realizado en este presente estudio, tener al me-
nos una idea sobre lo que se espera observar en los periodos de estudio mayo-abril
anuales venideros.

7.2. Sobre los periodos de estudio

Son seis los periodos mayo - abril anuales que se han considerado en este estudio.
Se han encontrado caracteristicas de similitud cualitativas y distribucionales entre
los periodos denominados impares, y entre los periodos denominados pares, y ya
han sido comentados en el Capitulo [0]

Es importante senalar que estas similitudes se dan, sin importar los totales de
casos de dengue registrados en cada periodo, los cuales varian segiin se muestra en
la Tabla[7.1, De manera global, la Figura muestra que el valor registrado para
un periodo impar es relativamente mas grande que el periodo inmediato posterior,
el cual es necesariamente par.
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Figura 7.1: Total de casos registrados en los periodos de estudio.

La Figura [7.1| muestra un repunte considerable del total de casos registrados de
dengue en el periodo 3 respecto a los periodos 1 y 2, para luego dar paso un franco
decrecimiento de los totales que se ha mantenido hasta el periodo 6. Del periodo
3 al periodo 6 ha habido una reduccién de casi el 88 % de los casos registrados.

Describiendo los aumentos y decrementos de los totales de incidencia, paso a paso,
se puede decir que del perfodo 1 al 2 hubo una reduccién de casi el 42% de los
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casos registrados; del perfodo 2 al 3 hubo un aumento de casi el 240 %; del periodo
3 al 4 hubo una reduccién de casi el 31 %; del perfodo 4 al 5 hubo una reduccién
de casi el 42 %; y del periodo 5 al 6 hubo una reduccién de casi el 71 % de los casos
registrados.

Hay marcadas similitudes entre los periodos 1 y 3, y, sin embargo, hubo un aumento
del casi el doble de los casos registrados en el 3 respecto al 1. Algo similar pasé en
el periodo 4 respecto al 2, y es que en el 4 se superd el doble de los casos registrados
respecto al 2.

Aun hay similitudes encontradas entre los periodos 1y 3, y el 5, aunque del 1 al 5
hubo una reduccion del casi el 21 % de los casos de dengue, y del 3 al 5 hubo una
reduccion de casi el 60 %; también hay similitudes encontradas entre los periodos
2y 4,y el 6, aunque del 2 al 6 hubo una reduccién de casi el 60 %, y del 4 al 6
hubo una reduccién de casi el 83 %.

De hecho, pareciera que la estructura que presentan las distribuciones muestrales
de los periodos 1 y 3 (ver histogramas lineales de las Figuras y esta
“Incluida a escala” en la estructura distribucional muestral del periodo 5 (ver his-
tograma lineal de la Figura . Las frecuencias semanales de los histogramas
lineales de los periodos 1 y 3 parecieran reescalarse de tal forma que en el histo-
grama del periodo 5 se de un efecto visual de que las frecuencias del principio,
hasta antes de la moda muestral, se eleven a tal punto de dar un impresién de
simetria. En realidad pasa todo lo contrario, es la caida de los casos semanales,
en las denominadas frecuencias grandes, principalmente las de después de la moda
muestral, las que se reescalan a tal punto de quedar en armonia con las frecuencias
del principio y dar la impresién de simetria. Algo similar sucede en la estructura
que presentan las distribuciones muestrales de los periodos 2 y 4 (ver histogramas
lineales de las Figuras y respecto a la distribuciéon muestral del periodo
6 (ver histograma lineal de la Figura ; un reescalamiento, sobre todo en las
grandes frecuencias de los histogramas lineales 2 y 4, da la impresién visual de un
rasgo de simetria en las frecuencias semanales del histograma del periodo 5.

Sobre los periodos impares

Las similitudes son marcadas en los primeros periodos impares 1 y 3. Entre las
similitudes cualitativas se encuentran el que posean sesgo antihorario respecto de
la direccién media, que sus direcciones medias muestrales estén relativamente cerca
de 180°, y posean valores de concentracion considerables. Entre las distribucionales
se encuentran que los valores méximos de los modelos circulares ajustados estan
cerca de 0.6 (0.5897 para el periodo 1, 0.6040 para el periodo 3), que posean picudez
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no extrema en la forma polar de la distribucién, y que las direcciones modales que
estiman sus modelos (y que son los que maximizan la densidad) se encuentran muy
cerca de 180°.

El periodo 5 ya no muestra un sesgo antihorario, sino un comportamiento reflexiva-
mente simétrico alrededor de la direcciéon media, que también esta cerca de 180°, y
el modelo ajustado indica que esta misma direccion es también la direccion modal
de la distribucién, ademas de que se exhibe un comportamiento de dispersion méas
de concentracion. Aqui, la representacién polar de la densidad ajustada tiene cima
plana (sin pico visualmente evidente), y el méximo ya no se esté cerca de 0.6 sino
por debajo de 0.4 (en realidad es 0.3778).

La Tabla[A.7 del Apéndice [A] muestra los porcentajes mensuales del total real de
incidencia que se hubiese esperado registrar, de manera honesta, en un periodo de
estudio correspondiente. Estos porcentajes han sido calculados usando los modelos
circulares de probabilidad ajustados en cada periodo. En esta Tabla, los meses
arriba del 5% del total de incidencia se han considerado como interesantes y se
han coloreado de amarillo, pues se ha observado que al tener en cuenta solo a estos
meses, en conjunto, ya se alcanza arriba del 80 % de la incidencia de dengue en un
periodo en particular.

En la Tabla llama la atencion que en cada uno de los periodos impares exista
un mes “punta”, es decir, un mes con el mayor porcentaje del total real esperado
en el periodo correspondiente. Estos meses se han coloreado de verde.

En el caso del periodo 1, el rango de meses arriba del 5% fue de 6, y abarcé de
agosto del 2009 a enero del 2010. Juntos, en estos meses se esperaba registrar un
88.67 % del total. Sélo en el mes de octubre, el mes punta, se esperaba un 28.94 %
del total.

En el caso del perfodo 3, en el rango de meses arriba del 5% fue de 5, y abarcé de
septiembre del 2011 a enero del 2012. Juntos, en estos meses se esperaba registrar
un 90.21 % del total. E1 mes punta fue noviembre, en el que se esperaba un 28.45 %
del total.

En el caso del periodo 5, el rango de meses arriba del 5% fue de 7, y abarco de
julio del 2013 a enero del 2014, y en ellos se esperaba un 87.37 % del total. El mes
punta fue octubre con un 19.88 % del total.

La Tabla muestra un resumen de la informacion acerca de los porcentajes
mensuales para los periodos impares. Los meses punta de los periodos 1 y 3 fueron
diferentes, aunque cercanos; fueron octubre y noviembre, respectivamente, aunque
los porcentajes de incidencia en ellos fueron similares, cercanas al 30 %. En el
periodo 5, el mes punta volvié a ser octubre, pero aqui hubo una pérdida de
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Periodo Mes Acumulado de | Meses arriba del 5 % | Acumulado de los
punta mes punta meses arriba del 5%
1 octubre 28.94% agosto - enero (6) 88.67%
3 noviembre 28.45% septiembre - enero (5) 90.21%
5 octubre 19.88 % julio - enero (7) 87.37%
Resumen 1 | octubre 25.11% agosto - enero (6) 88.53 %

Tabla 7.2: Mes punta y meses arriba del 5% de incidencia de dengue, para un perfodo impar.

porcentaje respecto a lo observado en los meses punta anteriores, y sélo se esperaba
casi un 20 % de incidencia.

En la pasada Tabla, también se puede observar que del periodo 1 al 3 hubo una
especie de compactacion de la distribucion, la cual para este ultimo periodo acu-
mula casi el 90 % del total en sélo cinco meses. Asi, el comportamiento visto en
el diagrama circular de la Figura para el periodo 3, es en realidad una com-
pactacion de las grandes frecuencias hacia el final del ano 2011, en lugar de una
rotacion, respecto al diagrama circular de la Figura para el periodo 1. El
periodo 5 presenté una ampliacién del rango de meses arriba del 5 %, fueron 7; sin
embargo, también se puede notar que en ese entonces se requirieron de mas meses
para alcanzar un acumulado cercano a lo que se tenia para 6 meses en el periodo
1, o un tanto cercano a lo que se tenia para 5 meses en el periodo 3.

La Tabla [A.7] también exhibe los porcentajes mensuales para el perfodo resumen
1: Mayo Ano Impar - Abril Ano Par. Este periodo resumen hereda la existencia de
un mes punta visto en los periodos impares. La Tabla muestra que de acuerdo
al historial global del comportamiento de los casos de dengue visto en estos tres
periodos, el mes punta ha sido octubre con un porcentaje esperado del 25.71 %
del total (el cual es una especie de promedio de los valores obtenidos en los meses
punta de los periodos impares.). También, de este periodo resumen, el historial
global de los casos de dengue sélo cuenta como meses significativos a los que estan
en el rango de agosto de un ano par a enero de un ano impar, y juntos acumulan
un porcentaje esperado del 88.53 % del total.

Ademds, en la Tabla [7.2] es interesante observar que el dltimo mes arriba del
5% de incidencia en los periodos impares es enero, inclusive esta caracteristica es
heredada por el periodo resumen 1.

En la Tabla se observa que las semanas a las que apuntan las medidas de
localizacién, en general, pueden ser englobadas en el rango de la semana 42 (3“
de octubre) a la semana 46 (2% de noviembre), es decir, de la segunda mitad de
octubre hasta la segunda mitad de noviembre. Para los periodos impares 1, 3 y 5,
en general, se puede ver que la semana en la que se alcanza la mitad del total de los
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Localizacion
Perfodo Direccién media muestral § Direccién mediana muestral § Direccién modal tedrica
Semana Mes Semana Mes Semana Mes
1 4 Octubre-Noviembre 43 Octubre (4%) 42-43 Octubre (3-4)
3 46 Noviembre (2°) 46 Noviembre (2°) 4 Octubre-Noviembre
5 4 Octubre (3%) 42 Octubre (3%) 4 Octubre (3%)
Resumen 1| 45 Noviembre (1°) 4 Octubre-Noviembre | 43-44 | Octubre (4) - Octubre-Noviembre

Tabla 7.3: Semanas a las que apuntan las direcciones media muestral, mediana muestral, modal
tedrica y su ubicacion en los meses de un ano normal.

casos registrados en un periodo en particular, es decir, las semana a la que apunta
las direccion mediana muestral, sera igual o la inmediata anterior a la semana
alrededor de la cual se concentran las grandes frecuencias de dengue, es decir, la
semana a la cual apunta la direccién media muestral. Algo parecido sucede con la
semana modal con respecto a la semana media; la semana en la que se espera se
presente la mayor frecuencia de incidencia de dengue, es decir, la semana a la que
apunta la direccion modal estimada por el modelo circular ajustado, sera igual
o a lo mas la segunda anterior a la semana a la que apunta la direcciéon media
muestral.

En la Tabla[7.3] también se tiene que, de acuerdo a la historial global del compor-
tamiento de los datos en estos tres periodos, el resumen 1 estima que alrededor de
la semana 45, la primera de noviembre, se han concentrado las mayores frecuencias
de dengue. También, se tiene que se alcanzaron la mitad del total de los casos en
la semana 44, la semana transicién entre octubre y noviembre; y, que la mayor
frecuencia de dengue se habra dado entre la semana 43, la cuarta de octubre, y la
semana 44.

Distribucién (en sentido antihorario)
Periodo De la antimoda a la moda Del cero a la moda
Probabilidad | Complemento | Probabilidad | Complemento
1 0.4864 0.5136 0.4833 0.5167
3 0.3908 0.6092 0.3917 0.6083
5 0.5 0.5 0.4922 0.5078
Resumen 1 0.4385 0.5615 0.4381 0.5619

Tabla 7.4: Distribucién de probabilidad calculada de la antimoda a la moda, y de la cero a la
moda, recorriendo el circulo en sentido antihorario.

La Tabla[7.4] ofrece la probabilidad acumulada que se calcula de la direccién anti-
moda a la direccién modal, y de la direcciéon cero a la moda, ambas recorriendo el
circulo en sentido antihorario. Se observa que para cada periodo impar (inclusive
para el periodo resumen 1), no hay mucha diferencia entre las distribuciones cal-
culadas con uno y otro inicio, y esto es porque el arco corto que separa al cero de
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la antimoda no acumula mucha masa de probabilidad.

Calcular la probabilidad acumulada de la direcciéon cero a la moda, equivale a
calcular la probabilidad de registrar al menos un caso de dengue entre el principio
de mayo hasta la semana modal. En general, se concluye que en los periodos
impares, hay mas posibilidad de incidencia a partir de la semana modal o después
de ella, hasta terminar el periodo. Esto refleja la caracteristica de sesgo en sentido
antihorario de los periodos 1 y 3.

En el periodo 1, se esperaba registrar casi un 52% del total casos de dengue
durante la semana modal (a partir de la semana 42) hasta el final del periodo. En
el perfodo 3, se esperaba registrar casi un 60 % del total de incidencia durante la
semana modal (la semana 42) hasta el final del periodo. Y en el periodo 5, habia
casi la misma posibilidad de incidencia desde principios de mayo hasta la semana
modal, o de la semana modal hasta terminar el periodo.

De acuerdo al historial global del comportamiento de los datos en los periodos 1,
3y 5, el resumen 1 estima que se espera hasta un 56 % del total de la moda (a
partir de la semana 43) hasta terminar el periodo.

Sobre los periodos pares

También hay similitudes marcadas encontradas en los primeros periodos pares

2 v 4. Entre las similitudes cualitativas se encuentran el que posean un pequeno
sesgo horario con respecto a la direccién media, que sus direcciones medias mues-
trales estén relativamente lejos (y con valores muy cercanos entre si) de 180°, y
que posean valores de concentracion considerables. Entre las distribucionales se
encuentran que los valores maximos de los modelos circulares ajustados estan li-
geramente arriba de 0.4 (0.4214 para el periodo 2, 0.4371 para el periodo 4), que
posean una cima plana en la forma polar de la distribucién, y que las direcciones
modales que estiman sus modelos (y que son los que maximizan la densidad) se
encuentran relativamente lejos de 180°.

El periodo 6 ya no muestra un sesgo horario, sino un comportamiento reflexiva-
mente simétrico alrededor de la direcciéon media, que también esta relativamente
lejos de 180°. Aqui ya no se exhibe una comportamiento de concentracién sino
uno de dispersion. La representacion polar de la densidad ajustada sigue teniendo
cima plana, pero el méximo ya no estd por arriba de 0.4 sino cerca de 0.3 (en
realidad es 0.3031).

En la Tabla [A7] del Apéndice [A] llama la atencién la existencia de dos meses
“punta”, es decir, dos meses que contienen los mayores porcentajes del total real
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esperado de incidencia de dengue, en un periodo par particular, y la diferencia
entre estos dos porcentajes es de menos de un punto porcentual. Estos meses se
han coloreado de verde.

En el caso del periodo 2, el rango de meses arriba del 5% fue de 6, y abarcé
de julio a diciembre del 2010. Juntos, en estos meses se esperaba registrar un
91.74% del total. Los meses punta, septiembre y octubre, con 20.93 % y 21.86 %
respectivamente, juntos concentraron un 42.79 %.

En el caso del periodo 4, el rango de meses arriba del 5% siguié siendo de 6,
y abarcé de julio a diciembre del 2012. Juntos, en estos meses se esperaba un
86.73 % del total. Los meses punta, septiembre y octubre, con 21.42% y 21.40 %
respectivamente, juntos concentraron un 42.82 %.

En el caso del periodo 6, el rango de meses arriba del 5 % fue de 7, y abarcé de junio
a diciembre de 2014, y en ellos se esperaba un 84.63 % del total. Los meses punta,
septiembre y octubre, con 15.58 % y 15.51 respectivamente, juntos concentraron
un 31.09 %. Sin embargo, el mes de agosto tiene un porcentaje muy cercano al de
los meses punta, con un 14.87 % del total.

Periodo Meses Acumulado de | Meses arriba del 5 % Acumulado de los
punta meses punta meses arriba del 5%
2 se(E)CttilelIélire 3(1]2252 julio - diciembre (6) 01.74%
4 se([))(‘:ctiiilrk;re ii?)g; julio - diciembre (6) 86.73 %
6 Sef;iiﬁzre gg?% junio - diciembre (7) 84.63 %
Resumen 2 Sefcttii‘gf:'e 38;2;2 junio - diciembre (6) 87.18%

Tabla 7.5: Meses punta y meses arriba del 5% de incidencia de dengue, para un perfodo par.

La Tabla muestra un resumen de la informacién acerca de los porcentajes
mensuales para los periodos pares. Los meses punta han sido los mismos en todos
los periodos pares: septiembre y octubre. Los porcentajes alcanzados en los meses
punta en el periodo 2 son similares a los alcanzados en los meses punta del periodo
4, los cuales son cercano o estéan arriba del 21 %. En cuanto a los meses punta del
periodo 6, aqui hubo una pérdida de porcentaje respecto a los anteriores, al tener
valores cercanos al 15.5% del total.

El rango de meses arriba del 5% fue el mismo en los perfodos 2 y 4, pero se
registra una pérdida del porcentaje de incidencia en este tltimo. En el periodo 6
el rango de meses se amplia, fueron 7; sin embargo, también se puede notar que
en ese entonces se requirieron de mas meses para alcanzar un porcentaje un tanto
cercano al que se tuvo en 6 meses en el periodo 4.
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La Tabla también exhibe los porcentajes mensuales para el periodo resumen
2: Mayo Ano Par - Abril Ano Impar. Este periodo resumen hereda la existencia de
dos meses punta vistos en los periodos pares. La Tabla[7.5 muestra que de acuerdo
con el historial global del comportamiento de los casos de dengue en estos tres
periodos, los meses punta han resultado ser, como era de esperarse, septiembre
y octubre, con porcentajes poco arriba del 20%. También, de este resumen, el
historial del comportamiento de los datos sélo cuenta como meses significativos a
los que estan en el rango de julio a diciembre de un ano par, y juntos acumulan
un porcentaje de incidencia del 87.18 %.

Ademss, en la Tabla es interesante observar que el ultimo mes arriba del 5%
de incidencia en los periodos pares es diciembre, inclusive esta caracteristica es
heredada por el periodo resumen 2.

Localizacién
Perfodo Direccién media muestral § Direccion mediana muestral Direccién modal tedrica
Semana Mes Semana Mes Semana Mes
2 3 Septiembre (4°) 3 Septiembre (4°) 40 Octubre (1%)
4 BH] Septiembre (3°) BH] Septiembre (3°) 3 Septiembre (4°)
6 BH] Septiembre (3°) 3 Septiembre (4°) BH] Septiembre (3°)
Resumen 2 | 38 Septiembre (3°) B} Septiembre (3°) 39-40 | Septiembre (4°) - Octubre (1%)

Tabla 7.6: Semanas a las que apuntan las direcciones media muestral, mediana muestral, y
modal tedrica, y su ubicacién en los meses de un ano normal.

En la Tabla se observa que las semanas a las que apuntan las medidas de
localizacién, en general pueden ser englobadas en el rango de la semana 39 (3“
de septiembre) a la semana 40 (1% de octubre), es decir, de la segunda mitad de
septiembre a principios de octubre. Para los periodos pares 2, 4 y 6, en general, se
puede ver que la semana en la que se alcanza la mitad del total de los casos regis-
trados en un periodo en particular, es decir, la semana a la que apunta la direccion
mediana muestral, serd igual o la inmediata posterior a la semana alrededor de
la cual se concentran las grandes frecuencias de dengue, es decir, la semana a la
cual apunta la direccion media muestral. Lo anterior también sucede con la sema-
na modal, o sea, la semana a la cual apunta la direccion modal estimada por el
modelo ajustado, sera igual o la inmediata posterior a la semana media.

En la Tabla también se tiene que, de acuerdo al historial global del comporta-
miento de los datos en estos tres periodos, el resumen 2 estima que alrededor de la
semana 38, la tercera de septiembre, se han concentrado las mayores frecuencias
de dengue y, ademads, en ella se ha alcanzado la mitad del total de los casos regis-
trados en el resumen. Sin embargo, la mayor frecuencia de dengue se habra dado
entre la semana 39, la cuarta de septiembre, y la 40, la primera de octubre.
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Distribucién (en sentido antihorario)
Periodo De la antimoda a la moda Del cero a la moda
Probabilidad | Complemento | Probabilidad | Complemento
2 0.5512 0.4488 0.5461 0.4539
4 0.5469 0.4531 0.5317 0.4683
6 0.5 0.5 0.4705 0.5295
Resumen 2 0.5510 0.449 0.5382 0.4618

Tabla 7.7: Distribucién de probabilidad calculada de la antimoda a la moda, y de la cero a la
moda, recorriendo el circulo en sentido antihorario.

La Tabla ofrece la probabilidad acumulada que se calcula de la direcciéon an-
timoda a la direccién modal, y de la direccién cero a la direccién modal, ambas
recorriendo el circulo en sentido antihorario. Se observa que para los periodos 2
y 4 (inclusive para el periodo resumen 2), los resultados obtenidos de los célculos
con y otro inicio llevan a conclusiones que van en el mismo sentido, y esto es por-
que el arco corto que separa al cero de la antimoda no acumula mucha masa de
probabilidad.

Calcular la probabilidad acumulada de la direcciéon cero a la moda, equivale a
calcular la probabilidad de registrar al menos un caso de dengue entre el principio
de mayo hasta la semana modal. Para los periodos 2 y 4, se concluye que habia
mas posibilidad de incidencia del principio del periodo hasta la semana modal.
Esto refleja la caracteristica de sesgo en sentido horario de estos dos periodos.

En el periodo 2, se esperaba que de la primera semana de mayo hasta la sema-
na modal (semana 40) se hubiese registrado casi un 55% del total real para ese
periodo. En el periodo 4, se esperaba que de la primera semana de mayo hasta
la semana modal (semana 39) se hubiese registrado hasta un 53 % del total. Sin
embargo, para el periodo 6, se llega a una conclusion en el sentido inverso al que
se habia llego en los dos periodos anteriores, y es que aqui, se esperaba que de la
semana primera semana de mayo hasta la semana modal (38) se hubiese registrado
casi un 47 % del total, es de decir, hay mas posibilidad de incidencia a partir de la
semana modal o después de ella hasta el final del periodo.

Hay que notar que, en el caso del periodo 5, los resultados que se obtienen al medir
la distribucién de la antimoda a la moda, estan de acorde a la caracteristica de
simetria reflexiva que se contempla en el modelo ajustado para los datos de ese
periodo, sin embargo, estos resultados cambian cuando se calcula la distribucién
del cero a la moda, pues el arco corto que separa a la antimoda del cero ahora
aporta un masa de probabilidad pequena, pero considerable.

De acuerdo con el historial global del comportamiento de los datos para los periodos
2,4y 6, el resumen 2 estima que se espera hasta un 54 % del total del total, de la
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primera semana de mayo hasta la moda que podria darse alrededor de las semanas
39 y 40.

7.3. Sobre la temporada de lluvias

Las lluvias y la migracién son los principales factores de incidencia de dengud]
Aqui, se analizard el comportamiento de las precipitaciones que se dan mensual-
mente en el rango de mayo 2009 a mayo 2015, y su posible efecto sobre el com-
portamiento de los casos de dengue registrados en los periodos de estudio que se
han considerado. Los valores de precipitacién mensual que se han utilizado para
dicho andlisis, se han obtenido de acuerdo con la informacién histérica recabada
por la Comisién Nacional del Agua (CONAGUA), y que es presentada a través
del Servicio Meteorolégico Nacional (SMN )P

La Tabla del Apéndice [A] muestra los niveles de precipitacién mensual en
milimetros (mm) y también los porcentajes mensuales del total real de incidencia
de dengue, obtenidos para los seis periodos de estudio mayo - abril anuales. Se ha
calculado la media global de los niveles de precipitaciéon que se han dado de enero
del 2004 a la fecha, junio del 2015, y ha dado como resultado el valor de 83.5326
mm al mes. Se han considerado como “grandes niveles” o “valores considerables”
de precipitacion a los valores que estan arriba de la media global, o los que estan
relativamente cerca de ella, y se han marcado con rojo en esta Tabla. En abril de
2010 se ha dado un precipitacion de 53.8 mm, pero también se ha marcado con rojo
porque hay un salto considerable respecto a lo que se tenia un mes antes, es decir,
en marzo de 2010 con 11.4 mm; un argumento analogo se ha utilizado para el valor
de mayo de 2013 (72.5 mm) con respecto a abril de 2013 (37 mm). También se ha
marcado con rojo el valor de 71 mm obtenido en mayo de 2012 pues se presenta
entre meses en los que se registran valores de precipitacion muy por arriba de la
media; un argumento analogo se ha utilizado para el valor de diciembre de 2013
(69.1 mm).

La Figura [7.2] muestra graficados los valores de precipitacién de enero de 2009 a
junio de 2015. Es evidente la existencia de ciclos con periodicidad de 12 meses, de
hecho, en general, se puede observar que precisamente mayo se encuentra entre los
primeros dos meses en los que se registra una precipitacién arriba o muy cercana

L“Lluvias riegan’ el dengue” http://sipse.com/milenio/precipitaciones-empeoran—-el-
panorama-del-dengue-en-yucatan-54134.html

“CONAGUA. Temperaturas y Lluvia. http://smn.cna.gob.mx/index.php?option=com_
content&view=article&id=12&Itemid=77


http://sipse.com/milenio/precipitaciones-empeoran-el-panorama-del-dengue-en-yucatan-54134.html
http://sipse.com/milenio/precipitaciones-empeoran-el-panorama-del-dengue-en-yucatan-54134.html
http://smn.cna.gob.mx/index.php?option=com_content&view=article&id=12&Itemid=77
http://smn.cna.gob.mx/index.php?option=com_content&view=article&id=12&Itemid=77
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a la media, o bien, en los que se empieza a percibir un franco crecimiento de los
niveles de precipitacion.
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Figura 7.2: Valores de precipitacién pluvial (mm) entre enero de 2004 y junio de 2015. La media
global que se obtiene en este lapso es de 83.5326 mm.

A fin de tener una forma de comparacién, los niveles de precipitacion pluvial que
se han observado en la Figura y los casos de dengue mensuales que se han
observado en la Figura [2| de la Introduccion, se han estandarizado, es decir, a cada
valor de un respectivo conjunto de datos se le ha restado su media y a esta diferencia
se le ha dividido entre su desviacién estandar. El resultado de este procedimiento
se resume en la grifica de valores estandarizados de la Figura[7.3] En esta gréfica
podemos observar que hay un desfase entre los ciclos de precipitacion pluvial y los
de casos de dengue registrados. Por ende, hay un desfase entre los grandes valores
de precipitacién y las grandes frecuencias de incidencia de dengue.

La Tabla ademas de los grandes niveles de precipitacion marcados en rojo,
ofrece los porcentajes mensuales del total de incidencia arriba del 5% marcados
de amarillo. Es evidente un desfase entre las grandes precipitaciones y los grandes
porcentajes de incidencia. De manera global, hay un desfase de entre 1 y 3 meses
hacia adelante de los grandes porcentajes con respecto a los grandes niveles de
precipitacion. Este desfase es razonable, pues obedece a la proliferacién de criaderos
de mosquito, al tiempo de incubacion del vector Aedes aegypti y al tiempo de
propagacién de la enfermedad que tiene que pasar, una vez iniciadas las grandes
precipitaciones, y antes de registrar numerosos casos de dengue.

Al observar la Figura [7.3]y el comportamiento observado en la Tabla se pue-
de inferir que, si bien la forma de la distribucién de los casos de dengue no esta
determinada totalmente por la forma de la distribucion de los niveles de precipita-
cién, los grandes niveles de precipitacién si influyen en la ocurrencia de las grandes
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Figura 7.3: Comparacién entre los valores estandarizados de la precipitacion pluvial mensual y
los casos mensuales de dengue, que se presentan entre enero de 2009 a junio de 2015.

frecuencias de casos registrados en un periodo en particular. Las precipitaciones
arriba de la media global no influyen en el niimero de casos de lo que es conside-
rado una frecuencia elevada, pero si en terminar de manera relativa qué es una
frecuencia elevada y qué es una frecuencia baja en un periodo particular.

Anual Periodos de estudio
Ano | Suma | Promedio | Periodo | Suma |Promedio | Rango de Suma Promedio
meses altos | meses altos | meses altos
2009 | 736.3 61.3583 1 793 66.0833 5 568 113.600
2010 | 1071.6 | 89.3000 2 1077.5 | 89.7917 6 960.6 160.100
2011 | 972.8 81.0667 3 1061.5 | 88.4583 5 797.7 159.540
2012 | 9482 79.0167 4 864.9 72.0750 7 827.2 118.171
2013 | 1418.8 | 118.2333 5 1454.4 | 121.2000 9 1393.9 154.878
2014 | 1148.1 | 95.6750 6 1129.3 | 94.1083 6 944.5 157.417

Tabla 7.8: Valores de precipitacion,
periodo de estudio.

en milimetros (mm), obtenidos de manera anual y por

A continuacién se analizara el efecto de las precipitaciones en la incidencia de
dengue en cada periodo de estudio. Se empezara con los periodos impares y luego
los periodos pares. En todo momento se estara tomando en cuenta las Tablas

vyAg



7.3. SOBRE LA TEMPORADA DE LLUVIAS 167

En los periodos impares

En el periodo de estudio 1 hubo un rango de 6 meses, junio - noviembre del 2009,
en el que se presentaron grandes niveles de precipitacion; s6lo en un mes intermedio
hubo un caso atipico de nivel bajo de precipitacion (octubre del 2009 con 39 mm).
A partir de junio del 2009, tuvieron que pasar dos meses mas para que en agosto
del 2009 se tuviera un porcentaje esperado arriba del 5% del total de incidencia
de dengue; de hecho, de manera paralela, hubo un rango de 6 meses, agosto 2009
- enero 2010, arriba del 5% de incidencia.

En el periodo 3 se tuvo un rango de 5 meses en que se registraron niveles de
precipitacion arriba de la media, junio - octubre de 2011; de junio de 2011 tuvieron
que pasar 3 meses para tener un mes arriba del 5 % de porcentaje esperado del total
de incidencia, en septiembre de 2011. Paralelamente, hubo un rango de 5 meses
con arriba del 5% de incidencia, septiembre 2011 - enero de 2012. Sin embargo,
desde febrero de 2011 hasta julio del mismo ano se tuvieron porcentajes abajo del
1%, para luego en agosto de 2011 tener un porcentaje de 1.1533 %, lo cual es mds
del doble de lo que se tenia un mes antes, en julio (0.4228 %); dos meses antes de
agosto, ya se tenian registros de grandes niveles de precipitacién en junio, por ende
se podria decir que el efecto de las lluvias se da en realidad en 6 meses, agosto -
enero, solo que en 5 de ellos se tienen porcentajes relativamente altos de incidencia.
La aparente compactacion de los altas frecuencias en cinco meses obedece a causas
externas a las lluvias. Aunque los grandes niveles de precipitacion se dan en 5
meses, el total de precipitacion ocurrida en ellos, de 797.7 mm, es suficiente para
tener un efecto de seis meses en la incidencia de dengue, y este valor representa un
incremento de cerca del 40.44 % respecto a la cantidad de precipitacién acumulada
en los meses de grandes valores en el periodo 1 (6 meses con 568 mm).

De acuerdo con lo observado en los periodos 1 y 3, cuando se esperaba registrar
el primer valor alto de precipitaciéon en junio, en el periodo 5 esto no es asi, se
adelanta un mes y sucede en mayo de 2013; y no sélo eso, sino que el rango de
meses con altas precipitaciones se incrementa a 9. Sin embargo, el efecto de las
lluvias en la incidencia de dengue sigue sucediendo dos meses después del mes
de inicio del rango de grandes precipitaciones; julio es el primer con porcentaje
arriba del 5% de incidencia y, por ende, el rango de meses con porcentajes altos
de incidencia también se adelanta, un mes, y aumenta a 7 meses, julio 2013 - enero
2014.

De hecho, el periodo 5 es el mas lluvioso con un acumulado de 1454.4 mm de
precipitacién, segin la informacién de la Tabla [7.8 Uno podria pensar que a
mayor lluvia, mayor casos de dengue, pero en el caso del estado de Yucatan esto no
se cumple y este periodo es un claro ejemplo. Consideremos el periodo inmediato
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anterior, el periodo 4, se puede observar que esta entre los periodos menos lluviosos,
con un acumulado de 864.9 mm, y que también estd entre los periodos con més
casos de reportados, con un total de 4833; en el periodo 5 se tuvieron 2822 casos
registrados, es decir, del periodo 4 al 5 hubo un una reduccion del 41.61 % de los
casos registrados pero un incremento del 68.16 % en la precipitacién. La reduccién
de los casos de dengue en el periodo 5 con respecto a los anteriores (a pesar de ser
un periodo muy lluvioso), podria deberse al posible incremento de programas de
prevencion y lucha antivectorial que se dan en este periodo, y posiblemente meses
antes, o bien, a una forma mas eficaz de llevar a cabo los programas que ya se
tienen establecidos.

Durante el periodo 5, el efecto de baja concentracion, cercano a un comportamien-
to de dispersiéon, podria explicarse por dos sucesos: la ampliacién del rango de
meses con grandes porcentajes esperados del total, y el descenso en los niimeros de
casos de dengue que conforman las grandes frecuencias. En cuanto a la ampliacién
del rango de meses con porcentajes significativos de incidencia, esto es producto
de que el rango de meses con grandes precipitaciones también se amplia. En am-
bos casos, la ampliacién se presenta al contemplar meses proximos al inicio del
periodo, que no se habian contemplado como meses significativos de precipitacion
o de incidencia en los periodos impares anteriores, por ejemplo, el mes de mayo en
el caso de las precipitaciones o el mes de julio en el caso de la incidencia (ver Tabla
, y observar los periodos impares); al adelantarse las grandes precipitaciones,
entonces se empiezan a tener numerosos casos de dengue antes, y esto contribuye
a la dispersion de los datos. Las grandes frecuencias en este periodo estan confor-
madas por nimeros de casos de dengue mucho menores a los niimeros de casos que
conforman las grandes frecuencias en los periodos 1 y 3; el descenso de los nime-
ros casos de dengue que conforman las grandes frecuencias provoca que la masa de
probabilidad, considerablemente concentrada alrededor de la direccion media en
los periodos impares anteriores, escape en ambas direcciones, hacia los extremos,
y ello hace que se le asigne un porcentaje mayor a los ultimos y primeros meses
del periodo, sin que eso signifique necesariamente un aumento extraordinario del
niumero de casos de dengue en ellos. La dispersion de los datos es lo que provoca
la perdida de punta del modelo ajustado en su representacién polar, y que el valor
maximo de la densidad se reduzca considerablemente al observar la representacién
lineal del modelo.

Sin embargo, la forma simétrica de la distribucion en el periodo 5 obedece princi-
palmente a la reduccién de casos de dengue en las grandes frecuencias; esta baja
en el nimero de casos registrados ejerce un efecto de reescalamiento de las frecuen-
cias, lo que provoca a su vez un efecto de simetria en los datos del periodo 5. La
reduccién de los casos no es atribuible a las lluvias, es decir, depende de factores
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externos a ellas, pues se sabe que este periodo ha sido el mas lluvioso.

En los periodos pares

En el periodo 2, sucede que las grandes precipitaciones empiezan un mes antes del
inicio de este periodo de estudio, es decir, en abril del 2010 se registra un valor
considerable de precipitacion. Hubo un rango de 6 meses, abril - septiembre del
2010, con altos valores de precipitacién. A partir de abril de 2010, tuvieron que
pasar tres meses mas para que en julio del 2010 se tuviera un porcentaje arriba del
5% del total de incidencia. De manera paralela, hubo un rango de 6 meses, julio -
diciembre del 2010, arriba del 5% de incidencia.

En el periodo 4, sucede un comportamiento similar al visto en el periodo 2. Las
grandes precipitaciones empiezan en abril de 2012, es decir, un mes antes del inicio
de este periodo de estudio. Hay un rango de 7 meses, abril - octubre del 2012, con
altos valores de precipitacion. A partir de abril de 2012, tuvieron que pasar tres
meses mds para que en julio del 2012 se tuviera un porcentaje arriba del 5%
del total de incidencia. De manera paralela, hubo un rango de 6 meses, julio -
diciembre del 2012, arriba del 5 % de incidencia. Aunque el rango de meses en este
periodo es de 7, el acumulado de precipitacion en estos meses, 827.2 mm, es menor
al acumulado en el rango de 6 meses en el periodo 2, de 960.6 mm; sin embargo,
este valor de precipitacion es suficiente para tener a la par un rango de 6 meses de
casos de altas frecuencias de dengue.

De acuerdo con lo observado en los periodos 2 y 4, cuando se esperaba registrar el
primer valor alto de precipitacién en abril, en el periodo 6 esto no es asi, sucede
un mes después, en mayo de 2014; y no sélo eso, sino que el rango de meses con
alta precipitacion se reduce a 5 meses, ademas de que el efecto de las lluvias en la
incidencia de dengue se da el mes inmediatamente después del inicio del rango de
altas precipitaciones, en junio, el cual es el primero con porcentaje arriba del 5%
de incidencia. El rango de meses con porcentajes altos de incidencia aumenta a 7
meses, junio - diciembre 2014.

Durante el periodo 6, la cantidad numerosa de meses con grandes porcentajes
de incidencia no es explicada por el rango de grandes precipitaciones, pues éste
inclusive se reduce. Tanto el efecto de dispersiéon como la forma un tanto simétrica
de la distribucion obedece principalmente a que las grandes frecuencias en este
periodo estan conformadas por ntimeros de casos de dengue mucho menores a los
nimeros de casos que conforman las grandes frecuencias en los periodos 2 y 4,
inclusive al compararlas con las de los periodos impares; esta baja del nimero de
casos ejerce un efecto de reescalamiento que provoca a su vez un efecto de simetria
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en los datos de este periodo. Al mismo tiempo, el efecto de reescalamiento provoca
que la masa de probabilidad, concentrada alrededor de la direcciéon media en los
periodos pares anteriores, escape hacia los extremos, y ello hace que se le asigne
un porcentaje del total mayor a los ultimos y primeros meses del periodo, sin que
eso signifique necesariamente un aumento extraordinario del numero de casos de
dengue en ellos. Todo ello conlleva a que la cima plana del modelo ajustado en su
representacion polar se prolongue aun mas, y que el valor maximo de la densidad
se reduzca considerablemente al observar la representacion lineal del modelo.

7.4. Conclusiones generales

En cuanto a los aspectos técnicos del presente trabajo, se concluye que la familia
de distribuciones flexibles propuesta por |Jones y Pewsey (2012), las distribuciones
Inversas Batschelet, se ajustan razonablemente bien a los datos de incidencia en
cada periodo de estudio. Modelos completos y submodelos (entre ellos la distri-
bucién von Mises) pertenecientes a esta familia han resultado ser los mejores al
modelar la incidencia de dengue en un periodo mayo-abril anual.

También, si se consideran periodos de estudio mayo-abril anuales, definiéndolos a
partir de ano 2009, se tendra que en los llamados periodos impares se observaran
caracteristicas tales como que los datos de incidencia exhibirdan sesgo en sentido
antihorario o bien simetria reflexiva con respecto a la direcciéon media, ademés
de contar con un mes “punta” que concentrard el mayor porcentaje de inciden-
cia. En los llamados periodos pares, se observaran caracteristicas tales como que
los datos de incidencia exhibiran sesgo en sentido horario o bien simetria reflexi-
va con respecto a la direccién media, ademas de contar con dos meses “punta’
cuyos respectivos porcentajes de incidencia diferiran entre si de a lo més un pun-
to porcentual, y que juntos concentraran el mayor porcentaje de incidencia en el
periodo.

Con base en los pasados resultados, y en muchos otros presentados a lo largo de
este trabajo de investigacion, se han encontrado ciertas similitudes en el compor-
tamiento de la incidencia de dengue, que se exhiben si se estudia este fenémeno
considerando periodos mayo-abril anuales, y que sugieren la existencia de un apa-
rente dualidad en el comportamiento de la incidencia de dengue en Yucatan, de
acuerdo con los registros de la Direccién General de Epidemiologia. Es decir, pa-
reciera que existiesen dos estructuras de comportamiento de la incidencia que se
presentan cada dos periodos mayo-abril anuales; se tiene uno en los periodos im-
pares, y otro en los periodos pares. Al menos, este aparente comportamiento dual
se exhibe en los seis periodos mayo-abril anuales que se han considerado en es-
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te trabajo de investigacion. Sin embargo, seria muy aventurado afirmar que este
comportamiento dual sea definitivo, es decir, que se espere se presente en todos los
periodos mayo-abril anuales venideros, pues estas caracteristicas de similitud entre
unos y otros periodos podrian depender de manera directa del efecto de la accion
del hombre sobre la incidencia de dengue, al implementar o dejar de implementar
programas de prevencion y lucha antivectorial en lugares y periodos determinados,
al incremento o disminucién de estos programas, o bien, a la mejora o empeora-
miento en la forma de llevar a cabo estos programas de manera eficaz (aunque es
de esperase que en la actualidad estos programas no disminuyan o empeoren sino
todo lo contrario).

De la Figura de la Seccion se observa que un periodo impar determinado
registra més casos de dengue que el periodo par inmediato (observar los valores de
los periodos 1y 2,3y 4,y 5y 6). Inclusive, al comparar las tablas descriptivas
y (ver Capitulo @ de los periodos resumen 1y 2, respectivamente, el resumen
de los periodos impares, el 1, registra mas casos de dengue que el resumen de
los periodos pares, el 2. De hecho, de la Tabla del Apéndice [A] si se observa
los porcentajes de incidencia que se tienen para el mes de octubre, uno de los
dos meses con mayor porcentaje de incidencia en general, se encontrara que dicho
porcentaje en este mes es mayor en los periodos impares que en los periodos pares,
y es que, en efecto, octubre es el mes “punta” en los periodos impares, es decir, el
de mayor porcentaje de incidencia. Con estas nuevas observaciones, una vez mas,
se exhibe que hay una claro comportamiento dual de la incidencia de dengue que
se presenta, como ya se ha dicho, cada dos periodos mayo-abril anuales y que se
exhibe, al menos, para los seis periodos considerados en este estudio. Mas atn,
hay indicios de que esta aparente dualidad ya se ha observado con anterioridad
pues, en el caso del dengue, “esporadicamente, cada dos o tres anos, vamos a ver un
repunte de casos” Hsegﬁn asegura el infectologo Carlos Machain Williams, profesor
investigador del Centro de Investigaciones Regionales “Dr. Hideyo Noguchi” de la
Universidad Auténoma de Yucatan. Lo anterior estd de acorde con lo observado
en los periodos impares, con respecto a que uno en particular presenta un mayor
registro de los casos de dengue, si se le compara con el periodo par inmediato.
En resumen, si estas estructuras de comportamiento no son definitivas, cuando se
presenten, se espera que lo hagan de manera ocasionalmente cada dos o tres anos,
segun asegura Machin Williams.

Habra que tener muy en cuenta los demés periodos mayo-abril anuales venideros,
para poder observar si esta aparente dualidad en el comportamiento de incidencia
de dengue se mantiene o bien, se observan cosas distintas producto de la accién

3En guardia por el zika: file:///C:/Users/Miguel/Downloads/En%20guardia%20por
20e1%20zika’20-%20Dengue_E1%20Diario20de’20Yucat/%C3%A1n19n0ov2015.html


file:///C:/Users/Miguel/Downloads/En%20guardia%20por%20el%20zika%20-%20Dengue_El%20Diario%20de%20Yucat%C3%A1n19nov2015.html
file:///C:/Users/Miguel/Downloads/En%20guardia%20por%20el%20zika%20-%20Dengue_El%20Diario%20de%20Yucat%C3%A1n19nov2015.html
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del hombre sobre la incidencia.

Por lo pronto, en el periodo mayo-abril anual més proximo, es decir, el periodo
7 definido como mayo de 2015-abril de 2016, de acuerdo con el resumen de la
informacion que se tiene para los periodos impares a través del periodo resumen
1 (ver Seccién del Capitulo @, se espera: que sea el rango de meses entre
septiembre y diciembre el que concentre los mayores ntimeros semanales de casos
de dengue, que los datos semanales exhiban sesgo en sentido antihorario o simetria
reflexiva con respecto a la direcciéon media, que los datos se concentren alrededor
de una semana préxima a la 45 (la primera de noviembre), que la semana que
registre el mayor nimero de casos sea una que incluya los ultimos dias de octubre
o los primeros dias de noviembre, y que sea octubre el mes con el mayor niimero
de casos de dengue registrados, con hasta un 25.71 % del total de incidencia en el

periodo (ver Tabla del Apéndice [A).

7.5. Trabajos futuros

Debido a las similitudes observadas entre los denominados periodos impares y los
pares, es menester seguir muy de cerca lo que acontezca en los futuros periodos
mayo-abril anuales considerados durante y después del 2015. Esto a fin de confirmar
la aparicién de dos estructuras de dengue subyacentes en los registros de los casos
de dengue que se tienen para el estado de Yucatan, segtin la Direccién General de
Epidemiologia.

Ademas, seria interesante observar si estas estructuras pudiesen ser modeladas
siguiendo una misma familia de distribuciones circulares (como la familia de dis-
tribuciones flexibles Inversa Batschelet). Si es asi, entonces analizar los parametros
que gobiernan la distribucién para un periodo mayo-abril anual y compararlos con
los correspondientes a los otros periodos, podria dar pie a exhibir posibles rela-
ciones funcionales entre estos parametros, y asi poder hacer predicciones a futuro
acerca del comportamiento de la incidencia de dengue.

También, hay una invitacion para repetir los calculos de los estimadores de ve-
rosimilitud de los pardmetros de los modelos von Mises, Jones-Pewsey e Inversa
Batschelet (con base von Mises), tomando las consideraciones necesarias para da-
tos agrupados en las funciones computacionales que hacen estos célculos (Pewsey
et all [2013), a fin de confirmar que los resultados arrojados serdn cercanos a los
aqui obtenidos, esto derivado de la gran cantidad de datos y de intervalos de clase
con los que se ha trabajado.

Ademas, existen pruebas de uniformidad que consideran una alternativa general
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y no solo una unimodal como la prueba de Rayleigh. Estas pruebas reciben el
nombre de omnibus tests y algunas de ellas, como la prueba V,, de Kuiper y la
U? de Watson, poseen versiones modificadas para su uso con datos agrupados
(Mardia y Jupp), [1999). Serfa interesante implementar estas pruebas junto con sus
respectivas modificaciones para datos agrupados y comparar sus resultados con los
aqui obtenidos utilizando solo la prueba de Rayleigh.
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Numeraciéon | Orden de aparicién | Nimero de dias | Semana ubicada en los meses de | Meses que abarca
en el calendario | acumulados un anio normal (no bisiesto)
gregoriano

1 18 7 30 abril - 6 mayo abril - mayo

2 19 14 7-13 mayo

3 20 21 14 - 20 mayo

4 21 28 21-27 mayo

5 22 35 28 mayo - 3 junio mayo - junio

6 23 42 4-10 junio

7 24 49 11-17 Jjunio

8 25 56 18- 24 junio

9 26 63 25 junio - 1 julio junio - julio

10 27 70 2-8 julio

11 28 7 9-15 julio

12 29 84 16 - 22 julio

13 30 91 23-29 julio

14 31 98 30 julio - 5 agosto julio - agosto

15 32 105 6-12 agosto

16 33 112 13-19 agosto

17 34 119 20 - 26 agosto

18 35 126 27 agosto - 2 septiembre agosto - septiembre

19 36 133 3-9 septiembre

20 37 140 10 - 16 septiembre

21 38 147 17 - 23 septiembre

22 39 154 24 - 30 septiembre septiembre

23 40 161 1 - 7 octubre octubre

24 41 168 8-14 octubre

25 42 175 15-21 octubre

26 43 182 22 - 28 octubre

27 44 189 29 octubre - 4 noviembre octubre - noviembre

28 45 196 5-11 noviembre

29 46 203 12-18 noviembre

30 47 210 19-25 noviembre

31 48 217 26 noviembre - 2 diciembre noviembre - diciembre

32 49 224 3-9 diciembre

33 50 231 10 - 16 diciembre

34 51 238 17-23 diciembre

35 52 246 24 - 31 diciembre

36 1 253 1 -7 enero enero

37 2 260 8-14 enero

38 3 267 15-21 enero

39 4 274 22 - 28 enero

40 5 281 29 enero - 4 febrero enero - febrero

41 6 288 5-11 febrero

42 7 295 12 - 18 febrero

43 8 302 19 - 25 febrero

44 9 309 26 febrero - 4 marzo febrero - marzo

45 10 316 5-11 marzo

46 11 323 12 - 18 marzo

47 12 330 19 - 25 marzo

48 13 337 26 marzo - 1 abril marzo - abril

49 14 344 2-8 abril

50 15 351 9-15 abril

51 16 358 16 - 22 abril

52 17 365 23-29 abril

Tabla A.1: Ubicacién de las semanas de un periodo de estudio mayo-abril anual en el calendario
gregoriano para una ano normal (no bisiesto).
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Orden de | Representante | Representante | Mayo | Mayo | Mayo | Mayo | Mayo | Mayo | Mayo | Mayo
aparicién | semanal semanal 2009 - | 2010 - | 2011 - | 2012 - | 2013 - | 2014 - | Impar- | Par -
en el ca- | (grados) (radianes) Abril | Abril | Abril | Abril | Abril | Abril | Abril | Abril
lendario 2010 2011 2012 2013 2014 2015 Par Impar
gregoriano
18 2.95890411° 0.051642619 5 7 3 29 9 4 17 40
19 9.863013699° 0.172142063 6 8 4 29 13 11 23 48
20 16.76712329° 0.292641507 8 7 3 19 10 6 21 32
21 23.67123288° 0.413140952 8 5 4 36 21 0 33 41
22 30.57534247° 0.533640396 12 10 3 38 23 9 38 57
23 37.47945205° 0.65413984 15 9 4 36 11 6 30 51
24 44.38356164° 0.774639284 12 6 3 67 26 9 41 82
25 51.28767123° 0.895138729 17 10 4 42 18 8 39 60
26 58.19178082° 1.015638173 15 20 3 36 29 15 47 71
27 65.09589041° 1.136137617 13 30 4 107 38 22 55 159
28 72° 1.256637061 12 39 5 180 18 42 35 261
29 78.90410959° 1.377136506 11 49 8 56 50 22 69 127
30 85.80821918° 1.49763595 7 85 15 153 52 28 74 266
31 92.71232877° 1.618135394 18 95 6 123 54 22 78 240
32 99.61643836° 1.738634838 18 88 19 165 55 27 92 280
33 106.5205479° 1.859134283 37 80 13 130 82 25 132 235
34 113.4246575° 1.979633727 32 84 35 161 84 32 151 277
35 120.3287671° 2.100133171 62 114 27 286 97 18 186 418
36 127.2328767° 2.220632615 95 85 57 191 96 25 248 301
37 134.1369863° 2.34113206 125 0 144 357 107 33 376 390
38 141.0410959° 2.461631504 166 125 134 261 74 17 374 403
39 147.9452055° 2.582130948 218 106 219 229 87 38 524 373
40 154.8493151° 2.702630392 304 114 286 182 129 25 719 321
41 161.7534247° 2.823129837 227 111 393 174 117 22 737 307
42 168.6575342° 2.943629281 231 69 490 227 177 35 898 331
43 175.5616438° 3.064128725 218 83 515 206 136 40 869 329
44 182.4657534° 3.184628169 218 153 686 206 87 38 991 397
45 189.369863° 3.305127614 191 86 326 238 141 18 658 342
46 196.2739726° 3.425627058 158 91 449 177 129 31 736 299
47 203.1780822° 3.546126502 124 76 426 191 82 20 632 287
48 210.0821918° 3.666625946 163 59 379 30 103 14 645 103
49 216.9863014° 3.787125391 125 60 308 30 131 37 564 127
50 223.890411° 3.907624835 113 15 431 87 85 11 629 113
51 230.7945205° 4.028124279 62 16 233 48 67 17 362 81
52 238.1917808° 4.157230827 63 9 326 48 62 10 451 67
1 245.5890411° 4.286337374 12 1 49 1 1 4 62 6
2 252.4931507° 4.406836818 56 11 169 23 14 1 239 35
3 259.3972603° 4.527336262 44 2 120 25 14 4 178 31
4 266.3013699° 4.647835707 48 12 136 25 46 13 230 50
5 273.2054795° 4.768335151 85 7 97 18 27 8 209 33
6 280.109589° 4.888834595 54 6 92 20 37 5 183 31
7 287.0136986° 5.009334039 45 1 76 12 26 6 147 19
8 293.9178082° 5.129833484 30 5 43 25 36 5 109 35
9 300.8219178° 5.250332928 22 4 57 19 25 6 104 29
10 307.7260274° 5.370832372 21 2 52 20 25 2 98 24
11 314.630137° 5.491331816 14 0 42 16 20 4 76 20
12 321.5342466° 5.611831261 2 4 25 20 15 6 42 30
13 328.4383562° 5.732330705 13 4 29 5 5 5 47 14
14 335.3424658° 5.852830149 8 3 11 11 6 1 25 15
15 342.2465753° 5.973329593 7 4 34 6 8 11 49 21
16 349.1506849° 6.093829038 8 1 27 8 6 3 41 12
17 356.0547945° 6.214328482 16 0 20 4 11 9 47 13
3594 2071 7044 4833 2822 830 13460 | 7734

Tabla A.2: Representantes angulares para las semanas de un periodo de estudio mayo - abril
anual. Para un periodo particular, se exhiben las frecuencias de casos de dengue semanales, segin
la DGE y contemplando las consideraciones hechas en la Seccién También se exhiben las
frecuencias de los dos restiimenes de datos Mayo Afio Impar - Abril Ano Par, y Mayo Afio Par -
Abril Afio Impar.



.
178 APENDICE A. TABLAS
Modelos para el periodo mayo - abril
Periodo Parametros Inversa Batschelet von Mises sesgada Inversa Batschelet Jones-Pewsey von Mises
Simétrica
1 v 0.06834066 0.0365793 0 0
A 0.3231239 0 0.2927446 0
13 3.141593 3.141593 3.074718 o
K 1.633167 1.750218 1.631359 1.55327 1.744845
I 3.071628 3.140074
P -0.4776594 0
. -4807.958 -4857.68 -4827.102 -4818.764 -4864.515
AIC 9623.916 9721.36 9660.204 9643.528 9733.029
BIC 9648.664 9739.921 9678.765 9662.089 9745.403
2 v -0.1938533 -0.3333831 0 0
A -0.2857464 0 -0.3051598 0
£ 2.29223 2.119792 2.532583 1
K 2.088345 1.784457 2.104757 2.076395 1.769665
I 2.543854 2.553416
2] 0.243294 0
1 o -2748.52 -2774.396 -2752.45 -2768.181 -2784.977
AIC 5505.04 5554.791 5510.901 5542.362 5573.953
BIC 5527.583 5571.699 5527.808 5559.27 5585.225
3 v 0.5074749 0.4991516 0 0
A 0.1031728 0 0.1027011 0
13 4.217897 4.206759 3.430241 1
K 2.218277 2.337744 2.117545 2.037716 2.221853
1 3.426034 3.451379
P -0.1554874 0
. -8172.019 -8183.845 -8414.455 -8406.852 -8426.114
AIC 16352.04 16373.69 16834.91 16819.7 16856.23
BIC 16379.48 16394.27 16855.49 16840.28 16869.95
4 v -0.2054774 -0.2036836 0 0
A -0.03759723 0 -0.03434725 0
£ 2.19966 2.201661 2.474367 I
K 1.540041 1.522607 1.531182 2.037716 1.515572
o 3.426034 2.47632
] -0.1554874 0
1 o -6930.155 -6930.971 -6942.955 -8406.852 -6943.552
AIC 13868.31 13867.94 13891.91 13892.89 13891.1
BIC 13894.24 13887.39 13911.36 13912.34 13904.07
5 v -0.04474859 -0.032749 0 0
A 0.0434742 0 0.0314053 0
13 2.865702 2.879542 2.924136 1
K 1.184241 1.193051 1.186378 1.180146 1.19285
m 2.922824 2.922138
0] -0.06048432 0
. -4393.796 -4394.138 -4394.156 -4394.13 -4394.348
AIC 8795.592 8794.276 8794.312 8794.26 8792.695
BIC 8819.372 8812.112 8812.148 8812.095 8804.585
6 v -0.1293235 -0.2867141 0 0
A -0.274895 0 -0.2890412 0
£ 2.324011 2.158657 2.462044 I
K 1.027045 0.9665705 1.029367 1.028588 0.9620456
m 2.472272 2.479446
P 0.3812923 0
1 o -1356.715 -1360.511 -1356.948 -1359.508 -1361.825
AIC 2721.429 2727.022 2719.896 2725.017 2727.649
BIC 2740.315 2741.186 2734.06 2739.181 2737.092
Resumen v 0.2971027 0.274622 0 0
ano A 0.2241965 0 0.2078794 0
impar & 3.720231 3.690173 3.25632 1
- K 1.659224 1.759545 1.644426 1.586268 1.736479
ano n 3.258377 3.285394
par 2] -0.314453 0
1 e -18063.79 -18148.32 -18186.37 -18180.48 -18258.16
AIC 36135.57 36302.64 36378.75 36366.96 36520.32
BIC 36165.6 36325.16 36401.27 36389.48 36535.33
Resumen v -0.2096247 -0.2235167 0 0
ano A -0.1187337 0 -0.1317068 0
par 13 2.223296 2.205966 2.49067 o
- K 1.57123 1.509348 1.571206 1.563596 1.502219
ano I 2.494843 2.499243
impar P 0.1137855 0
. -11115.78 -11129.23 -11133.99 -11143.18 -11149.66
AIC 22239.55 22264.46 22273.99 22292.36 22303.32
BIC 22267.37 22285.32 22294.85 22313.22 22317.23

Tabla A.3: Resumen de los cédlculos hechos para cada modelo circular ajustado en un periodo
de estudio mayo-abril anual.
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Estadisticos descriptivos circulares

Periodo 0 R by Qs

(1) Mayo 2009 - (3.1396,3.1406) (0.6351,0.6670) (-0.134,-0.0968) (0.2999,0.3467)
Abril 2010 3.1401 0.6510 -0.1154 0.3233

(2) Mayo 2010 - (2.5527,2.5541) (0.6387,0.6732) (0.0106,0.056) (0.1529,0.2081)
Abril 2011 2.5534 0.6559 0.0333 0.1805

(3) Mayo 2011 - (3.4511,3.4517) (0.7219,0.7401) (-0.1266,-0.1052) (0.3559,0.3869)
Abril 2012 3.4514 0.7310 -0.1159 0.3714

(4) Mayo 2012 - (2.4758,2.4768) (0.5860,0.6138) (0.0196,0.0503) (0.1852,0.2235)
Abril 2013 2.4763 0.5999 0.0349 0.2043

(5) Mayo 2013 - (2.9213,2.9230) (0.4897,0.5311) (-0.0157,0.031) (0.1262,0.1758)
Abril 2014 2.9221 0.5104 0.0076 0.151

(6) Mayo 2014 - (2.4775,2.4813) (0.3929,0.4713) (-0.0244 0.0662) (-0.0086,0.0855)
Abril 2015 2.4794 0.4321 0.0209 0.0384
Mayo ano impar - (3.2851,3.2857) (0.6413,0.6575) (-0.0774,-0.0588) (0.2907,0.3136)
Abril ano par 3.2854 0.6494 -0.0681 0.3022
Mayo ano par - (2.4988,2.4997) (0.5859,0.6074) (0.0199,0.0443) (0.1651,0.195)
Abril ano impar 2.4992 0.5966 0.0321 0.1801

Tabla A.4: Intervalos del 95 % de confianza para los estadisticos descriptivos circulares 6, R, b, y
as para cada periodo de estudio. Abajo de cada intervalo, est4 el estimado puntual del respectivo

estadistico.
Pardametros

Periodo & K v A
(1) Mayo 2009 - (3.0067,3.2765) (1.5655,1.7008) (-0.0108,0.1475) (0.2598,0.3864)
Abril 2010 3.1416 1.6332 0.0683 0.3231
(2) Mayo 2010 - (2.1168,2.4677) (1.9333,2.2434) (-0.3305, -0.0572)  (-0.3601,-0.2113)
Abril 2011 2.2922 2.0883 -0.1939 -0.2857
(3) Mayo 2011 - (-2.1311,-1.9995)  (2.1431,2.2934)  (0.4659,0.5491) (0.0616,0.1447)
Abril 2012 -2.0653 2.2183 0.5075 0.1032
(4) Mayo 2012 - (2.0860,2.3133) (1.4757,1.6044) (-0.2872,-0.1237) (-0.0952,0.0200)
Abril 2013 2.1997 1.5400 -0.2055 -0.0376
(5) Mayo 2013 - (2.7211,3.0103) (1.1160,1.2525) (-0.1485,0.0590) (-0.0596,0.1466)
Abril 2014 2.8657 1.1842 -0.0447 0.0435
(6) Mayo 2014 - (1.9205,2.7275) (0.8964,1.1577) (-0.4936,0.2349) (-0.4596,-0.0902)
Abril 2015 2.3240 1.0270 -0.1293 -0.2749
Mayo ano impar - (-2.6223,-2.5036) (1.6232,1.6952) (0.2604,0.3338) (0.1904,0.2580)
Abril afio par -2.5630 1.6592 0.2971 0.2242
Mayo ano par - (2.1315,2.3151) (1.5174,1.6251) (-0.2784,-0.1408) (-0.1633,-0.0741)
Abril ano impar 2.2233 1.5712 -0.2096 -0.1187

Tabla A.5: Intervalos del 95% de confianza para los pardmetros &, x,v y A del modelo Inversa
Batschelet Completo (base von Mises) que se ajusta para cada periodo de estudio. Abajo de cada
intervalo estd el estimado puntual del respectivo parametro.
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Parametros

Periodo £ K v A

(1) Mayo 2009 - Abril 2010 3.1416 1.6332 0.0683 0.3231

(2) Mayo 2010 - Abril 2011 2.2922 2.0883 -0.1939 -0.2857

(3) Mayo 2011 - Abril 2012 4.2179 2.2183 0.5075 0.1032

(4) Mayo 2012 - Abril 2013 2.2017 1.5226 -0.2037 0

(5) Mayo 2013 - Abril 2014 2.9221 1.1929 0 0

(6) Mayo 2014 - Abril 2015 2.4620 1.0293 0 -0.2890

Mayo ano impar - Abril ano par 3.7202 1.6592 0.2971 0.2242

Mayo ano par - Abril afio impar 2.2233 1.5712 -0.2096 -0.1187

Tabla A.6: Estimados de maxima verosimilitud de los pardmetros &, x, v y A del modelo Inversa
Batschelet (base von Mises). Estos pardmetros han dado el mejor ajuste para cada periodo de

estudio.
Periodos
Mes | 1: Mayo 2009 - Abril 2010 2: Mayo 2010 - Abril 2011 3: Mayo 2011 - Abril 2012 4: Mayo 2012 - Abril 2013
% % acumulado % % acumulado % % acumulado % % acumulado
Mayo 1.2654 1.2654 1.4365 1.4365 0.6091 0.6091 2.5807 2.5807
Junio 1.6689 2.9343 3.8600 5.2965 0.4020 10111 4.7495 7.3393
Julio 3.1354 6.0697 9.5236 14.8201 0.4228 1.4339 9.3508 16.6900
Agosto 7.0214 13.0911 16.9167 317368 1.1533 2.5872 16.1467 32.8368
Septiembre 15.6471 28.7382 52,0655 81298 10.7170 54.2504
Octubre 57.6798 74.5270 26.3034 37,0204 75.6529
Noviembre 21.3631 79.0429 15.8042 90.3312 (5.4705 12.8511 88.5040
Diciembre 10.6839 89.7268 6.7086 97.0398 18.2267 83.6972 5.5636 94.0676
Enero 5.0083 04.7351 1.5977 98.6374 9.1014 92.7986 21734 96.2410
Febrero 2.3956 97.1307 04511 99,0885 3.9844 96.7830 1.1312 97.3722
Marzo 1.6520 98.7827 0.3600 99,4485 2.1656 98.9486 1.149 98.5217
Abril 1.2173 100.0000 0.5515 100.0000 1.0514 100.0000 14783 100.0000
Periodos
Mes | 5: Mayo 2013 - Abril 2014 6: Mayo 2014 - Abril 2015 RI1: Mayo Impar - Abril Par | R2: Mayo Par - Abril Impar
% % acumulado % % acumulado % % acumulado % % acumulado

Mayo 2.1653 2.1653 38192 3.8192 1.1345 11345 24819 2.4819
Junio 3.2005 5.3658 6.6785 10.4977 1.0765 22111 4.8438 7.3057
Julio 5.9710 11.3368 11.2967 21.7944 1.6766 3.8876 9.7023 17.0280
Agosto 10.8912 22,2280 14.8721 36.6665 4.2903 8.1779 16.1416 33.1697
Septiembre 16.2835 38.5114 52,44 121879 20.3658 53.4615
Octubre 58.3873 67.7551 46.0780 74.3009
Noviembre 16.6941 75.0814 12.3375 80.0926 24.1901 70.2681 13.9524 88.2533
Diciembre 11.3749 86.4563 8.3565 884491 14.5615 84.8296 6.2535 94.5069
Enero 6.2820 92.7382 46335 93.0826 7.5921 924217 2.1923 96.6992
Febrero 3174 95.9096 24791 95.5617 37228 96.1445 1.0055 97.7048
Marzo 2.2693 981788 2.1190 97,6807 2.304 98.5369 0.9814 98.6862
Abril 1.8212 100.0000 2.3193 100.0000 14631 100.0000 1.3138 100.0000

Tabla A.7: Porcentajes mensuales de registrar al menos un caso de incidencia de dengue, cal-
culados usando los modelos circulares de probabilidad ajustados en cada periodo de estudio.
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Periodo Ano Mes Precipitaciéon % de incidencia
(mm)
2009 Mayo 32.8 1.2654
2009 Junio 1.669
2009 Julio 3.1354
2009 Agosto 7.0214
2009 | Septiembre 15.6471
1 2009 Octubre 39.9 28.9416
2009 | Noviembre | [[IINIBEEEE 21.3631
2009 Diciembre 46.4 10.6839
2010 Enero 26.4 5.0083
2010 Febrero 14.3 2.3956
2010 Marzo 11.4 1.6520
2010 Abril 1.2173
2010 Mayo 1.43648
2010 Junio 3.8600
2010 Julio 9.5236
2010 Agosto 16.9167
2010 | Septiembre 20.9287
> 2010 Octubre . 21.8615
2010 Noviembre 15.8042
2010 Diciembre 6.7087
2011 Enero 1.5977
2011 Febrero 0.4511
2011 Marzo 24.6 0.36
2011 Abril 4.8 0.55147
2011 Mayo 10.1 0.6091
2011 Junio 0.4020
2011 Julio 0.4228
2011 Agosto 1.1533
2011 Septiembre 8.1298
3 2011 Octubre 26.3034
2011 Noviembre 28.4501
2011 Diciembre 18.2267
2012 Enero 9.1014
2012 Febrero 3.9844
2012 Marzo . 2.1656
2012 Abril 1.0514
2012 Mayo 2.5897
2012 Junio 4.7495
2012 Julio 9.3508
2012 Agosto 16.1467
2012 | Septiembre 21.4156
4 2012 Octubre 21.4005
2012 Noviembre 12.8511
2012 Diciembre 15.4 5.5636
2013 Enero 56.7 2.1734
2013 Febrero 12.8 1.1312
2013 Marzo 10.7 1.1495
2013 Abril 37 1.4783
2013 Mayo 2.1653
2013 Junio 3.2005
2013 Julio 5.9710
2013 Agosto 10.8912
2013 | Septiembre 16.2835
5 2013 Octubre 19.8759
2013 Noviembre 16.6941
2013 Diciembre 11.3749
2014 Enero 6.2820
2014 Febrero 31 3.1714
2014 Marzo 10.5 2.2693
2014 Abril 19 1.8212
2014 Mayo 3.8192
2014 Junio 6.6785
2014 Julio 11.2967
2014 Agosto 14.8721
2014 | Septiembre 15.5760
6 2014 Octubre 15.5127
2014 Noviembre 36 12.3375
2014 Diciembre 14.8 8.3565
2015 Enero 46.9 4.6335
2015 Febrero 43.5 2.4791
2015 Marzo 32.5 2.1190
2015 Abril 11.1 2.3193

Tabla A.8: Comparacién entre los niveles de precipitaciéon y los porcentajes de posibilidad de
registrar al menos un caso de dengue.
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DE ESTUDIO

DIAGRAMA CIRCULAR
MAYO 2009 - ABRIL 2010
Total = 3594
Moda = 304, 12 semana octubre
Direccion moda = 154.8493°
- - Direccion mediana = 175.5616°
— Direccién media = 179.913°

(1)

DIAGRAMA CIRCULAR
MAYO 2011 -~ ABRIL 2012
ol -

* semana noviembre
Direccién moda = 162 46575

L Do medtna SaoR T

— Direccion media = 197.7495°

(3)

DIAGRAMA CIRCULAR

MAY‘O 2010 - ABRIL 2011
otal =

Moda 153 semana octubre-noviembre

Direccin moda = 182.4657°

Direccion mediana 7.9452°

Direccion media = 146.2999°

DIAGRAMA CIRCULAR
MAYO 2012 - ABRIL 2013
LA

%7 semana septiembre
Direccion moda = 134.1369°
Direccion mediana = 141 8827°
Direccion media = 141.0411°

(4)

DIAGRAMA CIRCULAR
MAYO 2013 ABRIL 2014
Total =
Moda = 177 32 semana octubre
Direccion moda = 168.657
- - Direccién mediana = 168. 5575°
— Direccion media = 167.4262°

(5)

DIAGRAMA CIRCULAR
MAYO 2014 ~ ABRIL 2015
Total =

Nioda = 49, 28 semana julio
Direccion moda = 72°

Direccion mediana = 147.9452°
Direccién media = 142.0618°

(6)

Figura B.1: Diagramas circulares que incluyen las direcciones moda, media y mediana mues-
trales de los 6 periodos de estudio mayo - abril anuales: (1) 2009 - 2010, (2) 2010 - 2011, (3) 2011
2012, (4) 2012 - 2013,(5) 2013 - 2014, (6) 2014 - 2015
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DIAGRAMA DE ROSA DIAGRAMA DE ROSA
MAYO 2009 - ABRIL 2010 MAYO 2010 - ABRIL 2011

(1) (2)

DIAGRAMA DE RO!

SA
DIAGRAMA DE ROSA -
MAYO 2011 - ABRIL 2012 MAYO 2012 - ABRIL 2013

DIAGRAMA DE ROSA DIAGRAMA DE ROSA
MAYO 2013 - ABRIL 2014 MAYO 2014 - ABRIL 2015

(5) (6)

Figura B.2: Diagramas de rosa de los 6 perfodos de estudio mayo - abril anuales: (1) 2009 -
2010, (2) 2010 - 2011, (3) 2011 - 2012, (4) 2012 - 2013, (5) 2013 - 2014, (6) 2014 - 2015
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Figura B.3: Histogramas lineales de los 6 periodos de estudio mayo - abril anuales considerados:
(1) 2009 - 2010, (2) 2010 - 2011, (3) 2011 - 2012, (4) 2012 - 2013, (5) 2013 - 2014, (6) 2014 -

2015.
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DIAGRAMA CIRCULAR

MAYO 2010 - ABRIL 2011
DIAGRAMA CIRCULAR — Direccion media = 146.2999°
MAYO 2009-ABRIL 2010 -~ Direccion modal tedrica = 153.5491°

— Direccion media=179.913°

-- Moda Teérica=172.1688°

(1)

DIAGRAMA CIRCULAR DIAGRAMA CIRCULAR
MAYO 2012 - ABRIL 2013

A i 20 e — Direccion media = 141.8827°

- - Direccion modal tedrica = 183.5154° -~ Direccién modal tedrica = 149.4863°

DIAGRAMA CIRCULAR DIAGRAMA CIRCULAR
MAYO 2013 - ABRIL 2014 MAYO 2014 - ABRIL 2015
— Direccién media = 167.4262° —— Direccion media = 142.0

618°
- - Direccion media tedrica = 141.0647°

(5) (6)

Figura B.4: Diagramas circulares que incluyen la forma polar de la distribucién, la direccion
media muestral y la direccién modal tedrica de los 6 periodos de estudio mayo - abril anuales:
(1) 2009 - 2010, (2) 2010 - 2011, (3) 2011 - 2012, (4) 2012 - 2013, (5) 2013 - 2014, (6) 2014 - 2015
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Incidencia de dengue mayo 2009-abril 2010 Incidencia de dengue mayo 2010 — abril 2011
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Figura B.5: Histogramas lineales con inicio en la direccién cero que incluyen las representaciones
lineales de las distribuciones de los 6 perfodos de estudio mayo - abril anuales: (1) 2009 - 2010,
(2) 2010 - 2011, (3) 2011 - 2012, (4) 2012 - 2013, (5) 2013 - 2014, (6) 2014 - 2015.
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Figura B.6: Histogramas lineales con inicio en un punto conveniente que incluyen las represen-
taciones lineales de las distribuciones de los 6 perfodos de estudio mayo - abril anuales: (1) 2009
- 2010, (2) 2010 - 2011, (3) 2011 - 2012, (4) 2012 - 2013, (5) 2013 - 2014, (6) 2014 - 2015.
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Figura B.7: Comparacién entre los diagramas circulares, de rosa y los histogramas lineales del
periodo resumen 1, a la izquierda, y el periodo resumen 2, a la derecha.
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DIAGRAMA CIRCULAR RESUMEN
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Figura B.8: Comparacién entre las distribuciones en su forma polar y lineal (con histogramas
cortados una en un punto ideal y la otra en cero) del periodo resumen 1, a la izquierda, y el

periodo resumen 2, a la derecha.
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Figura B.9: Histogramas lineales anuales de casos de dengue semanales: (1) para 2009, (2) para

2010, (3) para 2011, (4) para 2012, (5) para 2013, (6) para 2014.
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Apéndice C

Consideraciones con respecto a la
base de datos

Sobre 2009

En el caso del ano 2009, la semana epidemilégica 1 abarca del 3 al 9 de enero, y la
semana 1 ubicada en el calendario gragoriano abarca de 1 al 7 de enero. A partir
de aqui, se puede ver habra un desfase hacia adelante de dos dias, de una semana
epidemildgica en este ano con respecto a su semana analoga gregoriana. Todos las
semanas epidemilogicas aqui tienen un lapso de 7 dias.

Sobre 2010

El caso del ano 2010, ocurre el mismo suceso que en el afo anterior, o sea, la
semana epidemiolégica 1 abarca del 3 al 9 de diciembre, y por ende, se tiene un
desfase de dos dias hacia adelante de todas las demas semanas epidemiolégicas.

Sobre 2011

En el ano 2011 hay que tener en cuenta las siguientes consideraciones:

1. En las semanas epidemioldgicas de la 1 hasta la 16, hay un desfase de un dia
hacia adelante con respecto a sus semanas analogas gregorianas; por ejemplo,
la semana epidemilégica 1 abarca del 2 al 8 de enero, y la 16, abarca 17 al
23 de abril.
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7.
8.

La semana epidemioldgica 17 abarca diez dias, del 24 abril al 3 de mayo.

. Las semanas epidemiolégicas de la 18 a la 25, tienen un desface hacia adelante

de 4 dias.

La semana epidemiologica 26, del 30 de junio al 5 de julio, cuanta con 6 dias.

. Las semanas epidemioldgicas de la 27 a la 49, tienen un desfase hacia adelante

de 4 dias.
La semana epidemioldgica 50, del 14 al 22 de diciembre, tiene 9 dias.
La semana epidemioldgica 51, tiene un desfase hacia adelante de 6 dias.

La semana epidemioldgica 52 tiene 2 dias, 30 y 31 de diciembre.

Con el fin de evitar un desfase dréastico de las semanas epidemilégicas de la 17 a
la 52, se han hecho las siguientes acciones:

1.

Considerando que las semanas epimiolégicas de la 17 a la 27 forman parte
del grupo de frecuencias bajas, pues el total de casos de dengue que estas
semanas registran en conjunto es de 35 (de un total de 6 032), lo anterior
permite redefinir éstas y modificar los casos de dengue ocurridos en ellas, con
el fin de reducir el desfase en las semanas epidemilégicas con mucho mayor
frecuencia. La semana epidemioldgica 17, abarcara del 24 al 26 de abril (3
dias) y se ha puesto tenga cero casos de dengue. Las semanas epidemioldgicas
posteriores, de la 18 a la 27, abarcardn 7 dias (empezando con una del 27
de abril al 3 de mayo, y terminando con otra del 29 de junio al 5 julio). De
acuerdo a la tendencia en los datos reales, a todas estas semanas se les ha
puesto que los nimeros 3 y 4, de forma alternada, sean los casos registrados
en ellos, como una forma de compensar y equilibrar. Estas nuevas semanas
epidemioldgicas, con estas caracteristicas, siguen sumando en total 35 casos.

Las semanas epidemioldgicas de la 27 a la 50, se han renombrado y ahora
pasan a ser las semanas epidemiologicas de la 28 a la 51.

Las semanas epidemioldgicas 51 y 52, ahora formardan una sola semana epi-
demioldgica, la 51. Aqui, se han sumado los casos de ambas semanas.

Con todas estas acciones se ha conseguido que el desfase de una semana epide-
mioldgica en particular, respecto a su equivalente gregoriano, sea de a lo mas tres

dias.



195

Sobre 2012

En el ano 2012 hay que tener en cuenta las siguientes consideraciones:

1.

10.

11.

Los primeros 8 informes semanales no tienen especificado el lapso de tiem-
po para el cual hace referencia la informacién que contienen. Estos reportes
solo se hacen llamar literalmente “semana epidemioldgica 17, “semana epide-
mioldgica 27, y asi, hasta la “semana epidemioldgica 8”.

La semana epidemioldgica 9 presenta un desfase hacia atras de 4 dias con
respecto a su equivalente gregoriano.

Las semanas epidemioldgicas de la 10 a la 13, presentan todas desfaces de 5
dias hacia atras.

. La semana 14, del 28 de marzo al 2 de abril, solo tiene 6 dias.

Las semanas epidemiolégicas 15 y 16 presentan ambas desfases de 6 dias
hacia atréas.

La semanas epidemioldgicas 17, del 17 al 24 de abril, y 18, del 25 de abril al
1 de mayo, ambas cuentan con 8 dias.

. Las semanas epidmioldgicas de la 19 a la 41, presentan todas un desfase de

5 dias hacia atras.
La semana 42, del 10 al 15 de octubre, solo tiene 6 dias.

Las semanas epidemiolégicas de la 43 a la 48, presentan todas un desfase de
6 dias hacia atras.

La semana epidemioldgica 49, del 27 de noviembre al 10 de diciembre, tiene
14 dias.

Las semanas epidemiolégicas 50, 51 y 52, presentan todas un desfase de un
dia hacia adelante.

Con el fin de evitar un desfase drastico en la mayoria de las semanas epidemiol6gi-
cas, se han tomado las siguientes acciones:

1.

2.

De acuerdo a la tendencia de valores semanales relativamente grandes que
se trafa desde finales de 2011, el informe de la semana epidemiolégica 1, con
cero casos repotados, no se ha tomado en cuenta en este estudio.

Las semanas epidemioldgicas de la 2 a la 48, se han renombrado y ahora
pasan a ser las semanas epidemioldgicas de la 1 a la 47.
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3. La semana epidemiologica 49, de catorce dias y con 60 casos reportados,
se ha dividido en dos y ha dado lugar a lo que seran las nuevas semanas
epidemioldgicas 48 y 49; la primera abarcara del 27 de noviembre al 3 de
diciembre, y la segunda del 4 al 10 de diciembre. A ambas semanas se les ha
asignado el mismo numero de casos, es decir 30, que es la mitad de los casos
reportados.

4. La semanas epidemildgicas 50, 51 y 52 permanecen sin cambios.

Con todas estas acciones se ha conseguido que el desfase de una semana epide-
miolégica en particular, respecto a su equivalente gregoriano, sea de a lo mas tres
dias (en la mayoria de los casos serd de dos).

Sobre 2013

Todas las semanas epidemioldgicas de este ano presentan el mismo lapso de tiempo
que sus equivalentes gregorianos. Excepto la semana epidemiolégica 52, la cual sélo
tiene 7 dias y abarca del 24 al 30 de diciembre, es decir, no incluye al dia 31.

Sobre 2014

La semana epidemioldgica 1 abarca del 1 al 6 de enero, es decir, sélo cuenta con
6 dias. Esto provoca que todas las demas semanas del ano estén desfasadas un
dia, hacia atras, de su equivalente gregoriano. La semana epidemilégica 52 abarca
del 23 al 29 de diciembre. Sin embargo, para este afio se incluye una semana
“epidemiologica 53”7, que abarca del 30 de diciembre de 2014 al 5 de enero de
2015, y que solo presenta 4 casos reportados de dengue.

Sobre 2015

Para este ano, sélo han servido los informes hasta la semana epidemiolédgica 16.

La semana epidemilégica 1 barca hasta el 12 de enero. Lo anterior hace que todas
las demas semanas epidemioldgicas estén desfasadas 5 dias hacia adelante respecto
de sus analogos gregorianos.

Para evitar un desfase drastico, se han tomado las siguientes acciones:

1. Las semana epidemiolégica 53 del 2014 (con 4 casos reportados), que contiene
los 1ltimos 2 dias de dicho ano, y los 5 primeros dias de enero de 2015, al
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tener mas dias de este ultimo ano, se ha tomado como la nueva semana
epidemiologica 1.

2. La semana epidemiolégica 2 se ha redefinido, como la que abarca del 6 al 12
de enero, y se ha impuesto tenga 1 caso de dengue.

3. Las semanas epidemioldgicas de 2 al 16, se han renombrado y ahora pasan a
ser las semanas epidemioldgicas del 3 al 17.

Con todas estas acciones se ha conseguido que el desfase de una semana epide-
mioldgica, respecto a su analogo gregoriano, sea de dos dias.



APENDICE C. CONSIDERACIONES CON RESPECTO A LA BASE DE
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