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Introducción

Este trabajo de tesis relaciona dos temas de gran importancia en la teoŕıa de Probabi-
lidad y Estad́ıstica; las distribuciones eĺıpticas y las leyes infinitamente divisibles.

La familia de distribuciones eĺıpticas surge de la idea de extender la distribución normal
multivariada a distribuciones que conserven algunas de sus propiedades más importantes,
como la cerradura bajo aditividad, condicionamiento y marginalización [16], por mencio-
nar algunas. Su nombre proviene de que, en caso que exista la densidad, ésta tiene curvas
de nivel con forma de elipsoides en Rn.

Desde la primera presentación de esta familia hecha por Kelker [6] ha habido un desa-
rrollo constante en la investigación sobre las propiedades y aplicaciones de este tipo de
distribuciones. Se pueden encontrar aplicaciones de las distribuciones eĺıpticas en diver-
sas áreas, por ejemplo en teoŕıa de portafolios [15], en el análisis estad́ıstico de datos
direccionales [11], en series de tiempo financieras [3] y en general para construir modelos
estad́ısticos en los que el supuesto de normalidad no se satisface.

Las propiedades de las distribuciones eĺıpticas se definirán a partir de su relación con
otra familia de distribuciones, llamadas distribuciones esféricas. Las distribuciones esféri-
cas cumplen la propiedad de ser simétricas bajo cierta transformación que se definirá mas
adelante, de esta simetŕıa se derivan sus demás propiedades.

Otro concepto fundamental para el desarrollo de esta tesis es el introducido en 1929
por Bruno De Finetti [5], llamado divisibilidad infinita. Un vector aleatorio se dice que
es infinitamente divisible si su distribución se puede expresar como la distribución de
una suma de n vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.),
para cualquier entero positivo n. Las distribuciones infinitamente divisibles son de interés
ya que forman una generalización del Teorema de Ĺımite Central, la generalización se
obtiene al relajar las condiciones impuestas en dicho teorema, por ejemplo no considerar
la condición de varianza finita para los vectores i.i.d.

Por otro lado, las distribuciones infinitamente divisibles están ı́ntimamente relaciona-
das con los procesos de Lévy (procesos con incrementos independientes y estacionarios).
Para ser precisos, la colección de todas las distribuciones infinitamente divisibles están
en relación uno a uno con la colección de todos los procesos de Lévy, ver por ejemplo
[20]. Más aun, a partir de la función caracteŕıstica de un vector infinitamente divisible es
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posible encontrar una terna (A, ν, γ) que caracteriza de manera única al proceso de Lévy
correspondiente.

Algunas de las subfamilias de distribuciones eĺıpticas de mayor interés desde el punto
de vista teórico como aplicado según Jensen [14] y presentadas con mayor detalle por Fang
[16] son:

1. Normal Multivariada.

2. Estable.

3. Uniforme Multivariada.

4. Loǵıstica.

5. Tipo Kotz.

6. Pearson tipo VII.

7. t Multivariada.

8. Pearson tipo II.

9. Mezcla Normal Varianza.

El objetivo de este trabajo es probar la propiedad de divisibilidad infinita para estas
distribuciones, esto es de interés por diversas razones. Desde el punto de vista teórico,
conocer cuáles distribuciones eĺıpticas son infinitamente divisibles nos puede ayudar a crear
nuevas distribuciones eĺıpticas con esta propiedad. Por otro lado, desde el punto de vista
práctico la motivación surge de la gran cantidad de aplicaciones que se han encontrado en
diversas áreas de las ciencias para los procesos de Lévy y de la relación ya mencionada entre
las distribuciones infinitamente divisibles y los procesos de Lévy. Además, conocer que una
distribución es infinitamente divisible nos permite hacer inferencia sobre los parámetros
del proceso de Lévy correspondiente.

Este mismo objetivo ya ha sido trabajado anteriormente por algunos autores para cier-
tas subfamilias, por ejemplo en [18] se presenta la primera prueba de divisibilidad infinita
para la distribución t multivariada, al igual que su correspondiente representación de Lévy.
Algunas de estas distribuciones se conoce desde hace tiempo que son infinitamente divisi-
bles (ver [20]), como es el caso de las distribuciones Normal y Estable.

La tesis está estructurada como sigue. En el primer caṕıtulo se presentan las definiciones
y resultados sobre las distribuciones eĺıpticas y la divisibilidad infinita que serán de utilidad
en los caṕıtulos posteriores. En el segundo caṕıtulo se definen cada una de las distribuciones
listadas anteriormente junto con sus propiedades más importantes. Finalmente, en el tercer
caṕıtulo se prueba la propiedad de divisibilidad infinita en cada una de las distribuciones,
haciendo uso de los resultados obtenidos en el primer y segundo caṕıtulo.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Notación

En este trabajo de tesis se utilizarán negritas para representar vectores (usualmente
en Rn) y mayúsculas para denotar aleatoriedad. Las letras griegas serán la excepción,
proporcionando su dimensión al momento en que se utilicen.

X : Vector aleatorio en Rn.

X′ : Transpuesta del vector X.

|x| : Norma del vector x = (x1, ..., xn)′ dada por |x| = (x2
1 + · · ·+ x2

n)1/2.

Sn−1 : Esfera unitaria definida como Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1}.

r(A) : Rango de la matriz A.

O(n) : Conjunto de matrices ortogonales de n× n.

1A : Función indicadora del conjunto A.

F : Función de distribución o distribución.∫
Rn dF (x) : Integral múltiple con respecto a la distribución F.

F ∗G(t) : Convolución de las medidas F y G, definida como
F ∗G(t) =

∫∞
−∞ F (t− x)dG(x).

ψ(t) : Función Caracteŕıstica en Rn.
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 2

<(z) : Parte real de z ∈ C.

Γ(z) : Función gamma de parámetro z ∈ C definida como
Γ(z) =

∫∞
0
tz−1e−tdt, (<(z) > 0).

B(α, β) : Función beta de parámetros α, β ∈ C definida como

B(α, β) = 2
∫ π/2

0
(sen θ)2α−1(cos θ)2β−1dθ, (<(α),<(β) > 0).

a[k] : Śımbolo de Pochhammer, definido como a[k] = Γ(a+k)
Γ(a)

, a ∈ C, k entero

no negativo.

X
d
= Y : Igualdad en distribución de los vectores aleatorios X y Y.

A continuación se presentarán los conceptos y resultados más importantes que se uti-
lizan en el desarrollo de la tesis.

1.2. Distribuciones Esféricas

La función caracteŕıstica es un elemento que se estará utilizando constantemente du-
rante la tesis ya que permite probar propiedades distribucionales del vector de manera
más fácil que al utilizar la función de distribución.

Definición 1.2.1. (Función Caracteŕıstica) La función caracteŕıstica de un vector
aleatorio X∈ Rn con distribución F , es una función ψ : Rn → C definida como:

ψ(t) := E[eit
′X] =

∫
Rn

eit
′xdF (x).

Algunas de sus propiedades elementales son las siguientes:

1. La función caracteŕıstica siempre existe y satisface |ψ(t)| ≤ ψ(0) = 1, para toda
t ∈ Rn.

2. Si Xi tiene función caracteŕıstica ψi, i = 1, 2 y X1,X2 son independientes, entonces
la función caracteŕıstica de X1 + X2 es el producto ψ1(t)ψ2(t).

3. La función caracteŕıstica de un vector aleatorio determina de manera única su dis-
tribución.

Estas y otras propiedades se pueden consultar en [20].

Observación 1.2.1. Se utilizará la notación ψX(t) para referirse a la función caracteŕıstica
del vector aleatorio X.

Dado que la distribución uniforme juega un papel importante en las propiedades de
las distribuciones esféricas, la definimos a continuación.
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Definición 1.2.2. (Distribución uniforme en Sn−1) Se dice que U(n) = (U1, ...,Un)′

es un vector aleatorio uniformemente distribuido sobre la esfera unitaria Sn−1 si tiene
función de densidad dada por

fU(n)(x) =
1

Sn
, |x| = 1,

donde Sn = 2πn/2

Γ(n/2)
es el área de la esfera unitaria.

Como se mencionó en la Introducción, las distribuciones eĺıpticas son una generalización
de las distribuciones esféricas, es por esto que se empezará por definir a éstas últimas para
más adelante establecer su relación con las distribuciones eĺıpticas.

Definición 1.2.3. (Distribución esférica) Un vector aleatorio X se dice que tiene
distribución esférica si para cada matriz Γ ∈ O(n),

ΓX
d
= X,

donde O(n) denota al conjunto de matrices ortogonales de n× n.

Observación 1.2.2. Si X es un vector esférico en Rn, escribiremos X ∼ Sn(·).

De la definición anterior se sigue que las distribuciones esféricas son invariantes bajo
tansformaciones ortogonales, geométricamente esto significa que dos vectores con igual
norma tendrán la misma distribución. Además, se verifica que U(n) es esférica, ya que
todos los vectores sobre la esfera unitaria tienen densidad constante.

Definamos a Φn como

Φn = {φ(·) : φ(t21 + · · ·+ t2n) es una función caracteŕıstica n-dimensional}.

Existen definiciones equivalentes para las distribuciones esféricas, en [16] se presentan las
siguientes:

Proposición 1.2.1 ([16], p. 27). Un vector aleatorio X= (X1, . . . ,Xn)′ se dice que tiene
distribución esférica si y sólo si su función caracteŕıstica ψ(t) satisface alguna de las
siguientes afirmaciones equivalentes:

i) Para cada Γ ∈ O(n),
ψ(Γ′t) = ψ(t), t ∈ Rn.

ii) Existe una función escalar φ tal que ψ(t) = φ(t′t), es decir, φ ∈ Φn.

Como se puede notar, la función caracteŕıstica de un vector esférico está determinada
por la función φ de la Proposición 1.2.1 inciso ii), por esta razón φ(·) es llamado el gene-
rador caracteŕıstico de la distribución esférica. Se usará la notación X ∼ Sn(φ) para hacer
referencia al generador caracteŕıstico φ.

Es posible hallar una expresión para φ en términos de la función caracteŕıstica de la
distribución uniforme en Sn−1. Esto se enuncia en el siguiente teorema.
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Teorema 1.2.1 ([16], p. 29). Una función φ ∈ Φn si y sólo si

φ(t) =

∫ ∞
0

Ωn(tr2)dF (r), t ∈ R, (1.1)

donde F es una función de distribución sobre [0,∞) y

Ωn(y′y) =
1

Sn

∫
Sn−1

eiy
′xdx,

es decir, Ωn(t′t) es la función caracteŕıstica de U(n).

El teorema anterior nos proporciona una forma de calcular el generador caracteŕıstico
de una distribución esférica sin la necesidad de calcular su función caracteŕıstica. Además,
nos proporciona la relación entre la distribución F y X y establece la siguiente represen-
tación.

Corolario 1.2.1 ([16], p. 30). Sea φ(t′t) la función caracteŕıstica del vector aleatorio X,
φ ∈ Φn. Entonces X tiene representación estocástica

X
d
= RU(n)

donde R es una variable aleatoria no negativa independiente de U(n), y R ∼ F (r) está re-
lacionada con φ por la relación (1.1).

A la variable aleatoria R del corolario anterior se le llama la variable generadora, a F
la función de distribución generadora y a U(n) la base uniforme de la distribución esférica.

A continuación se enunciarán algunos teoremas que serán de utilidad más adelante, se
presentan sin demostración por no ser de importancia para el objetivo de esta tesis.

Teorema 1.2.2 ([16], p. 30). Suponga que X
d
= RU(n) ∼ Sn(φ) y P (X = 0) = 0, entonces

|X| d= R, X/|X| d= U(n).

Además, |X| y X/|X| son independientes.

Teorema 1.2.3 ([16], p. 20). Sea U(n) = (U1, ...,Un)′, entonces la densidad marginal de
(U1, ...,Uk)

′, k ≤ n, está dada por

Γ(n/2)

Γ((n− k)/2)πk/2

(
1−

k∑
i=1

u2
i

)n−k
2
−1

,

k∑
i=1

u2
i < 1.

Teorema 1.2.4 ([16], p. 31). Sea X = (X1, ...,Xn)′ vector aleatorio. Entonces X tiene
distribución esférica si y sólo si para cualquier a ∈ Rn, se tiene

a′X
d
= |a|X1.
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En general, un vector aleatorio esférico no necesariamente tiene densidad, sin embargo,
de la Proposición 1.2.1 se puede observar que de tenerla, ésta seŕıa de la forma g(x′x) para
cierta función no negativa g(·). A la función g se le llama el generador de densidad de
X, se usará la notación X∼ Sn(g) para referirse a ella. Esta función debe satisfacer la
condición ∫ ∞

0

yn/2−1g(y)dy <∞.

Esta condición se obtiene ya que de otro modo no se podŕıa definir la densidad de la
variable R, esto se aprecia más claramente a partir del siguiente teorema.

Teorema 1.2.5 ([16]). Si X
d
= RU(n) ∼ Sn(g), entonces X tiene generador de densidad

g(·) si y sólo si R tiene densidad f(·) y la relación entre f y g es:

f(r) =
2πn/2

Γ(n/2)
rn−1g(r2). (1.2)

Es de interés dar una expresión de la función caracteŕıstica de un vector con distribución
uniforme en Sn−1. Puesto que esta expresión se encuentra dada en términos de funciones
hipergeométricas, definimos a la función hipergeométrica generalizada como:

pFq(a1, ..., ap; b1, ..., bq; z) =
∞∑
k=0

a
[k]
1 · · · a

[k]
p

b
[k]
1 · · · b

[k]
q

zk

k!
,

donde p, q son enteros positivos y a1, ..., ap, b1, ..., bq, z ∈ C.

En el caso que p = 0, q > 0, la función hipergeométrica generalizada se define como

0Fq(b1, ..., bq; z) =
∞∑
k=0

1

b
[k]
1 · · · b

[k]
q

zk

k!
,

análogamente se define el caso q = 0, p > 0.

El siguiente teorema presenta tres expresiones para la función caracteŕıstica de U(n)

junto con sus demostraciones.

Teorema 1.2.6 ([16], p. 70). Sea Ωn(|t|2), t ∈ Rn la función caracteŕıstica de U(n),
entonces Ωn(|t|2) se puede expresar de las siguientes formas equivalentes:

i) Ωn(|t|2) = 1
B((n−1)/2, 1

2
)

∫ π

0

exp(i|t| cos θ)(sen θ)n−2dθ.

ii) Ωn(|t|2) = Γ(n/2)√
π

∞∑
k=0

(−1)k|t|2k

(2k)!

Γ((2k + 1)/2)

Γ((n+ 2k)/2)
.
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iii) Ωn(|t|2) = 0F1

(
n
2
;− |t|

2

4

)
donde 0F1 es la función hipergeométrica generalizada con

p = 0, q = 1.

Demostración. i) Ya que U(n) es un vector esférico, por el Teorema 1.2.4, tenemos que

t′U(n) d
= |t|U1, U(n) = (U1, ...,Un)′.

Además, del Teorema 1.2.3, la densidad de U1 esta dada por

f(u1) =
Γ(n/2)

Γ((n− 1)/2)
√
π

(
1− u2

1

)n−1
2
−1
, u2

1 < 1.

Por lo tanto,

Ωn(|t|2) = E[exp(it′U(n))] = E[exp(i|t|U1)]

=

∫ 1

−1

exp(i|t|u1)
Γ(n/2)

Γ((n− 1)/2)
√
π

(
1− u2

1

)(n−1)/2−1
du1

=
1

B((n− 1)/2, 1/2)

∫ π

0

exp(i|t| cos θ)(sen θ)n−2dθ.

Para obtener la última igualdad se utiliza el cambio de variable u1 = cos θ, la igualdad
Γ(1/2) = π1/2 y la identidad B(α, β) = Γ(α)Γ(β)

Γ(α+β)
.

ii) Por el inciso i), las identidades B(α, β) = Γ(α)Γ(β)
Γ(α+β)

, Γ(1/2) =
√
π y por la represen-

tación en series de Taylor de f(z) = exp(z), z ∈ C, se tiene

Ωn(|t|2) =
1

B((n− 1)/2, 1/2)

∫ π

0

exp(i|t| cos θ)(sen θ)n−2dθ

=
Γ(n/2)√

πΓ((n− 1)/2)

∫ π

0

∞∑
l=0

(i|t| cos θ)l

l!
(sen θ)n−2dθ

=
Γ(n/2)√

πΓ((n− 1)/2)

∞∑
l=0

∫ π

0

(i|t| cos θ)l

l!
(sen θ)n−2dθ.

Donde el intercambio entre la suma y la integral se obtiene aplicando el teorema de Fubini.
Ahora, por la definición de la función beta y por la periodicidad de las funciones seno y
coseno: ∫ π

0

(sen θ)n−2(cos θ)ldθ =

{
B((n− 1)/2, (l + 1)/2) , si l es par

0 , si l es impar.

Entonces, para l = 2k:

Ωn(|t|2) =
Γ(n/2)√

πΓ((n− 1)/2)

∞∑
k=0

(i|t|)2k

(2k)!
B((n− 1)/2, (2k + 1)/2)

=
Γ(n/2)√

π

∞∑
k=0

(−1)k|t|2k

(2k)!

Γ((2k + 1)/2)

Γ((n+ 2k)/2)
.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 7

iii) La fórmula de duplicación de la función gamma ([24], p. 256) dice que:

Γ(2z) =
1√
2π

22z− 1
2 Γ(z)Γ

(
z +

1

2

)
, z ∈ C, <(z) > 0.

Despejando Γ(z + 1
2
) de la igualdad anterior tenemos

Γ

(
z +

1

2

)
=

√
2πΓ(2z)2

1
2
−2z

Γ(z)
. (1.3)

Por la ecuación (1.3) con z = k

Γ(k + 1/2)√
π(2k)!

=

√
2πΓ(2k)2

1
2
−2k

√
πΓ(k)(2k)!

=
4−k

k!
. (1.4)

Por otro lado, del inciso ii)

Ωn(|t|2) =
Γ(n/2)√

π

∞∑
k=0

(−1)k|t|2k

(2k)!

Γ(k + 1/2)

Γ(n/2 + k)
. (1.5)

Finalmente, sustituyendo la ecuación (1.4) en (1.5)

Ωn(|t|2) =
∞∑
k=0

(−1)k|t|2k

4kk!

Γ(n/2)

Γ(n/2 + k)

=
∞∑
k=0

1

(n/2)[k]

(
−|t|2

4

)k
k!

= 0F1

(
n

2
;
−|t|2

4

)
.

Corolario 1.2.2. Sea X un vector aleatorio con distribución esférica y generador de
densidad g, entonces su generador caracteŕıstico se puede calcular de la siguiente manera

φ(x) = 2πn/2
∫ ∞

0

[
∞∑
k=0

1

Γ(n/2 + k)k!

(
−xr

2

4

)k]
rn−1g(r2)dr.

Demostración. Usando los Teoremas 1.2.1, 1.2.5 y 1.2.6 inciso iii) tenemos que

φ(x) =

∫ ∞
0

Ωn(xr2)dF (r)

=

∫ ∞
0

0F1

(
n

2
;
−xr2

4

)
f(r)dr

=

∫ ∞
0

∞∑
k=0

Γ(n/2)

Γ(n/2 + k)

1

k!

(
−xr2

4

)k
2πn/2

Γ(n/2)
rn−1g(r2)dr

= 2πn/2
∫ ∞

0

[
∞∑
k=0

1

Γ(n/2 + k)k!

(
−xr

2

4

)k]
rn−1g(r2)dr.
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1.3. Distribuciones Eĺıpticas

En esta sección se definen a las distribuciones eĺıpticas, las cuáles se obtienen a partir de
las distribuciones esféricas presentadas en la sección anterior, por lo que las propiedades de
las distribuciones eĺıpticas se derivan de las propiedades estudiadas para las distribuciones
esféricas.

Definición 1.3.1. (Distribución Eĺıptica, [16] p. 31) Un vector aleatorio X ∈ Rn se
dice que tiene distribución eĺıptica con parámetros µ y Σ si

X
d
= µ+ A′Y, Y ∼ Sk(φ),

donde µ es un vector de n × 1, Σ matriz simétrica definida no negativa de n × n con
r(Σ) = k, k ≤ n, A matriz de k × n tal que A′A = Σ.

Observación 1.3.1. Al vector Y de la definición anterior se le llamará el vector esférico
asociado a X. Se escribirá X ∼ ECn(µ,Σ, φ) para denotar un vector eĺıptico con paráme-
tros µ, Σ y φ generador caracteŕıstico del vector esférico asociado Y.

En [16] p. 43 se prueba que Σ, φ y A no son únicos a menos que se imponga la condición
adicional det(Σ) = 1.

Definición 1.3.2. (Definiciones Equivalentes, [16]) Si X ∼ ECn(µ,Σ, φ) con r(Σ)= k
entonces:

i) La función caracteŕıstica de X es de la forma

ψ(t) = eit
′µφ(t′Σt),

para toda t ∈ Rn.

ii) X tiene representación estocástica

X
d
= µ+RA′U(k),

donde U(k) es el vector uniforme en Sn−1, R es una variable aleatoria no negativa
independiente de U(k) y A′A = Σ.

Proposición 1.3.1. ([16], p. 46) Sea X ∼ ECn(µ,Σ,φ), supongamos que X tiene densidad
f , entonces f tiene la forma:

f(x) = Cn|Σ|−1/2g((x− µ)′Σ−1(x− µ)),

donde Cn es la constante de normalización y g(·) es el generador de densidad del vector
esférico asociado a X.
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De la proposición anterior observamos que una condición necesaria para que una dis-
tribución posea densidad es que la matriz Σ debe ser de rango completo. En el caso que X
tenga densidad, se podrá utilizar la notación ECn(µ,Σ, g) en lugar de ECn(µ,Σ, φ) para
hacer referencia a la función g.

La siguiente proposición nos indica que el vector esférico asociado a un vector eĺıptico
es su versión estándar, esto nos será de utilidad más adelante ya que como veremos, para
probar la propiedad de divisibilidad infinita de un vector eĺıptico es suficiente con probar
esta propiedad para su vector esférico asociado.

Proposición 1.3.2. Sea X un vector aleatorio eĺıptico con distribución ECn(µ,Σ, φ), Σ
de rango completo, entonces su vector esférico asociado Y tiene distribución ECn(0, In, φ).

Demostración. Ya que X es un vector eĺıptico, por la Definición 1.3.2 tenemos que

ψX(t) = eit
′µφ(t′Σt).

Tomando µ = 0 y Σ = In:

ψX(t) =φ(t′t).

Pero por definición φ es el generador caracteŕıstico del vector esférico asociado por lo que
φ(t′t) = ψY(t), es decir, Y ∼ ECn(0, In, φ).

1.4. Divisibilidad Infinita

La divisibilidad infinita es una propiedad sumamente estudiada por varias razones.
Teóricamente su importancia radica en su ı́ntima relación con los procesos de Lévy, ya que
como se prueba en [20], si {Xt}t≥0 es un proceso de Lévy en Rn, entonces para cada t,
Xt sigue una distribución infinitamente divisible. Por otro lado, en [9] se menciona que su
aplicación más importante ocurre en la modelación, ya que algunos modelos sólo pueden
ser definidos en términos de distribuciones infinitamente divisibles.

Definición 1.4.1. (Distribución Infinitamente Divisible) Un vector aleatorio X en
Rn es infinitamente divisible si cumple que para cada m = 1, 2, . . . existe una sucesión de
vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos X1,m, . . . ,Xm,m tales que:

X
d
= X1,m + · · ·+ Xm,m. (1.6)

La definición de divisibilidad infinita también se puede dar en términos de la distribu-
ción o de la función caracteŕıstica del vector aleatorio, como vemos a continuación. Sea
X ∈ Rn un vector aleatorio con función de distribución F y función caracteŕıstica ψ(t),
entonces X es infinitamente divisible si y sólo si para cualquier m ∈ N, existe una función
de distribución Fm ∈ Rn tal que:

F = F ∗mm , (1.7)
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donde F ∗mm denota la m-ésima convolución de Fm consigo misma. Además, se dice que X
es infinitamente divisible si y sólo si, para cada m ∈ N, existe una función caracteŕıstica
ψm(t) tal que:

ψ(t) = (ψm(t))m, t ∈ Rn. (1.8)

Observación 1.4.1. Ya que las definiciones anteriores son equivalentes, se utilizará el
término X infinitamente divisible para referirse a (1.6), F infinitamente divisible para
referirse a (1.7) y ψ infinitamente divisible para referirse a (1.8).

La propiedad de divisibilidad infinita también se puede obtener a través del generador
caracteŕıstico de una distribución esférica, los siguientes resultados nos servirán de apoyo
para demostrarlo.

Proposición 1.4.1. Sea X un vector esférico infinitamente divisible, entonces para cada
m ∈ N, los vectores aleatorios Xi,m, i = 1, ...,m como en la Definición 1.4.1 tienen
distribución esférica.

Demostración. Por la definición de vector esférico tenemos que X
d
= ΓX, además ya que

X infinitamente divisible,

X
d
= X1,m + · · ·+ Xm,m

d
= ΓX1,m + · · ·+ ΓXm,m. (1.9)

Ya que Xi,m, i = 1, ...,m son i.i.d., también los vectores ΓX1,m, ...,ΓXm,m lo son. Utilizando
(1.9) tenemos que

ψXi,m
(t) = (ψX(t))1/m = (ψΓX(t))1/m = ψΓXi,m

(t).

Por lo que Xi,m
d
= ΓXi,m para i = 1, ...,m, de aqúı se sigue que cada Xi,m es esférico.

El siguiente teorema nos proporciona una relación entre la divisibilidad infinita de un
vector esférico y la de su generador caracteŕıstico.

Teorema 1.4.1. Sea X = (X1, ...,Xn)′ un vector aleatorio esférico con función carac-
teŕıstica ψ(·) y generador caracteŕıstico φ(·). Si X es infinitamente divisible entonces φ(t2)
es infinitamente divisible.

Demostración. Si X es infinitamente divisible, entonces para cualesquiera m ∈ N, t ∈ Rn,
se tiene

ψ(t) = (ψm(t))m,

con ψm cierta función caracteŕıstica en Rn. Por la Proposición 1.4.1 y ya que X es esférico,
ψm(t) es la función caracteŕıstica de un vector esférico, además por la Proposición 1.2.1
inciso ii) la ecuación anterior es equivalente a

φ(t′t) = (φm(t′t))m, t ∈ Rn. (1.10)
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Donde φm(·) es el generador caracteŕıstico de ψm(·). Tomando t0 = (t, 0, ..., 0)′, t ∈ R
tenemos que

ψ(t0) = E[eitX1 ] = φ(t2),

de aqúı que φ(t2) es una función caracteŕıstica en R, análogamente φm(t2) es una función
caracteŕıstica en R. Utilizando la ecuación (1.10) con t = t0, se cumple que para cualquier
m ∈ N,

φ(t2) = (φm(t2))m, t ∈ R,

por lo que φ(t2) es infinitamente divisible.

Proposición 1.4.2. Sea Σ matriz de n × n con r(Σ) = k, k ≤ n. Si Σ = A′A con A
matriz de k × n, entonces la matriz definida como M = AA′ es invertible.

Demostración. Por propiedades del rango de una matriz (ver [27]) tenemos que si A es
una matriz de k × n entonces

r(A) = r(A′) = r(A′A).

Pero por hipótesis, A′A = Σ y r(Σ) = k por lo que r(A) = k. Además, usando nuevamente
la propiedad del rango para A′ tenemos

r(A′) = r(A) = r(AA′),

por lo que M es una matriz de k×k con r(M) = k, es decir, M es una matriz invertible.

La siguiente proposición demuestra que para probar la divisibilidad infinita de una
distribución eĺıptica es suficiente probar esta propiedad para su distribución esférica aso-
ciada.

Proposición 1.4.3. Sea X ∼ ECn(µ,Σ, φ), Σ de rango k ≤ n, entonces X es infinita-
mente divisible si y sólo si su vector esférico asociado Y ∼ Sk(φ) es infinitamente divisible.

Demostración. Primero supongamos que Y es infinitamente divisible, por lo que para todo
m ∈ N existen vectores aleatorios Y1,m, ...,Ym,m i.i.d. tales que

Y
d
= Y1,m + · · ·+ Ym,m.

Sea A matriz de k × n tal que A′A = Σ, entonces

A′Y
d
= A′Y1,m + · · ·+ A′Ym,m,

de aqúı que

µ+ A′Y
d
=
(
A′Y1,m +

µ

m

)
+ · · ·+

(
A′Ym,m +

µ

m

)
.
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Ya que Y1,m, ...,Ym,m son i.i.d., también lo son los vectores A′Yi,m + µ
m

, i = 1, ...,m.
Además, como Y es el vector esférico asociado a X, se cumple

X
d
= µ+ A′Y.

Tomando Xi,m = A′Yi,m + µ
m

, i = 1, ...,m tenemos:

X
d
= X1,m + · · ·+ Xm,m,

por lo que el vector X es infinitamente divisible.

Si ahora tenemos que X es infinitamente divisible, entonces para toda m ∈ N

X
d
= X1,m + · · ·+ Xm,m. (1.11)

Como Y es el vector esférico asociado a X tenemos que

X
d
= µ+ A′Y. (1.12)

Por la Proposición 1.4.2, la matriz de dimensión k × k dada por AA′ es invertible, por lo
que despejando Y de la ecuación (1.12) y utilizando la igualdad (1.11) obtenemos

Y
d
= (AA′)−1A(X1,m − µ/m) + · · ·+ (AA′)−1A(Xm,m − µ/m).

Tomando Yi,m = (AA′)−1A(Xi,m − µ/m) para i = 1, ...,m se tiene que

Y
d
= Y1,m + · · ·+ Ym,m,

finalmente, como X1,m, ...,Xm,m son i.i.d. entonces también Y1,m, ...,Ym,m lo son, por lo
que Y es infinitamente divisible.

A partir de la siguiente proposición se pueden construir distribuciones esféricas infini-
tamente divisibles tomando una variable aleatoria no negativa R infinitamente divisible.

Proposición 1.4.4. Sea X un vector aleatorio esférico con representación estocástica

X
d
= RU(n). Si la variable R con distribución F es infinitamente divisible, entonces X es

infinitamente divisible.

Demostración. Por el Corolario 1.2.1 tenemos que R y U(n) son independientes, por lo
tanto la función caracteŕıstica de X esta dada por

ψRU(n)(t) =

∫ ∞
0

E(eirt
′U(n)

)dF (r), t ∈ Rn.
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Utilizando que R es infinitamente divisible y por propiedades de la convolución tenemos:

ψRU(n)(t) =

∫ ∞
0

E(eirt
′U(n)

)dF ∗mm (r)

=

[∫ ∞
0

E(eirt
′U(n)

)dFm(r)

]m
=(ψm(t))m.

Donde ψm(t) es la función caracteŕıstica de RmU(n), con Rm ∼ Fm una variable aleatoria
no negativa independiente de U(n). Por lo que X es infinitamente divisible.

Las siguiente definiciones nos servirán cuando probemos la propiedad de divisibilidad
infinita en las distribuciones eĺıpticas de nuestro interés.

Definición 1.4.2. A la distribución concentrada en un sólo punto γ ∈ Rn se le conoce
como la distribución δ y es denotada por δγ.

Teorema 1.4.2. ([20], p.149) Si el vector aleatorio X con distribución F es infinitamente
divisible y F no es una distribución δ, entonces su soporte no está acotado.

Teorema 1.4.3 ([20]). Si el vector aleatorio X con función caracteŕıstica ψ es infinita-
mente divisible, entonces ψ(t) no tiene ceros, es decir ψ(t) 6= 0 para toda t ∈ Rn.

Corolario 1.4.1. Si el vector aleatorio X con generador caracteŕıstico φ es infinitamente
divisible, entonces φ(x) no tiene ceros positivos, es decir φ(x) 6= 0 para toda x ≥ 0.

Demostración. Se sigue del Teorema 1.4.3 y de la igualdad ψ(t) = φ(t′t).

El siguiente teorema es fundamental para la teoŕıa de distribuciones infinitamente
divisibles ya que caracteriza, a través de tres elementos, a la función caracteŕıstica de
todas las distribuciones infinitamente divisibles.

Teorema 1.4.4. (Fórmula de Lévy-Khintchine) Un vector aleatorio X ∈ Rn con
función caracteŕıstica ψ(t) es infinitamente divisible si y sólo si existe una terna (A, ν, γ)
tal que

ψ(t) = exp

[
−1

2
t′At + iγ′t +

∫
Rn

(eit
′x − 1− it′x 1D(x))ν(dx)

]
,

donde D = {x : |x| ≤ 1}, A es una matriz n× n simétrica no negativa definida, γ ∈ Rn y
ν es una medida en Rn que satisface:

ν({0}) = 0 y

∫
Rn

(|x|2 ∧ 1)ν(dx) <∞.



Caṕıtulo 2

Distribuciones Esféricas y Eĺıpticas

Como se mencionó en el caṕıtulo anterior, en este trabajo se estudiarán las siguientes
subfamilias de distribuciones eĺıpticas junto con su divisibilidad infinita:

1. Normal Multivariada.

2. Estable.

3. Uniforme Multivariada.

4. Loǵıstica.

5. Tipo Kotz.

6. Pearson tipo VII.

7. t Multivariada.

8. Pearson tipo II.

9. Mezcla Normal Varianza.

Excepto para la distribución Estable, las definiciones se darán en términos de su gene-
rador de densidad.

2.1. Normal Multivariada

Definición 2.1.1. El vector aleatorio X ∈ Rn tiene distribución Normal multivariada con
parámetros µ ∈ Rn y Σ matriz definida no negativa de n×n (X ∼ Nn(µ,Σ)), si para cada
t ∈ Rn, la distribución de t′X es normal univariada.

Teorema 2.1.1. Si X ∼ Nn(µ,Σ) entonces X tiene función caracteŕıstica dada por

ψ(t) = exp

(
iµ′t− 1

2
t′Σt

)
, t ∈ Rn.

14
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Demostración. Tenemos que ψ(t) = E[eit
′X] = ψt′X(1). Pero por la definición anterior t′X

tiene distribución normal con media t′µ y varianza t′Σt, por lo que t′X ∼ N(µ′t, t′Σt), y
utilizando la función caracteŕıstica de una normal univariada se obtiene el resultado.

Una consecuencia del teorema anterior y de la Definición 1.3.2 inciso i) es el siguiente
corolario.

Corolario 2.1.1. El generador caracteŕıstico de X ∼ Nn(µ,Σ) está dado por

φ(u) = e−u/2, u ≥ 0.

Teorema 2.1.2. Si X es Nn(µ,Σ) y Σ definida positiva, entonces tiene densidad de la
forma

f(x) =
1

(2π)n/2|Σ|1/2
exp

[
−1

2
(x− µ)′Σ−1(x− µ)

]
.

Corolario 2.1.2. El generador de densidad de X ∼ Nn(µ,Σ) con Σ definida positiva
está dado por

g(u) = e−u/2.

Demostración. Se obtiene del Teorema 2.1.2 y de la Proposición 1.3.1.

De los Corolarios 2.1.1 y 2.1.2 podemos observar que en la distribución normal multi-
variada, su generador caracteŕıstico y su generador de densidad coinciden.

2.2. Estable

Existen varias maneras de definir a las distribuciones estables multivariadas, a conti-
nuación se presenta la definición dada en [16].

Definición 2.2.1. ([16], p. 93) Se dice que X ∈ Rn tiene distribución estable si su función
caracteŕıstica es como sigue

ψ(t) = exp(r(t′t)α/2), 0 < α ≤ 2, r < 0.

La distribución Estable tiene como casos particulares a distribuciones importantes, por
ejemplo con α = 1, r = −1 se obtiene la distribución Cauchy multivariada presentada en
[16] y si se tiene α = 2, r = −1

2
se obtiene la distribución Normal multivariada.

2.3. Uniforme Multivariada

Esta distribución ya fue previamente definida en el Caṕıtulo 1. Recordando la Defi-
nición 1.2.2, se dice que U(n) es un vector aleatorio uniformemente distribuido sobre la
esfera unitaria si tiene función de densidad dada por

fU(n)(x) =
1

Sn
, |x| = 1,
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donde Sn = 2πn/2

Γ(n/2)
es el área de la esfera unitaria.

La distribución uniforme multivariada es una distribución esférica importante ya que
como se mostró en el Corolario 1.2.1, la representación estocástica de cualquier vector
aleatorio eĺıptico es el producto de un vector uniforme y una variable aleatoria no negativa
R independiente de U(n).

2.4. Loǵıstica

La distribución loǵıstica multivariada ha sido estudiada por diversos autores y a través
de diferentes definiciones, la distribución loǵıstica eĺıptica simétrica no tiene ni marginales
ni condicionales loǵısticas (ver [4]), sin embargo, su nombre se debe a que su generador de
densidad tiene la forma de una densidad loǵıstica univariada.

A continuación se presentan algunos resultados de la distribución loǵıstica eĺıptica
simétrica.

Definición 2.4.1 ([16], p.92). Sea X un vector aleatorio en Rn, se dice que X tiene
distribución loǵıstica eĺıptica simétrica multivariada con parámetros µ ∈ Rn y Σ matriz
de n×n definida positiva, denotado como X ∼MLn(µ,Σ, g), si su generador de densidad
es de la forma

g(u) = Cn
e−u

(1 + e−u)2
, u ≥ 0,

donde

C−1
n =

πn/2

Γ(n/2)

∫ ∞
0

yn/2−1 e−y

(1 + e−y)2
dy.

Observación 2.4.1. Por practicidad, de aqúı en adelante nos referiremos a la distribución
loǵıstica eĺıptica simétrica simplemente como distribución loǵıstica.

Aunque no se tiene una expresión sencilla para la función caracteŕıstica de un vector
con distribución loǵıstica, ésta se puede escribir de la siguiente manera.

Proposición 2.4.1. La función caracteŕıstica del vector aleatorio X ∼MLn(0, In), n > 2,
está dada por:

ψ(t) = Cnπ
n/2

∞∑
j=1

(−1)j−1j1−n/2e−
1
4j

t′t.

Demostración. De acuerdo a la definición de función caracteŕıstica tenemos que

ψ(t) = E[eit
′X]

=

∫
Rn

Cne
it′x e−x

′x

(1 + e−x′x)2
dx. (2.1)
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Además, con ayuda de la representación en series de Taylor alrededor del cero de la función
f(x) = x

(1+x)2
obtenemos

f(x) =
∞∑
j=1

(−1)j−1jxj, |x| < 1.

Ya que u > 0 entonces e−u < 1, por lo tanto

f(e−u) =
e−u

(1 + e−u)2

=
∞∑
j=1

(−1)j−1je−ju. (2.2)

Sustituyendo (2.2) en (2.1) con u = x′x, y aplicando el teorema de Fubini obtenemos que

ψ(t) =

∫
Rn

Cne
it′x

∞∑
j=1

(−1)j−1je−jx
′xdx

= Cn

∞∑
j=1

(−1)j−1j

∫
Rn

eit
′xe−jx

′xdx. (2.3)

Por otro lado, la integral anterior se puede expresar como,∫
Rn

eit
′xe−jx

′xdx = πn/2j−n/2
∫
Rn

eit
′x e−

1
2
x′(2jIn)x

(2π)n/2(2j)−n/2
dx. (2.4)

Tomando Σ = 1
2j

In, entonces la integral del lado derecho de (2.4) corresponde a la función
caracteŕıstica de un vector normal multivariado con media 0 y matriz de covarianzas Σ.
Por el Teorema 2.1.1 tenemos∫

Rn

eit
′xe−jx

′xdx = πn/2j−n/2e−
1
4j

t′t. (2.5)

Sustituyendo (2.5) en la ecuación (2.3) obtenemos el resultado.

Corolario 2.4.1. Para n > 4,

C−1
n = πn/2(1− 22−n/2)ζ(n/2− 1),

donde ζ(s) =
∞∑
k=1

1

ks
.
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Demostración. Utilizando que ψ(0) = 1 y por la Proposición 2.4.1 tenemos que

C−1
n = πn/2

∞∑
j=1

(−1)j−1j1−n/2 (2.6)

= πn/2

(
∞∑
j=1

j1−n/2 − 2
∞∑
j=1

(2j)1−n/2

)

La última igualdad se obtiene separando la parte positiva de la negativa y es posible ya
que ambas sumas convergen cuando 1− n/2 < −1, es decir si n > 4 lo cual se cumple por
hipótesis. Entonces

C−1
n = πn/2

(
∞∑
j=1

j1−n/2 − 22−n/2
∞∑
j=1

j1−n/2

)

= πn/2(1− 22−n/2)
∞∑
j=1

j1−n/2

= πn/2(1− 22−n/2)ζ(n/2− 1).

Observación 2.4.2. Para el caso 2 ≤ n ≤ 4, C−1
n toma los siguientes valores:

C−1
2 =

π

2
, C−1

3 = π3/2ζ(1/2) y C−1
4 = π2 ln(2).

A continuación se proporciona otra representación del generador caracteŕıstico de la
distribución loǵıstica obtenida en [22] junto con su demostración. Es importante mencionar
que durante la elaboración de los cálculos fue hallado un error tipográfico en el valor de
Cn en [22]. Este error fue corregido en el Corolario 2.4.1.

Teorema 2.4.1. El generador caracteŕıstico del vector aleatorio X ∼MLn(0, In) es

φ(x) =
∞∑
k=0

(
− x

4π

)k Cn
k!Cn+2k

,

donde Cn es como en el Corolario 2.4.1.

Demostración. Por el Corolario 1.2.2 y el teorema de Fubini tenemos que el generador
caracteŕıstico está dado por

φ(x) = 2πn/2
∫ ∞

0

[
∞∑
k=0

1

Γ(n/2 + k)k!

(
−xr

2

4

)k]
rn−1g(r2)dr

= 2πn/2Cn

∞∑
k=0

1

Γ((n+ 2k)/2)k!

(
−x

4

)k ∫ ∞
0

r2k+n−1 e−r
2

(1 + e−r2)2
dr.
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Con ayuda de la ecuación (2.2) con u = r2 obtenemos∫ ∞
0

r2k+n−1 e−r
2

(1 + e−r2)2
dr =

∫ ∞
0

r2k+n−1

∞∑
j=1

(−1)j−1je−jr
2

dr

=
∞∑
j=1

(−1)j−1j

∫ ∞
0

r2k+n−1e−jr
2

dr.

Donde el cambio de orden entre la suma y la integral es posible gracias al teorema de
Fubini. A través del cambio de variable t = jr2 resulta∫ ∞

0

r2k+n−1e−jr
2

dr =
1

2j(n+2k)/2

∫ ∞
0

t
n+2k

2
−1e−tdt.

Por lo tanto,∫ ∞
0

r2k+n−1 e−r
2

(1 + e−r2)2
dr =

∞∑
j=1

(−1)j−1j
1

2j(n+2k)/2

∫ ∞
0

t
n+2k

2
−1e−tdt

=
∞∑
j=1

(−1)j−1j
1

2j(n+2k)/2
Γ((n+ 2k)/2).

De modo que el generador caracteŕıstico se puede expresar como

φ(x) = 2πn/2Cn

∞∑
k=0

1

Γ((n+ 2k)/2)k!

(
−x

4

)k ∞∑
j=1

(−1)j−1j
1

2j(n+2k)/2
Γ((n+ 2k)/2)

= Cnπ
n/2

∞∑
k=0

1

k!

(
−x

4

)k ∞∑
j=1

(−1)j−1j1−(n+2k)/2

= Cn

∞∑
k=0

1

k!

(
− x

4π

)k [
π(n+2k)/2

∞∑
j=1

(−1)j−1j1−(n+2k)/2

]

= Cn

∞∑
k=0

1

k!

(
− x

4π

)k
C−1
n+2k

=
∞∑
k=0

(
− x

4π

)k Cn
k!Cn+2k

.

La penúltima desigualdad se obtiene de la ecuación (2.6), esto concluye la prueba.

2.5. Kotz

Definición 2.5.1. Se dice que X ∈ Rn tiene distribución simétrica tipo Kotz, denotado
por X ∼MKn(µ,Σ) si su generador de densidad g es de la forma

g(r) = Cnr
N−1 exp(−urs), u, s > 0, 2N + n > 2,
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donde

Cn =
sΓ(n/2)u(2N+n−2)/2s

πn/2Γ((2N + n− 2)/2s)
.

Teorema 2.5.1. El generador caracteŕıstico de la distribución tipo Kotz esta dado por

φ(x) =
∞∑
k=0

Γ((2N + n− 2)/(2s) + k/s)

(n/2)[k]Γ((2N + n− 2)/(2s))

1

k!

(
− x

4u1/s

)k
,

donde a[k] = Γ(a+ k)/Γ(a), es el śımbolo de Pochhamer.

Demostración. Calculando el generador caracteŕıstico a través del Corolario 1.2.2 y por el
teorema de Fubini,

φ(x) =

∫ ∞
0

2rn−1πn/2

[
∞∑
k=0

r2k

Γ((n+ 2k)/2)k!

(
−x

4

)k]
Cnr

2(N−1) exp(−ur2s)dr

= Cn2πn/2
∞∑
k=0

1

Γ((n+ 2k)/2)k!

(
−x

4

)k ∫ ∞
0

r2k+2N+n−3 exp(−ur2s)dr.

Ahora bien, con el cambio de variable t = ur2s se tiene r =
(
t
u

) 1
2s y dr = 1

2us

(
t
u

) 1
2s
−1
dt,

por lo que la integral en la igualdad anterior queda∫ ∞
0

r2k+2N+n−3 exp(−ur2s)dr =

∫ ∞
0

(
t

u

) 1
2s

(2k+2N+n−3)

exp(−t) 1

2us

(
t

u

) 1
2s
−1

dt

=
1

2s
u−

2k+2N+n−2
2s

∫ ∞
0

t
2k+2N+n−2

2s
−1 exp(−t)dt

=
1

2s
u−

2k+2N+n−2
2s Γ

(
2k + 2N + n− 2

2s

)
.

De esta forma,

φ(x) = Cn2πn/2
∞∑
k=0

1

Γ((n+ 2k)/2)k!

(
−x

4

)k 1

2s
u−

2k+2N+n−2
2s Γ

(
2k + 2N + n− 2

2s

)
=

Cnπ
n/2

su(2N+n−2)/(2s)

∞∑
k=0

1

Γ((n+ 2k)/2)k!

(
−x

4

)k
u−k/sΓ

(
2k + 2N + n− 2

2s

)
.

Como Cn = sΓ(n/2)u(2N+n−2)/(2s)

πn/2Γ((2N+n−2)/(2s))
, la ecuación anterior se reduce a

φ(x) =
Γ(n/2)

Γ((2N + n− 2)/(2s))

∞∑
k=0

Γ
(

2k+2N+n−2
2s

)
Γ((n+ 2k)/2)uk/sk!

(
−x

4

)k
. (2.7)

Y ya que Γ(n/2)
Γ(n/2+k)

= 1
(n/2)[k]

, la ecuación (2.7) se simplifica como

φ(x) =
∞∑
k=0

Γ((2N + n− 2)/(2s) + k/s)

(n/2)[k]Γ((2N + n− 2)/(2s))

1

k!

(
− x

4u1/s

)k
.
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2.6. Pearson Tipo VII

La distribución Pearson tipo VII, denotada por X ∼MPV IIn(µ,Σ, g) incluye ciertas
distribuciones importantes, tales como la distribución t multivariada y la Cauchy multi-
variada definidas en [16].

Definición 2.6.1 ([16] p.81). Un vector aleatorio X∈ Rn tiene distribución Pearson Tipo
VII multivariada de parámetros µ y Σ si su generador de densidad es de la forma

g(t) = Cn(1 + t/m)−N , N > n/2, m > 0,

donde

Cn = (πm)−n/2
Γ(N)

Γ(N − n/2)
.

2.7. t Multivariada

Cuando en la distribución Pearson tipo VII se toma N = 1
2
(n + m), con m entero

positivo, se obtiene una distribución t Multivariada.

Definición 2.7.1. El vector aleatorio X ∈ Rn tiene distribución t Multivariada con m
grados de libertad y parámetros µ, Σ (denotado como X ∼ Mtn(m,µ,Σ)) si cumple con
alguna de las siguientes definiciones equivalentes:

1. Su generador de densidad es de la forma

g(t) = Cn(1 + t/m)−
1
2

(n+m), m ∈ N,

donde

Cn = (πm)−n/2
Γ((n+m)/2)

Γ(m/2)
.

2. Si tiene representación estocástica

X
d
= µ+m1/2Z/S,

donde Z y S son independientes, Z ∼ Nn(0,Σ), Σ matriz definida positiva y S2 tiene
distribución ji-cuadrada con m grados de libertad.

2.8. Pearson Tipo II

Definición 2.8.1. El vector aleatorio X ∈ Rn tiene distribución Pearson Tipo II multi-
variada, denotado por X∼MPIIn(µ,Σ), si tiene generador de densidad g de la forma

g(u) =
Γ(n/2 +m+ 1)

Γ(m+ 1)πn/2
(1− u)m, 0 ≤ u ≤ 1, m > −1.
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2.9. Mezcla Normal Varianza

Las distribuciones Mezcla Normal Media-Varianza son una clase de modelos generados
al introducir aleatoriedad en el vector de medias y en la matriz de covarianzas de un vector
con distribución normal multivariada.

Definición 2.9.1. ([8], p. 68) Se dice que un vector aleatorio X∈ Rn tiene distribución
mezcla normal media-varianza si

X
d
= µ+ Y β +

√
Y AW,

donde µ, β ∈ Rn, A es una matriz de k × n tal que Σ = A′A es una matriz simétrica
definida positiva, W ∼ Nk(0, Ik) y Y es una variable aleatoria no negativa independiente
de W con distribución G.

Equivalentemente, una medida de probabilidad F en Rn es una mezcla normal media-
varianza si

F (x) =
1

(2π)n/2|yΣ|1/2

∫ ∞
0

N ′n(µ+ βy, yΣ)(x)dG(y),

donde N ′n(µ+βy, yΣ)(x) es la densidad de un vector X de distribución Normal con media
µ+βy y matriz de covarianzas yΣ y G es una función de probabilidad no negativa llamada
mezclador o función mezcla. También se utilizará la notación F = Nn(µ+ yβ, yΣ) ◦G.



Caṕıtulo 3

Divisibilidad Infinita en
Distribuciones Eĺıpticas

En este caṕıtulo se prueba la propiedad de divisibilidad infinita de las distribuciones
presentadas en el Caṕıtulo 2.

3.1. Normal Multivariada

Proposición 3.1.1. La distribución Normal Multivariada es infinitamente divisible.

Demostración. Sea X ∼ Nn(µ,Σ) con función caracteŕıstica ψX(t). Por la Proposición
1.3.2, su vector esférico asociado Y tiene distribución normal estándar, es decir,Y∼
Nk(0, Ik). Además Y es infinitamente divisible, ya que:

ψY(t) = exp

(
−1

2
t′t

)
=

(
exp

(
− t′t

2m

))m
= (ψm(t))m, m ∈ N,

donde ψm(t) es la función caracteŕıstica de un vector aleatorio con distribuciónNk(0, Ik/m),
es decir, Y es infinitamente divisible. Aśı, por la Proposición 1.4.3 se obtiene que X es
infinitamente divisible.

Otra forma de probar la divisibilidad infinita de un vector normal multivariado es
comparando su función caracteŕıstica ψ(t) = exp(iµ′t − 1

2
t′Σt) con la representación de

Lévy-Khintchine. Se verifica que la terna de Lévy-Khintchine se obtiene al definir A = Σ,
γ = µ y a ν como la medida cero, es decir ν(C) = 0 para toda C ∈ Rn.

23
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3.2. Estable

Proposición 3.2.1. La distribución estable es infinitamente divisible.

Demostración. Sea X vector aleatorio con distribución estable y función caracteŕıstica
ψ(t). Por la Definición 2.2.1 tenemos que

ψ(t) = exp(r(t′t)α/2), 0 < α ≤ 2, r < 0.

Es decir que para cada m ∈ N,

ψ(t) = exp
( r
m

(t′t)α/2
)m

=(ψm(t))m,

donde ψm(t) es la función caracteŕıstica de una distribución estable. Por lo que la distri-
bución estable śı cumple con la propiedad de divisibilidad infinita.

3.3. Uniforme Multivariada

Proposición 3.3.1. La distribución Uniforme Multivariada no es infinitamente divisible.

Demostración. Se observa que el soporte de la distribución uniforme sobre la esfera uni-
taria es acotado. De aqúı, por el Teorema 1.4.2 se obtiene que la distribución uniforme no
es infinitamente divisible.

3.4. Loǵıstica

No se ha logrado verificar al divisibilidad infinita de la distribución Loǵıstica.

3.5. Kotz

Recordemos que la función hipergeométrica generalizada, está definida como:

pFq(a1, ..., ap; b1, ..., bq; z) =
∞∑
k=0

a
[k]
1 · · · a

[k]
p

b
[k]
1 · · · b

[k]
q

zk

k!
, a1, ..., ap, b1, ..., bq, z ∈ C.

Proposición 3.5.1. Para el caso s = 1, el generador caracteŕıstico de la distribución Kotz
está dado por

φ(x) = 1F1

(
(2N + n− 2)/2;n/2;− x

4u

)
,
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Demostración. Sustituyendo s = 1 en la expresión del generador caracteŕıstico dado en el
Teorema 2.5.1 y por la definición de función hipergeométrica tenemos:

φ(x) =
∞∑
k=0

Γ((2N + n− 2)/2 + k)

(n/2)[k]Γ((2N + n− 2)/2)

1

k!

(
− x

4u

)k
=
∞∑
k=0

((2N + n− 2)/2)[k]

(n/2)[k]

(
− x

4u

)
k!

k

= 1F1

(
(2N + n− 2)/2;n/2;− x

4u

)
.

El caso s = 1 es la distribución original introducida por Kotz [21], a la función hiper-
geométrica 1F1 se le conoce como función hipergeométrica confluente.

Observación 3.5.1. La distribución simétrica tipo Kotz con N = 1 y s = 1 tiene gene-
rador caracteŕıstico de la forma

φ(x) = exp
(
− x

4u

)
.

Es decir, la distribución Kotz se reduce a una distribución normal multivariada, la cual se
probó en la Proposición 3.1.1 que es infinitamente divisible.

Proposición 3.5.2. La función 1F1 se deriva de la función 2F1 a través de

1F1(a; c; z) = ĺım
b→∞

2F1(a, b; c; z/b).

Demostración. Por propiedades de la función 2F1(a, b; c; z) se tiene que para |z| < 1, la
serie que define a 2F1(a, b; c; z) converge uniformemente (ver [13]), entonces

ĺım
b→∞

2F1(a, b; c; z/b) = ĺım
b→∞

∞∑
k=0

a[k]b[k]

c[k]

1

k!
(z/b)k

=
∞∑
k=0

a[k]

c[k]

1

k!
zk ĺım

b→∞

b[k]

bk
para |z| < b.

Ahora bien,
b[k] = b(b+ 1) · · · (b+ k − 1) = bk + P (b),

donde P (b) es un polinomio de grado k − 1. Por lo que

ĺım
b→∞

2F1(a, b; c; z/b) =
∞∑
k=0

a[k]

c[k]

1

k!
zk ĺım

b→∞

(
1 +

P (b)

bk

)
=
∞∑
k=0

a[k]

c[k]

1

k!
zk

= 1F1(a; c; z).
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Comentario 3.5.1 ([29]). Para la función hipergeométrica 2F1(a, b; c; z) con a entero
negativo, a = −p, p ∈ N se tiene:

2F1(−p, b; c; z) =

p∑
k=0

(
p

k

)
b[k]

c[k]
(−z)k.

Es decir, la función hipergeométrica se convierte en un polinomio finito de grado k.

Corolario 3.5.1. La función hipergeométrica confluente con a = −p, p ∈ N cumple:

1F1(−p; c; z) =

p∑
k=0

(
p

k

)
1

c[k]
(−z)k

Demostración. Usando la Proposición 3.5.2 y el Teorema 3.5.1:

1F1(−p; c; z) = ĺım
b→∞

2F1(−p, b; c; z/b)

= ĺım
b→∞

p∑
k=0

(
p

k

)
b[k]

c[k]
(−z/b)k

=

p∑
k=0

(
p

k

)
1

c[k]
(−z)k ĺım

b→∞

(
1 +

P (b)

bk

)

=

p∑
k=0

(
p

k

)
1

c[k]
(−z)k.

Por lo que la función hipergeométrica confluente también se convierte en un polinomio de
grado finito para el caso a = −p.
Proposición 3.5.3. Cuando s = 1 el generador caracteŕıstico de la distribución Kotz
está dado por

φ(x) = exp
(
− x

4u

)N−1∑
m=0

(
N − 1

m

)
Γ(n/2)

Γ(n/2 +m)

(
− x

4u

)m
.

Demostración. La transformación de Kummer [29] nos dice que:

1F1

(
(2N + n− 2)/2;n/2;− x

4u

)
= exp

(
− x

4u

)
1F1

(
−(N − 1);n/2;

x

4u

)
.

Además, por la Proposición 3.5.1 y el Corolario 3.5.1 tenemos que

φ(x) = exp
(
− x

4u

)
1F1

(
−(N − 1);n/2;

x

4u

)
= exp

(
− x

4u

)N−1∑
m=0

(
N − 1

m

)
1

(n/2)[m]

(
− x

4u

)m
= exp

(
− x

4u

)N−1∑
m=0

(
N − 1

m

)
Γ(n/2)

Γ(n/2 +m)

(
− x

4u

)m
.
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Proposición 3.5.4. Cuando los coeficientes de F (a; c;x), x ∈ R cumplen

−n ≤ a < −n+ 1, c > 0.

La función F (a; c;x) tiene exactamente n ceros positivos, los cuales son todos simples.

Demostración. Se prueba en [12] a través del número de variaciones de signo en los coefi-
cientes de F (a; c;x) y el teorema de Sturm.

Proposición 3.5.5. La distribución simétrica tipo Kotz con s = 1, N > 1, no es infini-
tamente divisible.

Demostración. De la Proposición 3.5.3 tenemos que φ(x) = 0, x ∈ R, si y sólo si

1F1

(
−(N − 1);n/2;

x

4u

)
= 0.

Por la Proposición 3.5.4 y por el Corolario 1.4.1, la distribución Kotz con s = 1, N > 1
tiene ceros por lo que no es infinitamente divisible.

3.6. Pearson Tipo VII

Proposición 3.6.1. La distribución Pearson Tipo VII es infinitamente divisible.

Demostración. Se probará la divisibilidad infinita a través del vector esférico Y asociado
a X∼MPV IIn(m,µ,Σ). Por la Proposición 1.3.2 tenemos que Y∼MPV IIn(m,0, In), y
utilizando la Definición 2.6.1, tenemos que la densidad de Y es

f(y) =
Γ(N)

(πm)n/2Γ(N − n/2)

[
1 +

y′y

m

]−N
.

Sea Z = Y√
m

, mostraremos que Z es infinitamente divisible. Observemos que la densidad
de Z esta dada por

g(z) =
Γ(N)

(π)n/2Γ(N − n/2)

[
1 + |z|2

]−N
.

En efecto, por el teorema de cambio de variable:

g(z) = f(z) det(Jz) =
Γ(N)

(πm)n/2Γ(N − n/2)

[
1 + |z|2

]−N ∂(y1, y2, ..., yn)

∂(z1, z2, ..., zn)

=
Γ(N)

(πm)n/2Γ(N − n/2)

[
1 + |z|2

]−N
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
√
m 0 · · · 0
0
√
m · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 0
√
m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

Γ(N)

(π)n/2Γ(N − n/2)

[
1 + |z|2

]−N
.
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En [17] se demuestra que la densidad g(z) = Γ(N)

(π)n/2Γ(N−n/2)
[1 + |z|2]

−N
es infinitamente

divisible e incluso se proporciona su representación de Lévy. Pero ya que

Y =
√
mZ,

y la multiplicación por constantes no altera esta propiedad, entonces Y es infinitamente
divisible. Finalmente por la Proposición 1.4.3 también el vector X∼MPV IIn(m,µ,Σ) es
infinitamente divisible.

3.7. t Multivariada

Proposición 3.7.1. La distribución t multivariada es infinitamente divisible.

Demostración. Este resultado se sigue de que la distribución t es un caso particular de la
distribución Pearson Tipo VII con N = (n+m)/2, m entero positivo.

3.8. Pearson Tipo II

Proposición 3.8.1. La distribución Pearson Tipo II no es infinitamente divisible.

Demostración. Del mismo modo que en la distribución Uniforme Multivariada, ya que
X ∼ MPIIn(µ,Σ) tiene soporte acotado, aplicando el Teorema 1.4.2 se tiene que la
distribución Pearson Tipo II no es infinitamente divisible.

3.9. Mezcla Normal Varianza

El siguiente lema obtenido de [8] presenta las propiedades más importantes de las
distribuciones mezcla normal media varianza.

Lema 3.9.1. Sean G,G1, G2 distribuciones de probabilidad,

a) Si G = G1 ∗G2, entonces

(Nn(µ1 + yβ, yΣ) ◦G1) ∗ (Nn(µ2+yβ, yΣ) ◦G2) =

Nn(µ1 + µ2 + yβ, yΣ) ◦G.

b) Si G es infinitamente divisible, entonces también Nn(µ+ yβ, yΣ) ◦G lo es.

Demostración. a) Sea LG(u) la transformada de Laplace de G, aplicando el teorema de
Fubini tenemos que la función caracteŕıstica de la mezcla Nn(µ + βy, yΣ) ◦ G se puede
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expresar como:

ψ(t) =

∫
Rn

eit
′xF (dx) (3.1)

=

∫
Rn

eit
′x

∫ ∞
0

N ′n(µ+ βy, yΣ)(x)dG(y)dx

=

∫ ∞
0

[∫
Rn

eit
′xN ′n(µ+ βy, yΣ)(x)dx

]
dG(y)

=

∫ ∞
0

eit
′µey(it′β− 1

2
t′Σt)dG(y)

= eit
′µ

∫ ∞
0

e−( 1
2
t′Σt−it′β)ydG(y)

= eit
′µLG

(
1

2
t′Σt− it′β

)
. (3.2)

Sean LG1(u), LG2(u) las transformadas de Laplace de G1, G2, respectivamente, por el
teorema de convolución (ver [24], p. 1020),

LG1∗G2(z) = LG1(z)LG2(z).

Sea F = Nn(µ1 +µ2 +βy, yΣ)◦G, Fi = Nn(µi +βy, yΣ)◦Gi, i = 1, 2. Como G = G1 ∗G2,

ψF1(t)ψF2(t) = eit
′µ1LG1

(
1

2
t′Σt− it′β

)
eit
′µ2LG2

(
1

2
t′Σt− it′β

)
= eit

′(µ1+µ2)LG
(

1

2
t′Σt− it′β

)
= ψF (t),

por lo que F1 ∗ F2 = F .

b) Dado que G es infinitamente divisible, tenemos que para cualquier m ∈ N existe
una distribución Gm, tal que

G = G∗mm .

Por el inciso anterior,

N(µ+ βy, yΣ) ◦G = (N(µ/m+ βy, yΣ) ◦Gm)∗m.

Es decir, N(µ+ βy, yΣ) ◦G es infinitamente divisible.

Observación 3.9.1. Una distribución mezcla normal media-varianza F = Nn(µ+yβ, yΣ)◦
G tiene distribución eĺıptica si y sólo si β = 0, esto se puede observar de la Definición 1.3.2
inciso i). A este tipo de distribuciones se les llama distribución mezcla normal varianza,
pues la media no es afectada por la mezcladora.
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El siguiente corolario nos provee una manera de verificar la divisibilidad infinita de una
mezcla normal varianza a través de la divisibilidad infinita de la distribución mezcla.

Corolario 3.9.1. La distribución mezcla normal varianza es infinitamente divisible si G
es infinitamente divisible. El rećıproco no necesariamente es cierto.

Demostración. Por el inciso b) del Lema 3.9.1 para β = 0, tenemos que si G es infinita-
mente divisible, entonces F = Nn(µ, yΣ) ◦ G es una distribución mezcla normal varianza
que cumple la propiedad de divisibilidad infinita.

Como ya se mencionó, la afirmación contraria del corolario anterior no siempre es
verdad, es decir, se puede tener un mezclador que no sea infinitamente divisible y sin
embargo obtener una mezcla normal varianza infinitamente divisible. El siguiente ejemplo
ilustra este hecho, su construcción fue motivada por un ejemplo dado en [7].

Ejemplo 3.9.1. Existen distribuciones mezcla normal varianza infinitamente divisibles
cuyo mezclador no es infinitamente divisible.

Definamos a la función H(x) como:

H(x) = 0 x < 1

= .26 1 ≤ x < 2

= .52 2 ≤ x < 3

= .48 3 ≤ x < 4

= .74 4 ≤ x < 5

= 1.0 x ≥ 5.

La función H satisface las condiciones siguientes:

i) H no es una distribución: Ya que no es una función monótona no decreciente.

ii) H ∗H es una distribución: Tenemos que H es una función simple ya que

H = .26 · 1[1,2) + .52 · 1[2,3) + .48 · 1[3,4) + .74 · 1[4,5) + 1[5,∞).

Además, si a ≤ t − x < b entonces t − b < x ≤ t − a, con a, b ∈ R, por lo que la función
H(t− x) se puede expresar como

H(t− x) = 0 · 1(t−1,∞)(x) + .26 · 1(t−2,t−1](x) + .52 · 1(t−3,t−2](x)

+ .48 · 1(t−4,t−3](x) + .74 · 1(t−5,t−4](x) + 1(−∞,t−5](x).
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Es decir,

H ∗H(t) =

∫ ∞
−∞

H(t− x)dH(x)

=.26

∫ ∞
−∞

1(t−2,t−1](x)dH(x) + .52

∫ ∞
−∞

1(t−3,t−2](x)dH(x)

+ .48

∫ ∞
−∞

1(t−4,t−3](x)dH(x) + .74

∫ ∞
−∞

1(t−5,t−4](x)dH(x)

+

∫ ∞
−∞

1(−∞,t−5](x)dH(x)

=.26[H(t− 1)−H(t− 2)] + .52[H(t− 2)−H(t− 3)]

+ .48[H(t− 3)−H(t− 4)] + .74[H(t− 4)−H(t− 5)] +H(t− 5).

Entonces,

H ∗H(t) =.26 [H(t− 1) +H(t− 2) +H(t− 4) +H(t− 5)] (3.3)

− .04H(t− 3).

Ahora comprobaremos que H ∗H(t) es una distribución, calculándola de manera expĺıcita
obtenemos:

H ∗H(t) = 0 t < 2

= .0676 2 ≤ t < 3

= .2028 3 ≤ t < 4

= .2496 4 ≤ t < 5

= .364 5 ≤ t < 6

= .636 6 ≤ t < 7

= .7504 7 ≤ t < 8

= .7972 8 ≤ t < 9

= .9324 9 ≤ t < 10

= 1 t ≥ 10.

De la expresión anterior se observa que H ∗H(t) es una función continua por la derecha,
monótona no decreciente, que cumple

ĺım
t→−∞

H ∗H(t) = 0, ĺım
t→+∞

H ∗H(t) = 1.

Aśı, se tiene que H ∗H es función de distribución aún cuando H no lo sea.

iii)
∫∞

0
(2πu)−

n
2 exp(−|x|2/(2u))dH(u) es una densidad: Verifiquemos que es no nega-

tiva. Ya que H es una función simple con saltos en 1, 2, 3, 4, 5, se tiene H(u)−H(u−) = 0
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para cualquier u 6= 1, 2, 3, 4, 5, es decir que la función deseada se reduce a∫ ∞
0

(2πu)−
n
2 exp(−|x|2/(2u))dH(u)

=
5∑

u=1

(2πu)−
n
2 exp(−|x|2/(2u))[H(u)−H(u−)].

Definamos la función h(u) = (2πu)−
n
2 exp(−|x|2/(2u))[H(u)−H(u−)], tenemos que (2πu)−

n
2

exp(−|x|2/(2u)) > 0 para toda u = 1, ..., 5 por lo que el único término negativo de la suma
se da cuando u = 3.

Por otro lado, ya que las funciones

f(u) = (2πu)−
n
2 y g(u) = exp(−|x|2/(2u)

son decrecientes, su producto también lo es. Es decir, f(2)g(2) > f(3)g(3), y como H(2)−
H(2−) = .26 > H(3)−H(3−) = −.04 se tiene que

h(2) + h(3) =f(2)g(2)[H(2)−H(2−)] + f(3)g(3)[H(3)−H(3−)]

>0.

Ya que la suma de estos dos términos es positiva y todos los demás términos son positivos,∫ ∞
0

(2πu)−
n
2 exp(−|x|2/(2u))dH(u) ≥ 0.

Para concluir que
∫∞

0
(2πu)−

n
2 exp(−|x|2/(2u))dH(u) es una densidad, verificamos que

integra 1 sobre todo Rn. Sean H+ y H− la parte positiva y negativa, respectivamente, de
H. Entonces H = H+ −H−, por lo que

∫
Rn

∫ ∞
0

(2πu)−
n
2 exp(−|x|2/(2u))dH(u)dx

=

∫
Rn

∫ ∞
0

(2πu)−
n
2 exp(−|x|2/(2u))dH+(u)dx

−
∫
Rn

∫ ∞
0

(2πu)−
n
2 exp(−|x|2/(2u))dH−(u)dx
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Dado que (2πu)−
n
2 exp(−|x|2/(2u)) ≥ 0, con ayuda del teorema de Fubini:∫

Rn

∫ ∞
0

(2πu)−
n
2 exp(−|x|2/(2u))dH(u)dx

=

∫ ∞
0

∫
Rn

(2πu)−
n
2 exp(−|x|2/(2u))dxdH+(u)

−
∫ ∞

0

∫
Rn

(2πu)−
n
2 exp(−|x|2/(2u))dxdH−(u)

=

∫ ∞
0

dH+(u)−
∫ ∞

0

dH−(u)

=

∫ ∞
0

dH(u)

=
5∑

u=1

[H(u)−H(u−)]

=
5∑

u=1

[H(u)−H(u− 1)]

=H(5)−H(0) = 1.

Por lo que se verifica que la función dada es densidad.

Ahora, definamos a la función H∗0 como sigue

H∗0(x) =

{
0 si x < 1
1 si x ≥ 1

Se verificará que la función Hk(x) es una distribución para cualquier k ≥ 2. Ya se de-
mostró para k = 2, ahora para k = 3 tenemos:

H∗3(t) =H ∗ (H ∗H(t))

=H ∗ (.26 [H(t− 1) +H(t− 2) +H(t− 4) +H(t− 5)]− .04H(t− 3))

=.26 [H ∗H(t− 1) +H ∗H(t− 2) +H ∗H(t− 4) +H ∗H(t− 5)]− .04H ∗H(t− 3))
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Haciendo uso de H ∗H(t), llegamos a que la forma expĺıcita de H∗3(t) es:

H∗3(t) =0 t < 3

=.017576 3 ≤ t < 4

=.070304 4 ≤ t < 5

=.11492 5 ≤ t < 6

=.169 6 ≤ t < 7

=.32032 7 ≤ t < 8

=.463528 8 ≤ t < 9

=.536472 9 ≤ t < 10

=.67968 10 ≤ t < 11

=.831 11 ≤ t < 12

=.88508 12 ≤ t < 13

=.929696 13 ≤ t < 14

=.982424 14 ≤ t < 15

=1 t ≥ 15.

Por lo que H∗3(t) es distribución. Por otro lado, H∗k(t) se puede ver como:

H∗k(t) =

{
(H∗2)l(t), k = 2l, l ∈ N.
(H∗2)l−1 ∗ (H∗3)(t), k = 2l + 1, l ∈ N.

Ya que la convolución de distribuciones es una distribución entonces H∗k(t) es distribución
para toda k ≥ 2.

Se define a la función mezcla como sigue. Sea

G(x) = e−1

∞∑
k=0

(k!)−1H∗k(x).

Veamos que G(x) es distribución:

i) Ya que H∗k es continua por la derecha para toda k = 0, 1, ... y G(x) se puede ver co-
mo combinación lineal de la función H∗k, se cumple la continuidad por la derecha de G(x).

ii) Dado que H∗k es distribución para k ≥ 2, estas funciones son no decrecientes,
además por la definición de H∗0, esta función también es no decreciente, por lo que sólo
habŕıa que verificar que no se pierde esta propiedad cuando k = 1.

Ya que H(x) es no decreciente excepto del intervalo [2, 3) al [3, 4), definimos 2 ≤ x1 < 3
y 3 ≤ x2 < 4 y vemos que

H(x1) +
1

2
H∗2(x1) = .52 +

1

2
(.0676) = .5538 y
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H(x2) +
1

2
H∗2(x2) = .48 +

1

2
(.1014) = .5814

De manera general, H(x1) + 1
2
H∗2(x1) ≤ H(x2) + 1

2
H∗2(x2) para cualquier x1 ≤ x2. Por

lo que G es no decreciente.

iii) Ya que ĺım
x→−∞

H∗k(x) = 0, para k = 0, 1, ..., y
∞∑
k=0

|(k!)−1H∗k(x)| ≤
∞∑
k=0

(k!)−1 < ∞,

podemos intercambiar el ĺımite y la sumatoria de forma que

ĺım
x→−∞

G(x) = e−1

∞∑
k=0

(k!)−1(0) = 0.

Por el mismo argumento y ya que ĺım
x→+∞

H∗k(x) = 1, para k = 0, 1, ..., se tiene

ĺım
x→+∞

G(x) = e−1

∞∑
k=0

(k!)−1(1)k = e−1e = 1.

Aśı, obtenemos que el mezclador G(x) es una función de distribución.

Proposición 3.9.1. Sea X ∈ Rn un vector aleatorio con distribución mezcla normal
varianza F y mezcladora U ∼ G, entonces su función caracteŕıstica esta dada por:

ψ(t) = eit
′µ

∫ ∞
0

e−
1
2

t′ΣtudG(u).

Demostración. Se obtiene directamente de la ecuación (3.2) con β=0.

Utilizaremos la proposición anterior con µ = 0 y Σ = 1n×n para calcular la función
caracteŕıstica del vector aleatorio X con mezclador G y a partir de la forma de ésta, se
verificará que X es infinitamente divisible.

ψ(t) =

∫ ∞
0

exp(−t′tu/2)dG(u)

= e−1

∞∑
k=0

(k!)−1

∫ ∞
0

exp(−t′tu/2)dH∗k(u),

donde la suma y la integral se pueden intercambiar ya que exp(x) es una función no
negativa. Por propiedades de convolución de medidas tenemos que

ψ(t) = e−1

∞∑
k=0

(k!)−1

(∫ ∞
0

exp(−t′tu/2)dH(u)

)k
= exp

[∫ ∞
0

exp(−t′tu/2)dH(u)− 1

]
.
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Por la condición iii) de H sabemos que
∫
R+(2πu)−

n
2 exp(−|x|2/(2u))dH(u) es una densidad

sobre Rn, además tomando U = u tenemos que X ∼ Nn(0, uIn), por lo tanto

E[eit
′X] =E[cos(t′X)] + iE[sen(t′X)]

=e−
1
2
t′tu.

Igualando las partes reales e imaginarias obtenemos E[cos(t′X)] = e−
1
2
t′tu. De aqúı que la

función caracteŕıstica de X se puede ver como

ψ(t) = exp

[∫
Rn

(cos(t′x)− 1)(2π)−
n
2

∫ ∞
0

u−
n
2 exp(−|x|2/(2u))dH(u)dx

]
.

Tomando los valores

A = 0n×n, γ = 0n×1, y ν(dx) = (2π)−
n
2

∫ ∞
0

u−
n
2 exp(−|x|2/(2u))dH(u)dx,

verificamos que la medida ν satisface ν({0}) = 0 y∫
Rn

(|x|2 ∧ 1)ν(dx) =

∫
Rn

(|x|2 ∧ 1)(2π)−
n
2

∫ ∞
0

u−
n
2 exp(−|x|2/(2u))dH(u)dx

≤
∫
Rn

(2π)−
n
2

∫ ∞
0

u−
n
2 exp(−|x|2/(2u))dH(u)dx

<∞.

La última desigualdad dado que (2π)−
n
2

∫∞
0
u−

n
2 exp(−|x|2/(2u))dH(u) es densidad. Por

la fórmula de Lévy-Khintchine tenemos que X es infinitamente divisible, pero G(x) no
es infinitamente divisible ya que procediendo de manera similar al cálculo de la función
caracteŕıstica de la mezcla, tenemos que

ψG(t) =

∫ ∞
0

exp(itu)dG(u)

=e−1

∞∑
k=0

1

k!

∫ ∞
0

exp(itu)dH∗k(u)

=e−1

∞∑
k=0

1

k!

(∫ ∞
0

exp(itu)dH(u)

)k
= exp

[∫ ∞
0

exp(itu)dH(u)− 1

]
.

Por lo que H es la medida de la representación de Lévy-Khintchine de la función carac-
teŕıstica de G, pero H no es una distribución, por lo que G no es infinitamente divisible.



Conclusiones

Los procesos de Lévy juegan un papel importante en diferentes áreas de la ciencia,
como son la f́ısica, ingenieŕıa, economı́a, ciencias actuariales y matemáticas financieras [2].
Conocer si cierta distribución de probabilidad cumple con la propiedad de divisibilidad
infinita es de gran utilidad ya que, a través de la fórmula de Lévy-Khintchine y de su
función caracteŕıstica, es posible encontrar la terna que determina de manera única al
proceso de Lévy correspondiente.

Esta relación motivó el presente trabajo de tesis, cuyo objetivo es verificar la divisibili-
dad infinita de ciertas clases de distribuciones eĺıpticas elegidas por su importancia, estas
fueron:

1. Normal Multivariada.

2. Estable.

3. Uniforme Multivariada.

4. Loǵıstica.

5. Tipo Kotz.

6. Pearson tipo VII.

7. t Multivariada.

8. Pearson tipo II.

9. Mezcla Normal Varianza.

Cabe recalcar que se utilizaron las definiciones de las distribuciones dadas en [16]. En
el primer y segundo caṕıtulo se desarrolló la teoŕıa necesaria para lograr el objetivo de la
tesis, dentro de estos caṕıtulos se encuentran algunas de las aportaciones más importantes,
tales como:

El Teorema 1.4.1, en donde se demuestra que probar la divisibilidad infinita de distri-
buciones eĺıpticas nos asegura esta propiedad para el generador caracteŕıstico φ(t2).
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La Proposición 1.4.3, que nos indica que probar la divisibilidad infinita en un vector
eĺıptico es equivalente a probar la divisibilidad infinita de su vector esférico asociado.

La Proposición 1.4.4, donde nos muestra que si la variable generadora R de un vector
esférico es infinitamente divisible, entonces el vector X también lo es.

El resultado principal de este trabajo fue la prueba de divisibilidad infinita de las
siguientes distribuciones: Normal multivariada, Estable, Pearson tipo VII, t Multivaria-
da. Para las distribuciones Normal y Estable se probó que sus funciones caracteŕısticas
cumplen con la definición de divisibilidad infinita, tomando los parámetros adecuados,
mientras que para la Pearson tipo VII se tuvo que recurrir a un cambio de variable y a
una demostración hecha en [17]. La demostración de la divisibilidad infinita de la t Mul-
tivariada fue inmediata, ya que es un caso particular de la Pearson tipo VII.
También se probó que las distribuciones Mezcla Normal Varianza son infinitamente divi-
sibles cuando su función mezcla lo es, recalcando que el rećıproco no es necesariamente
cierto, se presentó un ejemplo en el que la función mezcla no es infinitamente divisible y
sin embargo da lugar a una distribución Mezcla Normal Varianza con esta propiedad.

Además, se verificó que algunas de las distribuciones presentadas no son infinitamente
divisibles, estas fueron las distribuciones: Uniforme Multivariada, Kotz y Pearson tipo II.
Las distribuciones Uniforme y Pearson tipo II se demostraron de igual manera, observando
que ambos tienen un soporte acotado y concluyendo con el Teorema 1.4.2. Para la distri-
bución tipo Kotz se encontró una expresión de su función caracteŕıstica y se probó, para
un valor particular de uno de sus parámetros, que no era infinitamente divisible.

Por último, se hallaron dos expresiones para la función caracteŕıstica de la distribución
Loǵıstica, sin embargo no se logró aceptar o rechazar la divisibilidad infinita de esta
distribución.
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